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Abstract

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Merz-Wiithrich-Formel {iber das Law of Propagation

of Uncertainty fiir ein Anfalljahr herzuleiten.

Das Law of Propagation of Uncertainty ist ein zentrales Theorem aus der Messtheorie,
welches die Schwankung einer Zielgréfie in Abhéngigkeit der Schwankungen der Eingangs-

grofBen berechnet. Dieses wird in der Arbeit formuliert und bewiesen.

Die Merz-Wiithrich-Formel stellt eine Formel der Standardabweichung des einjahrigen Ab-
wicklungsergebnisses im Chain-Ladder-Modell zur Verfiigung und beantwortet damit die
Frage, wie stark die Reserveschétzung im Folgejahr von der Reserveschétzung im aktuellen
Jahr abweichen kann. In der Arbeit werden zunéchst die Grundlagen des Chain-Ladder-

Modells dargestellt und anschlieend die Merz-Wiithrich-Formel formuliert.

Im letzten Schritt wird das Reservierungsproblem im Chain-Ladder-Modell als Messpro-
blem dargestellt und es wird gezeigt, dass die Anwendung des Law of Propagation of
Uncertainty auf dieses Messproblem zum gleichem Ergebnis fiihrt, wie die Merz-Wiithrich-

Formel.
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1 EINLEITUNG )

1 Einleitung

Das Ziel der aktuariellen Reserveschétzung besteht darin, den abgewickelten Endschaden-
stand, auch bekannt als Ultimate, sowie die Reserve zu schitzen, die als Differenz zwischen
der Ultimateschétzung und den bereits gezahlten Schiaden definiert ist. In der klassischen
Literatur zur aktuariellen Schadenreservierung betrachtet man in der Regel neben der Ho-
he der Reserve, auch die Gesamtunsicherheit bei der Entwicklung von Schéden, bis der
Schadenanspruch endgiiltig abgewickelt ist. Man spricht hier von einer langfristigen Be-
trachtung. In der vorliegenden Arbeit fokussieren wir uns jedoch auf eine zweite wichtige
Betrachtung, dem einjéhrigen Kalenderjahresrisiko als kurzfristige Sichtweise. Im Gegen-
satz zur langfristigen Sichtweise, bei der die Abweichung der Ultimate-Schitzung vom
wahren Schadenendstand betrachtet wird, untersucht das Kalenderjahresrisiko, wie stark
die Ultimate-Schétzung im néchsten Kalenderjahr von der aktuellen Ultimate-Schéitzung
abweichen kann. Diese kurzfristige Perspektive ist ebenfalls von grofier Bedeutung, da
die Bilanz eines Jahres nur die Differenz zwischen diesen beiden Schéitzungen als Ertrag
oder Verlust verbucht, was direkte Auswirkungen auf die finanzielle Lage eines Versiche-
rungsunternchmens hat. In Risikomodellen und regulatorischen Uberlegungen wird das
Abwicklungsririsko bzw. Reserverisiko daher oft {iber das Kalenderjahresrisiko beurteilt.
Im Chain-Ladder-Modell der Schadenreservierung kann das Kalenderjahresrisiko mithilfe
der Merz-Wiithrich-Formel geschétzt werden, welche auch im Solvency II-Regelwerk An-
wendung findet. Ziel der Arbeit ist die Herleitung der Merz-Wiithrich-Formel iiber einen

Ansatz aus der Messtheorie, dem Law of Propagation of Uncertainty.

Einleitend werden in der Arbeit die theoretischen Grundlagen zum Law of Propagation of
Uncertainty dargestellt. Im nachfolgenden Kapitel zum Chain-Ladder-Verfahren werden
die Begrifflichkeiten definiert und die Modellannahmen sowie einige Schétzer eingefiihrt.
Anschlieflend wird die Formel von Merz-Wiithrich vorgestellt. Im darauffolgenden Kapitel
wird nun das Law of Propagation of Uncertainty auf das Reservierungsproblem angewen-

det, um die Merz-Wiithrich-Formel herzuleiten.
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2 Theorieteil

Das Law of Propagation of Uncertainty stellt ein zentrales Theorem in der Theorie von
Messungen dar. Dieses soll in diesem Abschnitt formuliert und bewiesen werden. Dazu
miissen zunéichst einige Grundbegriffe aus der Theorie von Messungen mathematisch defi-
niert werden, vgl. Schubert | ]. Der Theorieteil enthiilt auerdem noch grundlegende
Eigenschaften bedingter Erwartungen, welche im spéteren Verlauf dieser Arbeit von Be-

deutung sind.

2.1 Ein-Ausgabe-Modell

Definition 2.1.1 (Ein-Ausgabe-Modell) / .S 8]

(i) Fine Funktion g : D — R, D C R", die eine Ausgangsgrifie pn (den Wert der Mess-

grdofle) mit den Fingangsgrifen i1, ..., iy verknipft, wobei

w=g(t1,. . ytn),
wird als Ein-Ausgabe-Modell der Messung bezeichnet.

(ii) Wenn mindestens eine Fingangsgrifie selbst als Ausgangsgrifie eines anderen Ein-
Ausgabe-Modells abgeleitet wird, wird das gesamte Messmodell als Mehrstufenmodell

bezeichnet.

2.2 Standardunsicherheit

Definition 2.2.1 (Standardunsicherheit) |/ , 5. 10] Sei T eine Grifie und die Zufalls-

variable X ein Schitzer fir 7. Weiter sei E[|X|* < oo]. Dann bezeichnet

die Standardunsicherheit des Schitzers X.
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2.3 Metrologisches Modell
Definition 2.3.1 (Metrologisches Modell) /. , 8. 16] Seien ©1,...,0, C R und sei
g:01 x...x0, =R

ein Bin-Ausgabe-Modell. Weiter seien ¥; € ©;, i = 1,...,p die unbekannten wahren Werte
der Eingangsgrofen und die Zufallsvariablen X1,..., X, Schitzer von 9; mit Standardun-

sicherheiten u(Xy),...,u(X,). Weiter sei
j= g, 0,)

das zu messende Merkmal des Fin-Ausgabe-Modells g und
m=g(Xi,...,Xp)

das gemessene Ergebnis. Dann nennen wir (g,0,9, X, u(X)) das metrologische Modell der
Messung, wobei

O := 0, X...X@p, 9= (791,...,’191,)

und

X o= (X1, X,), u(X) = (u(X1), ... u(X,)).

2.4 Taylorsche Formel

Satz 2.4.1 (Mehrdimensionale Taylorsche Formel) [ ,S.89] Sei U C R™ offen, v € U
ein Punkt und & € R™ ein Vektor derart, dass die Strecke x+1£, 0 <t <1, ganz in U liegt.
Weiter sei g : U — R eine (k+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert ein

6 € [0,1], sodass

glz+€) = Z %!(x)ga_,_ Z Mg{

al
lo| <k |oo|=k+1

Beweis. | , S. 89] O
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Corollar 2.4.2 | . S. 89-90] Sei U C R™ offen und g : U — R eine k-mal stetig

differenzierbare Funktion. Dann gilt fir jedes x € U

sa+9= Y T8I e (gl 2.)

lal<k

fiir £ — 0.

Beweis. | , S. 89-90] O

Satz 2.4.3 Sei g : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und a € R™ der Entwicklungs-

punkt. Dann gilt fir alle x,y € R™

9(x) = 9(y) = Vg(a)(z —y) + O]z — all* +[ly — al[*), (2.2)

wobei Vg der Gradient von g ist.

Beweis. Sei G : R™ x R™ — R definiert als G(z,y) := g(z) — g(y). Die Funktion G ist
zweimal stetig differenzierbar mit dem Gradienten

Vy(z)

~Vy(y)
Wiéhlen wir in (2.1) z = (a,a), k =1 und £ = (z,y) — (a,a) = (x — a,y — a), dann folgt

VG('Ta y) =

wegen @ + ¢ = (w,y) und [|¢]]* = [|o — al[> + ||y — al|?

G(z,y) = Gla,a) + VG(a,a) - (z — a,y — a) + O(|[¢]I*)
= Vg(a)(z —y) + O(llz — al* + |ly — al[*),

2]

wobei Vg(a) = : : O

82"1 (ah ey an)

Bemerkung: Wenn wir z,y in (2.2) nahe dem Entwicklungspunkt a wihlen, dann kann

man den Term O(||x — al|> + ||y — a||?) vernachliissigen und wir erhalten

G(z,y) =~ Vg(a)(z —y).
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2.5 Law of Propagation of Uncertainty

In diesem Abschnitt definieren und beweisen wir neben dem Law of Propagation of Un-
certainty auch eine Verallgemeinerung dieses Ansatzes aus der Messtheorie, die fiir unsere

Anwendung erforderlich ist.

Theorem 2.5.1 (Law of Propagation of Uncertainty) / , 8. 17 Seig:©1x...x0, —
R zweimal stetig differenzierbar und (g,0,9, X,u(X)) ein metrologisches Modell. Weiter
sei w(X;, Xj) = Ey[(X; — 94)(X; — ¥j)]. Dann ist das Quadrat der Standardunsicherheit
ndherungsweise gegeben durch

) (99 \? > & 99, dg
u (m)%Z(a—ﬁz) ) -w*(X)+2-) Y wi(ﬂ)%(ﬁ)-u(xi,xj) (2.3)

i=1 i=1 j=i+1

und kann durch
) p 89 2 ) p p 69 89
u?(m) ~ Y 50, ) (X)-u (X)+2-3 ) 90, K gy (X) - u(Xs, X5). - (24)
i=1 v i=1 j=i+1 ~ ° J

geschdtzt werden.

Beweis. Sei m = g(X1,...,X,). Wenden wir Satz 2.4.3 mit y = a zur Entwicklung von g
um die Entwicklungsstelle 9 an, erhalten wir

N 8191
=1

m = g(W....,0)+ (9) - (X; — 9:) + O(|| X = 9|]%).
—_—

m

Vernachlissigen wir den Term O(||X — ¥||?) ergibt sich die Taylor-Approximation erster
Ordnung

p

0

m e+ Zag (9) - (X; — ).
i=1 "

Subtrahieren wir 4 und quadrieren diese Gleichung fiithrt das zu
P g 2
2 g
- = — () - (X; — .
(m — ) (i_laﬁ; ) >)
Multiplizieren wir die Gleichung aus, so erhalten wir

(m—p)*=>_ (%) 0) - (X —0:)* +2) > %(19)5—1%(19) (X = 0)(X; = 9;).

i=1 i=lj=i+1 "

Wir bilden den Erwartungswert und erhalten
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Ey [(m — p)*] =By

S (2 - ooy

=1

#2303 JH O g (Xi= 00X~ ).

i=1j=i+1

Da der Erwartungswert linear ist und %(19) feste Werte sind, gilt

p 2
By [(m—p)?] =) (gg) () - By [(X; — 0)?]

i=1

p p
+2) > ggi ("9)5?_1;;],(19) By [(Xi = 00) (X5 — 05)] .

i=1j=i+1
Durch Einsetzen der Definition der Standardunsicherheit u*(X) = Ey [(X — 9)?] und
w(Xi, Xj) = Ey [(Xi — 0:)(X; — 9;)] erhalten wir das Ergebnis

P 2 P P
99 99 4\ 99
u?(m) = E o (19)'u2(X7;)+25 E a7 (0) 75 (9) - u(X;, Xj).
, 09; e £~ OV 0v;
=1 i=1j=i+1
Die letzte Herausforderung besteht darin, mit den unbekannten wahren Werten ¢ der
Eingangsgrofien in g—i (¥) umzugehen. Wenn wir diese Werte durch den Schiitzer X ap-

proximieren, erhalten wir die zu beweisende Formel

P 2 PP

g 99 99

)~ 3 (21 (x) x4 2230 S 2 2L (x) (X, X)),

2\ 99, A AT
=1 i=1 j=1i+1

Das ” ~ " impliziert, dass die rechte Seite der Gleichung eine Schiitzung fiir u?(m) dar-

stellt. O

Der Beweis ist aus Schubert | , S. 18-19].

Veranschaulichung: Das Law of Propagation of Uncertainty stellt einen funktionalen Zu-
sammenhang zwischen der Schwankung der Zielgréfie einer Messung und den Schwankun-
gen der Eingangsgréffien dar. Anschaulich beantwortet das Law of Propagation of Uncer-
tainty somit die Frage, wie stark ein Messergebnis, in Abhéngigkeit von den Schwankungen

der Eingangsgrofien, schwanken kann.
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Bemerkung: Fiir ein Modell g mit unkorrelierten und erwartungstreuen Schétzern fiir alle

Eingangsgrofien vereinfacht sich die Formel (2.4) zu

=3 (2

=1

> ) - u?(X5).

Die partiellen Ableitungen %(X ) werden als Sensitivitéitskoeffizienten bezeichnet und
zeigen, in welchem Mafle die Unsicherheit der Eingangsgrofle durch das Modell g weiter-

gegeben wird, vgl. Schubert | , S. 17-18].

Satz 2.5.2 (Verallgemeinerung) Unter den gleichen Voraussetzungen von Theorem 2.5.1
ldsst sich das Law of Propagation of Uncertainty so verallgemeinern, dass wir anstelle des
wahren aber unbekannten Parameters 9 einen weiteren Schatzer Y fiir O einsetzen. Seien

also X und Y Schdtzer fiir . Dann gilt:

B0 007~ (2

23 B Wy m v G-y (26)

i=1 j= z+1

Den unbekannten wahren Parameter 9 in (2.5) kénnen wir durch den Schitzer 9= X

schitzen (Plug-In Methode) und erhalten damit

S 2 . dg ° 2
Bl -9 = Y (59) (305 (06— v
i=1 g
+2ZZ ( X) By [(Xi — Vi) (X; = Y5)]. (2.6)
i=1j= H—l L

Beweis. Wir beginnen mit der Taylorentwicklung von g(X) um den Entwicklungspunkt ¢

9(X) = 9(0) + 3 55-(9) - (Xi = 90) + O(IX =)
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Nun bilden wir die Differenz und lassen die Terme hoherer Ordnung weg

900) = g(V) = Y 2L ) (X; - Y.

Auf diesen Ausdruck konnen wir nun alles weitere analog zum Beweis von (2.3) anwenden.

Wir quadrieren die Gleichung und multiplizieren diese aus

p 2 p p
-9 = 3 () OE-¥P230 30 S0) 7 0) (% - Y, = V)

i=1 i=1 j=i+1

Wir bilden den Erwartungswert und erhalten das Ergebnis

2 S 9g ? 2
El6) -o) ~ Y (55) @B -7

2> > ;Zi (v>387§j<ﬂ>Eﬁ (X~ Y (X, - 7).

i=1j=i+1

Bemerkung

(i) Im Gegensatz zum Law of Propagation of Uncertainty (2.4), das eine Aussage zur
moglichen Abweichung eines Messergebnisses vom wahren zu messenden Wert trifft,
liefert die Verallgemeinerung (2.6) eine Aussage zur moglichen Abweichung von zwei

verschiedenen Messwerten fiir den gleichen zu messenden Wert.

(ii) Die Formel gilt auch fiir bedingte Erwartungen. Der Beweis hierzu lauft analog.

2.6 Beispiel zum Law of Propagation of Uncertainty

In diesem Abschnitt stellen wir zur Veranschaulichung ein Beispiel zum Law of Propaga-
tion of Uncertainty vor. Unser Ziel ist es, den Body-Mass-Index (BMI) zu messen und zu
untersuchen, wie sich die Schwankungen in den Eingangsgréfien auf unsere Zielgréfie, ndm-
lich den BMI, auswirken. Der BMI ist ein Maf fiir das Verhéltnis von Korpergewicht zu
Korpergrofe. Um den BMI zu berechnen, wird das Korpergewicht (in Kilogramm) durch
das Quadrat der Kérpergrofie (in Metern) geteilt. Zunéchst fithren wir die Begriffe ein, die

in den vorangegangenen Abschnitten definiert wurden.
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Ein- Ausgabe-Modell

Die Funktion
191

7
verkniipft unsere Ausgangsgrofie (den BMI) mit den beiden Eingangsgrofen (wahres) Kor-

g:R2 =R, g(v1,09) =

pergewicht 9 und (wahre) Korpergrofie 2 und stellt das Ein-Ausgabe-Modell unserer
Messung dar. Nehmen wir an, dass wir einen Schétzer X; fiir das Koérpergewicht mit ei-
ner Waage mit einer Standardunsicherheit von u(X;) = 1kg und einen Schétzer X fiir
die Korpergrofie mit einem Mafband mit Standardunsicherheit u(Xs2) = 0,01m bestim-
men koénnen. Wir nehmen an, dass die Schéitzfehler X1 — 9; fiir das Korpergewicht und
X9 — 95 fiir die Korpergrofle unabhéngig voneinander sind. Im Folgenden lassen wir zur
Vereinfachung die Einheiten weg. Es ist jedoch immer von Metern fiir die Koérpergrofie

und Kilogramm fiir das Korpergewicht die Rede.

Metrologisches Modell

Das Metrologische Modell der Messung ist gegeben durch

(9,R2, (91,92), (X1, X2), (1,0.01)) .

Law of Propagation of Uncertainty

Wegen der Unabhéngigkeit der Schétzfehler ist u(X1, X2) = 0 und wir berechnen das

Quadrat der Standardunsicherheit néherungsweise durch

W(m) ~ i(;ﬁ,)gwwum)

- ((%(’1)2 (9) - u*(X1) + <§—1992>2 () - u*(Xa).

Zuniichst berechnen wir die notwendigen Ableitungen durch

20

@ 1 Og 201
V3

I (9) = 72 19—2(19) =
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Danach setzen wir die berechneten Ableitungen ein und es ergibt sich

2 1)? 2 201\ 2
2 2
1, Wi,
= — U (X1)+—,~11, (XQ)
7 03

Nach dem Law of Propagation of Uncertainty schéitzen wir die wahren unbekannten Pa-
rameter ¥ und Y9 durch ihre Schéitzer X; und Xs. In unserem Beispiel nehmen wir an,
dass wir fiir das Korpergewicht einer Person X; = 80kg schitzen, und fiir die Korpergrofie

X9 = 1,80m. Damit ergibt sich ein BMI von 24,69 mit einer Standardunsicherheit von

1 4 - 807
w(m) ~ — 124 80

2 _
TE 001 =0,17.

Anschaulich bedeutet das, dass die Abweichung unserer Messung vom wahren Wert auf
0,17 geschétzt wird. Das Ergebnis trifft eine Aussage dariiber, wie sich die Schwankungen

in den beiden Eingangsgréfen auf das Ergebnis des BMI auswirken.

2.7 Eigenschaften bedingter Erwartungen

Definition 2.7.1 (Bedingte Erwartung) / , S. 216] Sei Z eine integrierbare reelle Zu-
fallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) und G C F eine Sub-c-Algebra.

Dann heif§it eine reelle Zufallsvariable Y bedingte Erwartung von Z unter G, wenn gilt:
Y ist G —messbar und E(ZIg) = E(YIg) fir alle B € G.

Satz 2.7.2 (Projektionseigenschaft) / , 5. 221] Ist X eine integrierbare Zufallsvariable

und sind H C G C F o-Algebren, so gilt:

E(E(X|G)|H)=E(X|H) fast sicher. (2.7)

Beweis. | , S. 221] O
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Satz 2.7.3 [1MS05, S. 219] Seien X1, Xo und X1 - Xo integrierbare Zufallsvariablen und G

eine Sub-o-Algebra von F. Weiter sei X1 G-messbar. Dann gilt:

E[X1X2| G = X1-E[X3| ] (2.8)

Beweis. [MS05, S. 219] O
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3 Chain-Ladder-Modell

In diesem Abschnitt wird das Chain-Ladder-Modell der Schadenreservierung vorgestellt,

und alle im weiteren Verlauf verwendeten Schiitzer werden hergeleitet.

Hinweis: Aufgrund der uneinheitlichen Behandlung von Indizes in der Literatur wird in
dieser Arbeit die Indizierung gemifi Mack | | verwendet. Dadurch wurden einige
Formeln nicht exakt aus der Literatur iibernommen, sondern die Indizes entsprechend

angepasst.

3.1 Bezeichnungen

Wir bezeichnen die kumulativen Schadensténde fiir das Anfalljahr (AJ) ¢ € {1,...,I} bis
zum Folgejahr (FJ) j € {1,...,J} mit Cj;. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass I = J
ist. Alle Ergebnisse kénnen aber auf den Fall I > J verallgemeinert werden. Damit ist der
Endschadenstand fiir das AJ ¢ durch C;; gegeben. Die ausstehenden Verbindlichkeiten fiir

das AJ i zum Zeitpunkt ¢t = I sind gegeben durch
Rl =Ci— Cigina
und zum Zeitpunkt t =1+ 1
R = Cif — Ci1—ito-

Sei
D[:{Cij:i-i-jgf-i-l, i< I}

die bekannte Information zum Zeitpunkt ¢t = I und
Drp1={Cij:i+j<I+2, i<I}=DrU{Cjr_jyo:i<1I}

die bekannte Information zum Zeitpunkt ¢ = I + 1. Anschaulich bedeutet das, dass die
verfiigbare Information durch einen Zeitschritt von I auf I 4+ 1 genau um die neuen Beob-

achtungen auf der nichsten Diagonalen des Schadenabwicklungsdreiecks wéchst.
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1
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;

Abbildung 1: Schadenabwicklungsdreiecke zum Zeitpunkt ¢ = [ und ¢ = I + 1 aus
Merz/Wiithrich [MW08, S. 547]

Wir schreiben den Endschadenstand C;; in der multiplikativen Form

wobei

Cai=Cu-Fpn-Fo-...-Fr,

_ Gijn

Cij

die multiplikative Zunahme des kummulierten Schadenstandes Cj; ist. Fiir die Zufallsva-

riablen Fj; nehmen wir einen vom AJ ¢ unabhéngigen Erwartungswert

an [Mac02, S. 245].

ElF;l=f;, 1<i<I, 1<j<I-1

3.2 Modellannahmen

Die folgenden Modellannahmen stiitzen sich auf Merz/Wiithrich [MW0g].

(CL1) Kumulative Zahlungen Cj; aus verschiedenen AJ ¢ € {1,...,I} sind unab-

héngig.

(CL2) (Cjj+1)j>1 sind Markov-Ketten und es existieren Konstanten f; > 0, o; >

0,sodass firalle 1 <j<I—1und 1 <4< T gilt:
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ElCijn | Gyl = fi-Cij,
VCLT(CZ'J'JA | Ci]') = 0’]2 . Cij.

Diese Annahme besagt, dass der bedingte Erwartungswert von C; j41 nur
von C;; abhéngt, aber nicht von den fritheren Schadensténden Cjy, ..., Cj j_1.
Die Formulierung dieser Modellannahme als bedingter Erwartungswert macht
auch deutlich, dass wir genau genommen nicht E [Cj;] schitzen wollen,

sondern vielmehr den bedingten Erwartungswert E [Cir | Dy], vgl. Mack

[ , S. 246].
Satz 3.2.1 [ , S. 247] Unter den Annahmen (CL1) und (CL2) gilt
ElCir | Di] = Cig—isr fi—ivr ...  f1, 2<0 <[ (3.1)

Beweis. | S. 247] Mit der Abkiirzung A; = {Cj1, ..., Cir—i+1} gilt wegen (CL2) und

7

durch wiederholte Anwendung von (CL1):
E[Cii| Df] = E[Ci | Aj]
= EE[Ci|Ca,...,Cir-1] | A
= E[Cir-1-fr-1] 4]

= ECir—1| 4] fr

= E[Cir—it1| A fr—ig1---.- fr—1

= Cir—it1 f1-it1- - 111
([
3.3 Schitzer
Aus den Modellannahmen (CL1) und (CL2) folgt | , S. 548]:

-1
ElCiy | Dil=Cirinn [ £
j=I—it1
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und
-1
E[Cir | Dr41]) = Cir—it2 H fi-
j=I—i+2
Das bedeutet, dass wir fiir bekannte Abwicklungsfaktoren f; den bedingt erwarteten End-
schadenstand C;; unter Verwendung der Daten D; bzw. Djyi; berechnen kénnen. Die

Abwicklungsfaktoren f; sind im Allgemeinen nicht bekannt und miissen daher geschétzt

werden. Als Schétzer verwenden wir | , S. 245]
I—j
2. Cijn
fl=o2
Sj
wobei
I-j
1
SI=Y"ci.
i=1

Die fj geben also die durchschnittliche Steigerung des Schadenstands von FJ j auf das FJ
j+1lan] , S. 245].

Zum Zeitpunkt t=I41, gegeben der Information Dy, sind die Schétzer fiir die Abwick-
lungsfaktoren f; gegeben durch:

I—-5+1
>, Cijn
J S[—)—l
J

?

wobei
I—j+1

St = 3" ¢y
i=1

Als Schitzer fiir 0]2 verwenden wir

2 1 < Cije1 2\
= ) G| == —f) ,1<j<T-2
’ I*jfliz:; ”<Cz'j fj) =)=

Fiir weitere Informationen vergleiche Mack [ , S. 251].

Der Endschadenstand C;; wird durch

A~

Ci=Cirinifrivi----fra
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bzw. die Reserve R; = Cijr — C; 1—i41 durch
Ri=Ci—it1 <f1—z‘+1 o fro - 1)
geschitzt [Mac02, S. 245-246].

Satz 3.3.1 [Mac02, S. 247-248] Unter den Annahmen (CL1) und (CL2) sind die berech-

neten Schdatzer fjl erwartungstreu und unkorreliert mit
Pl J O
E [fl—i+1 e ff—l] = fr—it1- .. fI-1. (3.2)
Beweis. Wir zeigen zunéchst die Erwartungstreue von ij . Dazu sei

Bf ={Cix | k<j, i+k<I+1} 1<j<I.

development year j
accident

year i 1 j J

1

Abbildung 2: Schadenabwicklungsdreieck mit den Informationen BJI

Dann ist wegen (CL1) und (CL2)
E[Cijs1 | Bﬂ =Cij-fj, 1<i<I—j

und daher
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Das liefert
efi)=r[e 15 - 5
Weiter gilt fiir k < j
elitil] € ele (i8]
@ plsli 8]
= E[fﬂ i
= fxfi

d.h. ff sind unkorreliert. Dieser Beweis lasst sich vollig analog auf beliebige Produkte

paarweise verschiedener fjl iibertragen. (Il

Bemerkung: Ahnlich wie im vorstehenden Beweis der Unkorreliertheit der ff l&sst sich

fiir jedes feste AJ ¢ auch die Unkorreliertheit der Faktoren Fj; = CZCJJ , 1< T -1,

zeigen. Insbesondere sind also aufeinanderfolgende Einzel-Abwicklungsfaktoren Fj ;_1, Fj;

unkorreliert | , S. 248].

Satz 3.3.2 Fir k < j und unter den Annahmen (CL1) und (CL2) sind die Schdtzer f,g

und fjl U erwartungstreu und unkorreliert mit
EfLF] = 1 (3.3)
Beweis. Sei BJH'I ={Ci | k<j, i+k<I+2}, 1<j<T+1undk < j. Dann gilt:
AT oA (2.7) AT A
plfiim] = Bl [ff B
(2.8) A .
= pfle (s ]
= F [f/f : fj]
= [iE [fﬂ
= fifk
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Satz 3.3.3 Fir k < j und unter den Annahmen (CL1) und (CL2) sind die Schditzer féH

und ff erwartungstreu und unkorreliert mit
B[] = fifie (3.4)
Beweis.
pr+1 pr] (20 A4 AT pI+l
AR Bl A

(2.8) ; 2

e[ 125

- sl

_ ij [ A]?rl}

= [fifk

Satz 3.3.4 Fir k < j und unter den Annahmen (CL1) und (CL2) sind die Schitzer XH

und ij L erwartungstreu und unkorreliert mit
B f7 ) = fife (3.5)
Beweis.
E [flg-&-lfj1+1] S [E [fé—}—lfj]+1 |BJ(+1H
Y p[frelit s
= E [f'é“ - fy}
= LE [ Azf“}

= [filk
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Satz 3.3.5 Fir k < j und unter den Annahmen (CL1) und (CL2) sind Fy, und ij erwar-
tungstreu und unkorreliert mit

B |Fufl| = ;. (3.6)

Beweis.

EBlrfl] &

o o1 1)
2 pfnus (2]
= E[Fu- /i
= [iE[Fu]

= filk

Satz 3.3.6 Fir k < j und unter den Annahmen (CL1) und (CL2) sind Fy, und fAjI+1

erwartungstreu und unkorreliert mit
E [mefﬂ} = fifj (3.7)
Beweis.
ElFeft] 2 BB [Rfl | B
9 5 [ [0 5]
= El[Fg-fj]

= fiE[Fi]
= [ifk
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4 Formel von Merz-Wiithrich

In diesem Kapitel stellen wir die in der Praxis im Regelfall verwendete Formel von Merz-
Wiithrich vor, die den Schiitzer fiir den mittleren quadratischen Fehler (Mean Squared
Error (MSE)) des Abwicklungsergebnisses (Claims Development Result (CDR)) im Chain-
Ladder-Modell bereitstellt.

4.1 Abwicklungsergebnis: Definition und Bedeutung

Nach dem Institut und der Fakultit der Aktuare | , S. 3] wird das CDR wie folgt
definiert:

CDR = Schétzung des Ultimate heute —

Schétzung des Ultimate zu einem zukiinftigen Zeitpunkt

Die Schitzung des heutigen Ultimate ist zum aktuellen Zeitpunkt t = 1 bekannt, da sie
durch die Anwendung aktuarieller Reservierungsmethoden auf den zum jetzigen Zeitpunkt
verfiigbaren Daten Dy ermittelt wird. Die Schiatzung des Ultimate zu einem zukiinftigen
Zeitpunkt wird erst zum Zeitpunkt ¢t = I + 1 bekannt sein, und kann dann auf Basis der
zu diesem Zeitpunkt verfiigbaren Daten Dyiq berechnet werden.

Fiir bekannte CL-Faktoren f; ist die bedingte Erwartung E[C;r | D;] bekannt und wird
daher als Schitzung fiir C;; zum Zeitpunkt ¢ = I verwendet. Ebenso wird zum Zeitpunkt
t = I + 1 die bedingte Erwartung F[C;r | Dy41] als Schitzung fiir C;; verwendet. Dann
wird das wahre CDR wie folgt definiert.

Definition 4.1.1 (Wahres Schadenabwicklungsergebnis) / , S. 551] Das wahre CDR
fiir das AJi € {1,...,I} im Rechnungsjahr (I, I+ 1] ist gegeben durch

CDR;(I+1)=[R! | D,] - (XZ-J_H v E [R{H | D1+1D

= FE|[Cir | Di] = E[Ci1 | Dr41],

wobei X; 1511 = Cy 1—i41 — Ci 1—; die inkrementellen Zahlungen darstellen.
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Bemerkung: Fiir bekannte CL-Faktoren f; gilt: E[CDR;(I+1)|Ds] = 0 | , S.
552].

Im Allgemeinen sind die CL-Faktoren nicht bekannt und daher kann das wahre CDR
nicht berechnet werden. Wir ersetzen die unbekannten wahren Paramter E [C;; | D;] und

E[Cir | Dry1] durch die Schétzer C’fj und é’ffrl. Das geschéitzte CDR wird dann wie folgt
definiert.

Definition 4.1.2 (Geschétztes Abwicklungsergebnis) /. , S. 552] Das geschitzte Ab-

wicklungsergebnis fiir das AJ i € {1,...,I} im Rechnungsjahr (I,I + 1] ist gegeben durch

ﬁi(f + 1) = RZI — (Xi,l—i—l—l + RZLH)

_ AL+1
—Cz‘I—Ou )

wobei RZI = OZ'[ - Ci,lfiJrl und Ri[—H = Cl - Ci,lfi+2'

4.2 Mittlerer quadratischer Fehler des Abwicklungsergebnisses

Unser Ziel ist es, die Frage zu beantworten, wie stark die zukiinftige Ultimate-Schétzung

von der heutigen Ultimate-Schitzung abweichen kann, d.h. folgende Grofe ist zu schétzen:
mse(0) = E [ﬁi(I—O— 1) —0)%| Dy

Wir verwenden im Folgenden das Ergebnis von Merz/Wiithrich | . S. 555-556]. Der
MSE quantifiziert die Vorhersageunsicherheit um den Wert 0 fiir das beobachtbare CDR
am Ende des Rechnungszeitraums [ , S. 554]. Ein geeigneter Schétzer fiir den MSE
des CDR ist durch

m3eqpp,(rin)p, (0) = Cit - (Fi[f + AZII)

gegeben, wobei

i Y
Uiy = &+ 9,
~2
I-1 2 U—;
& — Crjsig 5
i = T+1
=2 \ 5 Crjing
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‘71 it1
T ) fI i+1
C?I i+1

&2

I—i+1 I—1 2 -

AI L fI i+l CI*J‘rLj f_7

o T I E: g+t :
I—i+1 j=I—i+2 j

Bemerkung: Wenn weniger als 2 Jahre bis zum Abschluss der Abwicklung verbleiben (d.h

wenn I —i+2 > T — 1), dann ist die Summe als 0 zu interpretieren.

Satz 4.2.1 Fir den MSE des CDR gilt:

-1
- A Cir—it1
MSCopp,(1+1)0,(0) = 7 i1 ( I I /?) “Cir-it1 (1 + _SZI :
I-it1

k=T—i+2
-1 -1
+ > o II #
j=T—i+2 k=I—i+1,kAj
Cr—jt1, Cr—j+1,
iT—it1 ((S”l) 1+ ol (4.1)

Beweis.
”/”LS\%DR-(IH )10, (0) = Cir - ( +Af1)

=% (Gu + vl + A

~2 ~2 ~2
-1 2 4 Ol i1 75 -1 2 %
. . 2 2 . . 2
(2 (CI—J—HJ) iy foin " f; n Crjry\ 7
- Vil I+1 Cr irq C. T I+1 T
j=I—i+2 S] I—i+1,5 i,I—i+1 SI*’L'+1 G=I—i+2 S] b
52 52
N [
A fI—z' 1 j
= Cirein [ £ = - + 57 ’
k=I—i+1 i, I—it+1 I—i+1
~2 ~2
-1 2 X -1 2%
n (Cl—j+1,j> N (CI J+1,J> I
T+1 C T+1 T
j=rm2 \ 9 I=itli e \ S S;

~2 ( H f ) ( 1 n 1 )
- UI i+l k i, I—i+1 - - bi
f[2 i+1 \k=I—i+1 Cz,Ifz+1 Slfi+1
2 1 Crjiy (1 Clm,j)

- 2 11
+ | Cir—i f,> 05 =5
( IH H ) j§+2 ’ 3 (5”1)2 S

k=I—i+1 i
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Ci
=62 z+1< H fk) 01— z—l—l( + SI

k=I—i+2
I-1
¢ ¥ g (T R)
j=I—i+2 fj k=I—i+1
Cir
=57 H—l( H fk) i T—it1 <1+ Slj
k=I—i+2 I-

I-1
~2
+ J H = |- Chrzi
j=I—i+2 k=I—i+1 fj
I-1
N C;
_ A2 2 i, I—
=07 i1 < H k) Cir—it1 (1 + o
k=l—i+2

I-1 I-1

J=I—i+2 k=I—i+1,k#j

i+1
—i+1

Crji1,
(57)
z+1>
i+1
Crjt1,

(s7)

i+1
I—i+1

) Crivi
~2 2 2 41,
+ i H Jie | - Cirig1-

o)

1+

Cr-j+1,

5]

Crj+ij

5]

SI

CIHLJ')
j

)
)
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5 Anwendung des Law of Propagation of Uncertainty auf das Re-

servierungsproblem im Chain-Ladder-Modell

In diesem Abschnitt wenden wir das Law of Propagation of Uncertainty auf das Reservie-
rungsproblem im Chain-Ladder-Modell an. Dazu miissen wir zunéchst das Reservierungs-

problem im Chain-Ladder-Modell als Messproblem formulieren.

5.1 Darstellung des Reservierungsproblems als Messproblem

Gemessen werden soll der Ultimate des AJ ¢ auf Basis der Informationen zum Zeitpunkt
t = I. Dieser ist geméf (3.1) gegeben durch U; := C; 1—j41- fr—it1-...- fr—1 und soll das Ein-
Ausgabe-Modell der Messung darstellen. Die Messung soll nun einmal unter Verwendung
der CL-Schétzer zum Zeitpunkt ¢ = I als Schétzer fiir die unbekannten Eingangsgrofien
fr—i+1 ... fr—1 und einmal unter Verwendung der CL-Schétzer zum Zeitpunkt ¢ = I + 1
durchgefithrt werden, um das Law of Propagation of Uncertainty auf die Differenz der

beiden Messungen anzuwenden.

Wir fiihren nun folgende Bezeichungen ein, um das Law of Propagation of Uncertainty auf
das Reservierungsproblem anwenden zu kénnen.

Das Ein-Ausgabe-Modell ist gegeben durch
9(@r—ip1y e wr—1) = Ciris1 - Tr_jp1 - o - T1.

Die wahren unbekannten Abwicklungsfaktoren bezeichnen wir mit

V= (freivt, - f1-1).

Die geschitzten Abwicklungsfaktoren zum Zeitpunkt ¢t = I sind gegeben durch
X = (fII7¢+1,~~~,J?I£1)

und damit ergibt sich fiir die Ultimate-Schitzung zum Zeitpunkt ¢t = 1

S o o
9(X)=Cir—it1- fiivrs Jio1-
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Die geschitzten Abwicklungsfaktoren zum Zeitpunkt ¢t = I + 1 sind gegeben durch
Y = (Fi,I—i-‘rla f]Ijzl_;,_27 LR ]Ij11)7

da die Realisation F; r—ij+1 des Abwicklungsfaktors fr_;11 zum Zeitpunkt ¢t = I' 4+ 1 bereits
im Dreieck enthalten, und somit nicht mehr iiber das Chain-Ladder-Modell zu schatzen

ist.
Damit ergibt sich fiir die Ultimate-Schéatzung zum Zeitpunkt ¢ = I + 1

v AT+ AT+
9V)=Ciroipr- Figmipr- 15 111

5.2 Anwendung des Law of Propagation of Uncertainty auf das Messproblem

Ziel ist es herauszufinden, wie stark die Ultimate-Schitzung zum Zeitpunkt t = I + 1 von
der Ultimate-Schitzung zum Zeitpunkt ¢ = I abweichen kann, gegeben der Information

zum Zeitpunkt ¢ = I. Mathematisch ausgedriickt wollen wir
E |9(X) - g(¥) | Di|
schétzen. Da dies in der Berechnung zu Problemen fiihrt, schitzen wir stattdessen
E g(X) — 9(V) | A
mit A; = {Ci1, ..., Cir—i+1}. Den Grund hierfiir erlautern wir in der folgenden Bemerkung.

Bemerkung: Wir bedingen hier bewusst unter A; und nicht unter dem gesamten Abwick-
lungsdreieck Dy, da dies bei der weiteren Berechnung zu Problemen fithrt. Um das Problem

zu erklédren, schauen wir uns die folgende Berechnung zum MSE an.
. . 2
mse(R;)) = F <(Ri — Ri) | D1>

E <(C*u ye? )2 | D1>

Zur weiteren Berechnung des MSE benutzen wir den fiir beliebige Skalare a giiltigen Ver-

schiebungssatz

E(X —a)? =Var(X) + (BE(X) — a)?
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bzw. dessen Verallgemeinerung
E ((X —h(Y))? Y) = Var (X | Y)+ (B(X | Y) = h(Y))? (5.1)
auf bedingte Erwartungswerte | , S. 230].

Der Verschiebungssatz (5.1) liefert uns die Zerlegung des MSE in seine Komponenten

Zufallsfehler und Schatzfehler

mse(R;) = Var(Cir|Dy)+ (cu —E(Ci | D[))2
Aufgrund der Unabhéngigkeit der AJ gilt
E(R;|Dr)=FE(R;i|Ci,...,Cir—it1)
und
Var(R; | Dr) =Var (R | Ci,...,Cir—it1) -

Damit gilt fiir den MSE

. 2
mse(Ri) = Var(Cir | Aj) + (CM E(Cy | Ai)>
. . 2
= Var (Cis | Ai) + (Ci,l—i—H Jr—ivr oo fro1 = Cig—ier - fr—ivn - f1—1>
. . 2

= Var(Cir | A;) + 01;2,17”1 <f171;+1 e == S 'f171> .
Die Abwicklungsfaktoren fr_;y1,..., fr—1 sind im Allgemeinen unbekannt und miissen da-
her geschétzt werden. Diese konnen wir jedoch nicht einfach durch ihre Schitzer f7_ii1, ...,
f1,1 ersetzen, da hierbei fiir den Schétzfehler 0 herauskdme, obwohl der Term fast immer
von Null verschieden ist | , S. 253]. Daher miissen wir davon abgehen, die beobach-

teten Daten Dy als gegeben zu betrachten, und nehmen stattdessen nur eine Zeile A; als

bekannt an. Damit kénnen wir den mittleren quadratischen Fehler problemlos berechnen:

R 2
mse(R;)) = E ((CH — C; ) | Ai)
R R 2
= kK <(C¢I - FE (Cu | Ai) + E(Cir | Ai) — Cu) | A7:>
= Var (CAYZ[ ‘ Ai) +Var (Ci] ‘ A,’)
= Schétzfehler + Zufallsfehler

Fiir weitere Informationen verweisen wir auf Mack | , S. 249-254].
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Anwendung auf das Messproblem

Mit der Verallgemeinerung des Law of Propagation of Uncertainty (2.5) erhalten wir

E|(o(X) ~g(V)) | 41| = (a—g_)zme[@—%)ﬂAi}

j=I—i+1 Oz;
I-1 I-1 a(] a(] R R
+2 > g g0 B [(% = TR = o) | 4]

Wir schreiben die Summe aus und erhalten

Jg
0Tr—it1

E [(9()?) —g(¥))?| Ai} = < >2 (fr—it1,-- -, f1-1) - E [(ffﬂurl —Fyri)? | Ai}

g \* ;
+ ...+ <8x[gl> (fi—it1y---s f1-1) - E {(fll_l I+1)2 | A}

< % )(f[—i+17~~~;f1—1)< % )(f[—i+1,---,f1—1)

5’9317#1 a$17i+2

+2

E |:(f}r—i+1 — Firii)(fl e — F1 z+2) | A}
+ < 9 > (f1—iv1s--5 J1-1) < .89 > (fr—it1s--5 f1-1)

Oxr_iy2 Ory iy3
B (foie — Fo) Ui = FEL) LA+ (5.2)
Bemerkung: Die Terme O(]|...||?) aus dem Beweis zu (2.5) (Verallgemeinerung des Law

of Propagation of Uncertainty) kénnen in unserem Fall vernachléssigt werden, da alle
hoheren Ableitungen der Funktion g = 0 sind. Damit wird die Taylorapproximationsgiite

nicht beeintréichtigt.

Im weiteren Verlauf analysieren wir die Formel (5.2) und zerlegen sie in ihre einzelnen
Bestandteile. Um die Ubersichtlichkeit zu wahren, fithren wir die Berechnungen fiir jeden
Bestandteil getrennt durch. Hierfiir bedienen wir uns einer Reihe von Sétzen und Lemmata,

um die Schritte zu erklaren und zu belegen.

Satz 5.2.1 Sei A; = {Cj1,...,Cir—it1}. Weiter seien k < j und j,k > 1 —1i+1. Dann gilt

E[(fl = F)(f = I 1Al =o. (5.3)
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Beweis. Es gilt 4; C BL C BJI . Mit (3.2)-(3.7) sowie durch wiederholte Anwendung von
(2.7) gilt dann:

E[(fl = Fa)(fl = fI) | Al =

B fLfI = Fadl = FLF + ) Al
B fLf11 A - B [Fafl | A = B [fLIF ) 4] + B[Fafl | Al
D pR[{IB] 1 A] -+ B[E[Faf B | Al
E :féfj | Az} —E[Ffj| Al -FE [f;ffj |A1} + E[Fi.fj | A
& fj-E[E[fHB[]\Ai}f...Jrny[E[FiHBI]|Ai}
COZOD Bl | A~ £ Bl | Al - - Bk | A+ £ Elfie | Al
= ﬂh—ﬂh—ﬁh+ﬁh
= 0

Satz 5.2.2 Sei A; = {Ci1,....Ci1—it1}. Weiter seien k < j und j,k > I —i+1. Dann gilt
(L= G- i 1A =o. (5.4)
Beweis. Wir beweisen den Satz mit den gleichen Methoden aus dem Beweis von Satz 5.2.1.

Bl - fO - f ) 4] =

= B[R-I R R Al
— E_f,ffjl|Ai}—E[I+1fI‘A] [fk I+1|A}+E[l+1f+1|f4i}
R AL R A AT A IR

(32-67) g f,ff] | Az} [ 1+1fJ | A} -F [f,gfj | Al} +E[ I+1f1 \ A}
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Mit (5.3) und (5.4) vereinfacht sich (5.2) zu
E[(g()?) - 9(?))2 | Ai] = (Ci71—i+1 ) fII—i—I—Q Tt fII—l)2 L [(f{—iﬂ - Fz’,]—z’+1)2 | Az‘]
ot (Cogmipr - [y e f{,2)2-E |:(f11—1 — 2 Az} ‘
Fiir das nachfolgende Lemma bendtigen wir zunéchst folgenden Satz.

Satz 5.2.3 Sei A; = {Ci1,...,Ci—iy1} und j > I —i+ 1. Dann gilt mit den Annahmen
(CL1) und (CL2):

E[(Fl= 1) (i = Fy) | A] =0 (5.5)
Beweis. Aus der Unabhingigkeit der AJ folgt:
E(f=5) i = Fa) | A = B [f15; = fIFy = £2+ fiFy | A
=B |flf;| &) —E[f]Fy | Ai] - B[f7| 4]+ BIf;Fy | Al
= KB f]] - B[f]] EIF] - £+ B[R,

— Bt

=0
(]
Lemma 5.2.4 Mit A; = {Oﬂ, . 7Ci71*’i+1} und j > 1 —1i4+1 gilt:
(1)
FE |:<fjj - Fij>2 | Ai:| =Var [fjl | Ai} + Var {CMH | Cij] (5.6)
(ii)
Ciiny 1
v {—W* | C; ] =0 (5.7)
Cy UGy
A 1
Var [f7 | Ai] = 0]2» g (5.8)
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Bewelis.
(i)

E [(ff — F;)? | Ai:| = E

I
=

=
I3
Z
" X X X :
VoS /N /N 7N
23
|
o)

~ 2 o
Fg) 2 (f - 5) (= R+ (- F? 4]

2
j ) +(fj - F)? | Az’]
. 2
— B|(#-5) 1Al v B [0 5?1 4]
Var |:fjl | Al:| + Var [Fij | Al]
(CL1) o Cij+1 |~
=’ Var {f] | Al] +Var (—Cij | Cw)
(i)
Cij+1 1
v { ¢y | j} gz VarlCin [ Gyl
1
=z %0
ij
I 5
= . o'
(iii)
oy -
) ) Ci,j+1
Var [fj \ Ai] = Var |2 T | A;
j
L A
2. Cije
= Var %L‘L
> Cyj
L =1 i
1 -

= -3 ° Z Var [Ci,j-i-l | AZ]

I—j =
i=1
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I—j
1
= 5 0]2 Gy
I—j54+1 i—1
i=1
1
_ 2
> Cij
=1
O

I—j I—j+1
Lemma 5.2.5 Seien SJI = Z Cij und SJI-+1 = Z GL‘]‘. Weiter sei A; = {Cﬂ, - ,Ci,l—z‘+1}-
i=1 i=1

1

Dann gilt:
(i)
G G141 _ Gl S] Crji2,+1
=i =1 1*S{+1 T g (5.9)
J J
(ii)
S 2 Croivoi ([ Criios
I I+1 | 2. I-j+2,j I-j+2.j
E[(fj —f; ) IAZ] =07 STy ( o7 +1) (5.10)
J J
Beweis.
(i)
I—j I—j+1
> Cijrn X Cijn
Fr_ e =l !
J J SJI Sf+1
I—j I—j
> Cijri X Cign o
_ =1 =1 _ MI—j+1,541
1—j T—j+1 T—j+1
Cij > Gy > G
i=1 i=1 i=1
I—
— ic.. . 1 1 Crjrjn
- . CYR R I—j+1 I—j+1
i=1 Z:CZ] Z_:l OZ] 2 C,L]
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I
_ f-I _ fl- Sj _ Cl—j+1,j+1
A N
J ; Cij
_ (1250 Cmnn
J S[Jrl I—j5+1
’ >, Cij
i=1
(ii)

B [( He fJIH)Q | Al} - E (ff — = - fj))Q | Az}

= 2|(F-g - (o] - m () 4]
_ E:(ff - p[f - ) AZ}

Var [f[ fI+1 |

805

= (1 S]+1> -Var [ Z} (5111)2 Var [Cr—js1,j+1 | Ail

—
wt
©

—~

Var

S]+1 ‘ Ai

£
A}
> Cr—j+1,44+1

S! 1 1
J 2 2 L
(1 - W) RORE (SJ+1)2 105 Cr—jt,
g j

2. Cij
i=1
st gl ) 1 1
2 J J
= g — . - + . CI—‘ 1.4
J <S{+1 S(+1 I—j 2 J+1,7
j j S Cij (Sf“)
i=1

2
Cr—it1,; 1 1
2 I—j+1,j
= 9 1—+1> Tt G
( 5 % (st
2. OI—j-H] Crj+1, 1

J SI+1 SI
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Mit den Lemmata 5.2.3 und 5.2.4 kénnen wir (5.2) folgendermafien umformen:
El(g(X) = g(Y))* | Aj] =
2 ~
= (Cig—it1- fliya - f11) - E |:(f[lfi+1 — Firis1)? | Ai}
2 A
+oo A+ (Ciriyr floipr o fla) - E [(f]j—l 7 A}

2 ; Ci -
= (Ci,piﬂ : f117¢+2 Tt f1171) : (Var [f]lfiJrl | CI—iH] + Var [C,/I 4+2 | Ci,lz’ﬂ])
i,/ —i+1

4+ 4 (Cig—igr - fII—i—H e f{—2)2 B [(ﬁ—1 I+1)2 | A}

_ I I \2 2 1 2 1
= (Cirmivr- fiiva - J1a) - | o ina ST T O iy o
T—i+1 i,I—i+1

+...+ (Ci,lfz#l : f[lfz#l T f1172)2 B [(flfl I+1)2 | A}

it Cir—it1

Crog-nt11-1 [ Cr—g-1)+1,1-1
I+1 ’ 1 +1
(S7157)? ST

I I \2 2 1 2 1
= (Cir—ivr fioiva--J1-1)" - (Ul—i-H ST T O iyt —>
T

2
o+ (Cormipr [l fla) 07y

Cir_;

2 2 2 i, 1—i+1

=07 iy1 fi—igo - Jio1 Ci—it1 (1 + —SI
T—it1

Cor1 Car1
+...+U%,1-f12,i+1' f] 2 OLI i+1 'Slﬁrl L+

SI

C: .

2 2 -2 i, [—i+1

=07_iy1 Ji—iv2 - fi—1-Cir—in1 (1 4+ —0—
I—i+1

2 2 CL 1,1—i+2 1 CL 1,1—i+2
+ 07 o [ ST 1 G g + —Sl
(512i42) T—i+2

Co1-1 Co,1-1
fod ot ST T Ol TgIHy2 I+ (5.11)
I— I—-1

Im letzten Schritt schétzen wir die unbekannten, wahren Parameter f; und 0]2 durch f;

und 6% (Plug-In Methode) und erhalten
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El(9(X) - g(Y))* | Ai] =

~ N C .
A2 2 2 i, —it1
=07—iy1 JT—it2 - fi—1-Cir—it1 (1 + -

T
SToivt
. > Citg-iv2 [Ci11-iv2
+UI—'+2'f12—'+1 cfRy I it a7 :
' ’ ’ (S17)? S ivo
R . . Car1 Ca1-1
+~~-+012—1'f12—i+1'---'f12—2'cz‘2,1—i+1'T12 1+51— : (5.12)
(S11) -1

Hinweis: Wir weichen hier von unserer urspriinglichen Notation mit fI und (& j) ab, um

die Vergleichbarkeit mit dem folgenden Ergebnis sicherzustellen.

5.3 Ergebnis

Wir schreiben die Summe in der Merz-Wiithrich-Formel (4.1) aus und erhalten
Tﬁs\eCDR-(IJrlﬂDI (0) =
=67 i1 ( H fk)' i, I—it+1 <1+%)
k=I—i+2 I—i+1
J

j=I—i+2 k=I—i+1,ksj

R Cir
_ 22 "2 i,]—i+1
=67 i1 fiipo o Sl Cirin (1 +
I—i+1

. o~ 2 9 Ci—1,1—i+2 Ci1,1—i42
+ 07 o Jimigr o ST Crrsign [IESRRY 1+ o7
(S15i42) I—i+2

. . Co1-1 Cs,7-1
toH ot Sl ST CPripn proasredl e o . (5.13)
(St1) -1

Dieses Ergebnis stimmt mit (5.12) iiberein. Damit haben wir die Merz-Wiithrich-Formel

iiber das Law of Propagation of Uncertainty hergeleitet und bewiesen.
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6 Interpretation und Ausblick

Die vorliegende Arbeit bietet eine umfassende Herleitung und Beweisfithrung der Merz-
Wiithrich-Formel unter Verwendung des Law of Propagation of Uncertainty fiir das Ka-
lenderjahresrisiko eines AJ im Chain-Ladder-Modell. Basierend auf diesem Ergebnis lasst
sich die Herleitung auf alle weiteren AJ, und damit die Gesamtreserve, erweitern. Dieses
Ergebnis zeigt zusammenfassend, dass nicht nur die Merz-Wiithrich-Formel, sondern auch
das Law of Propagation of Uncertainty zur Berechnung des einjéhrigen Kalenderjahres-
ririskos herangezogen werden kann. Diese FErkenntnis er6ffnet die Moglichkeit, das Law
of Propagation of Uncertainty auch zur Berechnung des Kalenderjahresrisikos fiir andere
Reservierungsmethoden einzusetzen, fiir die bisher keine zur Merz-Wiithrich-Formel ver-
gleichbare Berechnungsmethode existiert. Somit legt diese Arbeit den Grundstein fiir einen
verallgemeinerbaren Ansatz fiir die Abschéitzung des Kalenderjahresrisikos fiir weitere Re-

servierungsmethoden neben dem Chain-Ladder-Modell.
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