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Abstract

Die vorliegende Arbeit beschreibt die Entwicklung des Reservierungsverfahrens ,Bavarian
Additiv*. Dieses stellt eine Erweiterung des klassischen Verfahren der anfalljahresunab-
hangigen Schadenquotenzuwéchse (auch additives Reservierungsverfahren genannt) um
den Zusammenhang zwischen Paid und Incurred dar. Der Name fiir das Verfahren wurde
in Anlehnung daran gewé&hlt, dass die Arbeit in Kooperation mit der Versicherungskam-

mer Bayern verfasst wurde.

Bavarian Additiv hat das Ziel, die Liicke zwischen Schadenzahlungs- und Schadenauf-
wandsreserveschitzung bei Anwendung des klassischen Additiven Verfahrens zu verrin-
gern. Fs soll das Gegenstiick zum bereits bekannten Munich Chain Ladder Verfahren
von Mack darstellen, welches das Problem der Liicke zwischen Schadenzahlungs- und

Schadenaufwandsprojektion beim klassischen Chain Ladder Verfahren behandelt.

Im Hauptteil der Arbeit wird zunéchst das Theoriemodell des Verfahrens vorgestellt.
Am Anfang steht ein verallgemeinerter Modellansatz, in welchem die Modellannahmen
definiert und konkrete Schitzer hergeleitet werden. Der verallgemeinerte Ansatz wird
im Folgendem weiter konkretisiert, indem mehrere verschiedene explizite Modellansitze
vorgestellt und diskutiert werden. Im Anschluss wird einer der Modellansétze als , Bester
ausgewihlt und dann als Bavarian Additiv bezeichnet. Als Abschluss des Theoriekapitels
wird die Fehlerabschitzung des Modells detailliert dargestellt.

Im zweiten Teil der Arbeit folgt die praktische Umsetzung des Bavarian Additiv mit Da-
ten aus dem Konzern der Versicherungskammer Bayern. Hierbei wird die Wirkungsweise
des Verfahrens, das Verringern der Liicke zwischen Schadenzahlung und Schadenaufwand

im Vergleich zu getrennter additiver Reserveberechnung deutlich.

Das Bavarian Additv Verfahren steht der Versicherungskammer Bayern kiinftig imple-
mentiert in Microsoft Excel zur Verfiigung und kann somit neben den bereits vorhandenen

klassischen Verfahren in Zukunft zur Reserveberechnung verwendet werden.
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n—i—+1 aktuelles (jiingstes) Kalenderjahr des AJ 7, zu finden auf der

Hauptdiagonalen des Abwicklungsdreieckes
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Nachfolgend wird der verallgemeinerte Modellansatz fiir ein Reserveverfahren vorgestellt,
welches auf dem klassischen Additiven Verfahren (Verfahren der anfalljahrunabhéngigen
Schadenquotenzuwéchse (AUSQZ) [Mac02, S. 232 ff.]) fukt und dieses um den Zusam-
menhang zwischen Paid und Incurred erweitert. Einer der Griinde fiir die Entwicklung
dieses Verfahrens ist, dass in der Praxis bei additiver Reserveberechnung ebenso wie
bei Chain Ladder hiufig eine beachtliche Differenz zwischen den Endschadenstdnden
der Paid und der Incurredprojektion auftritt. Theoretisch sollten die beiden Projektio-
nen allerdings gleich sein, da am Ende der Abwicklungsdauer die Schadenzahlungen mit
Schadenaufwinden iibereinstimmen werden. Um dieses Problem zu beheben, wurde - mo-
tiviert durch das Vorbild des Munich Chain Ladder Verfahrens - das Bavarian Additiv
entwickelt. Dieses versucht die Liicke zwischen Paid und Incurred bei additiver Projektion
zu schlieffen, indem es simultan Paid und Incurred projiziert und einen Zusammenhang
der beiden Abwicklungsdreiecke unterstellt.

Ein weiteres Ziel, welches mit diesem Verfahren verfolgt wird, ist die Verbesserung der
Reserveschédtzung durch Einbezug von mehr Information. So erfolgt die Bestimmung der
aktuariellen Reserve beim Bavarian Additiv mit erwartungstreuen Schitzern, welche auf

Informationen aus zwei Abwicklungsdreiecken (Paid und Incurred) beruhen.

1.2 Literaturlage zu diesem Thema

Die Idee zu diesem Verfahren stammt aus dem von Mack und Quarg entwickelten ,Mu-
nich Chain Ladder* Verfahren. Das Munich Chain Ladder ist ein auf dem klassischen
Chain Ladder Verfahren entwickeltes Reserveschétzverfahren, das zum Ziel hat, die Liicke
zwischen getrennter Paid und Incurred-Projektion zu schliefsen. Der Artikel zu diesem
Verfahren [QM] stellt die erste von drei Hauptquellen dar, auf die sich diese Arbeit stiitzt.

In ihm wird das Munich Chain Ladder Verfahren mit seinen Annahmen vorgestellt und
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an mehreren Beispieldatensédtzen in die Praxis umgesetzt. Fine genaue Herleitung des
Verfahrens inklusive eines mathematischen Modells ist in dieser Quelle allerdings nicht
enthalten. Hierfiir wird eine Vertffentlichung [Mac09] von Mack verwendet. Darin wird
ein mathematisch vollstdndiger Ansatz fiir das Munich Chain Ladder Verfahren mit Her-
leitung der Schitzer, Nachweis von Schitzereigenschaften sowie einer Moglichkeit zur
Fehlerabschitzung des Verfahrens dargestellt. Diese Veroffentlichung stellt somit auch die
Hauptquelle fiir das gesamte Theoriemodell der vorliegenden Arbeit dar. Des Weiteren
wird in dieser Arbeit die zweite Auflage des Buches Schadensversicherungsmathematik
[Mac02] von Mack als Quelle genutzt. Aus diesem Standardwerk werden einige Ideen,

insbesondere fiir die Fehlerabschédtzung des Verfahrens, verwendet.

1.3 Definitionen

Um eine fiir alle Leser moglichst gleiche Basis zu schaffen, werden eingangs die wichtigsten
Begriffe und Bezeichnungen definiert. Eine Kenntnis iiber Aufbau und Erscheinungsbild

von Schadenabwicklungsdreiecken wird allerdings vorausgesetzt.

1.3.1 Notation. Sei n € N die Anzahl der Anfalljahre (AJ), C;k, i,k = 1...,n seien
die kumulierten Zahlungen (Paid) des Anfalljahres i im Entwicklungsjahr (EJ) k& und
D; i die Aufwinde (Incurred), also C;  zuziiglich der Einzelfallreserven. Sowohl C; j als
auch D;; werden als Zufallsvariablen aufgefasst. Fiir i +k < n + 1 sind die Werte von
Cir und D;  bereits bekannt, weil die Schadensténde fritherer Anfalljahre bis zum ak-
tuellen Kalenderjahr n + 1, welches in der Hauptdiagonalen steht, die bereits bekannte
Schadenentwicklung ist (linkes oberes Dreieck).

Weiter seien C; x = {Ci,1,....Cix} bzw. Dj x = {D; 1,..., D; i} die Paid bzw. Incurred-
Entwicklung des Anfalljahres i bis einschlieblich des Entwicklungsjahres k.

Aix =1Cit,....Cik, Dia, ..., Dj} stellt die Zusammenfassung dieser beiden Entwick-
lungen dar. In einem Schadendreieck ist also fiir das Anfalljahr i die Entwicklung A; ,—i+1
bekannt. Mit 7; wird das Pramienvolumen im Anfalljahr i bezeichnet.

Mit einem hochgestellten ¢ bzw. d an den ansonsten fiir beide Prozesse gleichen Bezeich-
nern wird gekennzeichnet, ob es sich um Paid (hochgestelltes ¢) oder Incurred-Daten
(hochgestelltes d) handelt.

Weiter ist der jahrliche Schadenzuwachs von Paid und Incurred von EJ k — 1 auf EJ &
S¢x = Cik — Cig—1 und S;fk = D;x — Dy fiirk =1,....,n (wobei Ci 9 = Djo = 0).
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1.4 Aufbau der Arbeit

Zunichst wird ein verallgemeinertes Theoriemodell fiir ein Reservierungsverfahren aufge-
stellt, welches auf dem Ansatz einer linearen Regression beruht. In diesem Modell ist eine
allgemein gehaltene Modellfunktion f enthalten, deren genaue Abbildungsvorschrift zu-
néchst offengelassen wird. Nachdem das Theoriemodell ausreichend vorgestellt und einige
Schéitzer und deren Eigenschaften berechnet wurden, wird fiir fiinf konkrete Abbildungs-
vorschriften der Funktion f das Modell diskutiert. Aus diesen fiinf Ansitzen wird ein
sbester Ansatz (genannt Bavarian Additiv) ausgew#hlt und fortan weiter untersucht. Als
Abschluss des Theoriekapitels wird die Fehlerabschéitzung fiir das Bavarian Additiv ange-
geben. Nach der Theorie folgt die praktische Anwendung des Verfahrens. Hierfiir wird die
Reserveschdtzung anhand von Sachversicherungsdaten der Versicherungskammer Bayern
mit dem Bavarian Additiv durchgefiihrt und das Ergebnis mit dem des klassischen Ad-

ditiven Verfahren verglichen. Abschlieftend folgt eine kurze Schlussbemerkung.






2 Theoriemodell

2.1 Verallgemeinerter Modellansatz

2.1.1 Modellannahmen

2.1.1 Notation (Modellfunktion f). Sei f : (RT)3 — R eine messbare reelle Funktion.

In f werden als Argumente die Prémie m; und die in 1.3.1 eingefiihrten Zufallsvariablen

Cix—1 und D; j_; eingesetzt.

Mit den Notationen 1.3.1 und 2.1.1 werden folgende Modellannahmen getroffen:

BAD 1)
BAD 1.1)

(
(
(BAD 1.2)
(

BAD 1.3)

(BAD 2)

(BAD 2.1)

(BAD 2.2)
(BAD 3)

(BAD 3.1)

(BAD 3.2)

Unabhéngigkeitsannahmen:
Die Paidzuwéchse Sick, 1 <i,k < n sind unabhéngig.
Die Incurredzuwéachse Sidk7 1 <i,k < n sind unabhéngig.

S (mi; D g—1; Ci g—1) ist unabhéngig von der vorangegangenen Paid-
Entwicklung C; g1 und f(m;; C; k—1: Dj x—1) ist unabhéngig von der voran-

gegangenen Incurred-Entwicklung D; x_;.

Erwartungswertannahmen: Es gibt a,cc, b]i, a,‘j , b,‘j € R mit

T

E[Mm,-,k_l] — 4 b - S Digr: Copr) Viok

Dix—Di.x— . . ;
E[Mmi,k_l] —a? + b (i Copri Digoy) Viok

T

Varianzannahmen: Es gibt 7, t,‘j € R mit

Y

- —C: )2
Var[Cl.k Cl,k*l |Al’k_1] — (1;];1') Vi,k

4

o dy2
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(BAD 4)  Kovarianzannahme: Es gibt p; € R mit

Cik—Cik—1.Dix—Dix—1 _ P .
Cov|: LA LA : Aik—1| = n—’: Vi, k

T T

Bemerkungen zu den Modellannahmen

zu (BAD 1) Die Modellannahmen (BAD 1.1) und (BAD 1.2) bedeuten die Unab-
héngigkeit der Sl.":k von C; x—; und der Si‘fk von Dj g1, d. h. die Scha-
denzuwéchse sind jeweils unabhingig von ihrer eigenen, bisherigen Ent-
wicklung. Abhéngig sind die Schadenzuwéchse (Sl.":k; Si‘f’k) hingegen geméfs
(BAD 2.1) und (BAD 2.2) von ihrer gemeinsamen Entwicklung A; x_1,
die {iber die Funktion f(m;; D;g—1;Cjk—1) eingeht. Somit ist folglich das
Tupel (Sic,k; Si[,lk) vom Vorjahrestupel (Sic,k—l; Sl.”fk_l) abhéngig, weil dieses
in den Stdnden C; x—; und D; x_; enthalten ist, welche wiederum ihrerseits
Argumente der Funktion f sind.
Modellannahme (BAD 1.3) wird benétigt um die Erwartungswertannah-
men (BAD 2.1) und (BAD 2.2) iiberhaupt formulieren zu kénnen, oh-
ne dabei in Widerspruch mit den beiden Unabhingigkeitsannahmen (BAD
1.1) und (BAD 1.2) zu geraten. Somit kann (BAD 1.3) wohl auch impli-
zit aus (BAD 1.1),(BAD 1.2),(BAD 2.1) und (BAD 2.2) geschlussfolgert

werden.

zu (BAD 2) Aquivalent zu Modellannahme (BAD 2.1) ist die Darstellung:
ElCix — Cik—1lAik—1] = 7i -ay + bimi - f(7i; Dig—1;Cig—1)
Gleiches gilt fiir (BAD 2.2).
Im Vergleich zum klassischen Additiven Verfahren bendétigt das Verfah-
ren hier eine simultane Projektion von Paid und Incurred, da jeweils die
Vorjahresstdnde in die Projektion des n#chsten Schadenstandes mit ein-
gehen. Abgesehen von der ersten zu schéitzenden Diagonalen beruhen al-
le weiteren berechneten Schadenstidnde also selbst auf Schitzwerten. Eine
einzelne Projektion von beispielsweise Paid ist somit nur méglich, wenn
ein bereits zum Viereck vervollstindigtes Schadenabwicklungsdreieck der
Incurred-Daten vorliegt, welches mit jedem beliebigen Reservierungsverfah-

ren berechnet worden sein kann.

zu (BAD 3) Aquivalent zu Modellannahme (BAD 3.1) ist die Darstellung:
Var[Ci k — C; j—1| Aij—1] = (zf)* - ;.



2.1 Verallgemeinerter Modellansatz 7

Gleiches gilt fiir (BAD 3.2)

zu (BAD 4) Aquivalent zu Modellannahme (BAD 4) ist die Darstellung:
Cov|Ci ki Dige| Ai -1 = pre - i

Die Modellannahmen (BAD 1) bis (BAD 4) stellen insgesamt eine mégliche bivariate

Verallgemeinerung des klassischen Additiven Modells dar.

2.1.2 Berechnen der Minimum-Quadrat-Schatzer

Im Folgenden beschrinken wir uns auf die Berechnung der Modellparameter fiir die
Schadenzahlungen (Paid). Die Berechnungen fiir den Schadenaufwand (Incurred) verlau-
fen analog.

Die Parameter ay,b; werden durch das Gaufsche Prinzip der kleinsten Quadrate ge-
schétzt. Dieses Prinzip wird auch Minimum-Quadrat-Methode genannt und hat das Ziel,
die Parameter einer beliebig vorgegebenen Funktion so zu berechnen, dass die Funktion
in eine vorgegebene Punktemenge moglichst optimal eingepasst wird. Optimal bedeutet,
dass die quadratischen Abstinde der Punkte zur Modellfunktion minimal sind.
Vorliegende Schéitzung der Parameter a; und by erfolgt mit diesem Prinzip und ist zudem

darstellbar als gewichtete lineare Regression. Fiir festes k und mit

1. Y = LE=L die zu erklirende/abhiingige Variable,

1

C; x—C
=R

2. w; = m; die Gewichtung und

3. xi = f(mwi; Dj g—1; Cj k1) eine Realisation der unabhéngigen Variable X; (Regres-

sor)

lisst sich (BAD 2.1) darstellen als Modellgleichung der Form ¥; = a+bx; mit gegebenen
Punkten (x;, ¥;). Die Gewichtung w; folgt gemé$ Varianzannahme (BAD 3.1) aufgrund
der Heteroskedastizitét.

Das Gaufsche Prinzip der kleinsten Quadrate fiihrt bei einer gewichteten linearen Regres-
sion zum Minimieren der Gleichung ) ; w;(y; — (a + bx;))? und zu folgenden Schitzern

fiir ¢ und b:

a=y-br b= Uy
mit y = _Zz,w;)y, und X = —Zz’wli)x’ :

Werden in diese Schitzer die Grofen des vorliegenden Modells gemédf 1. bis 3. eingesetzt
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so ergeben sich die folgenden Schitzer fiir a; und by:

Aus Platzgriinden wird im Weiteren die Abkiirzung f; x—1 := f(7;: D; x—1: Cj g—1) ver-

wendet.
n—k+1 e
ik 1
Z 7Tz l (fzk 1~ Q]cc_1>
Ac _ i=1
bk - n—k+1 (2'1)
> mi(fik—1— Q57
i=1
mit
n—k+1
Z i fik—1
c R i=
Q= — (2.2)

der mit m; gewichtete Mittelwert der f;x_; iiber die bekannten Werte (linkes oberes

Dreieck) des Entwicklungsjahres k — 1.

ay =g — b - Qf_y (23)
mit
n—k+1
> (Cix — Cig—1)
ac i=1
My == n—k+1 (2'4>

2
i=1
dem AUSQZ-Schitzer fiir das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-
fahren.
Umformen der Schitzer
Das folgende Lemma 2.1.2 wird benotigt um den Schétzer fiir den Erwartungswert des

Zuwachses C; x — C; g—1 in eine anschaulichere Form zu bringen:
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2.1.2 Lemma. Fir den Schitzer by in 2.1 gilt:

n—k+1
Cik—Cik—1 .. c
S (G (e - 05
he — i=1 !
k™ n—k+1 n—k+1
' ' Cir —Cir 2
2 1, i, 1 A
> miler - 052 | 3 (GG
i=1 i=1 t
n—k+1
1 (Cik—Cik—1  ..\?
n—k Z i - k
1
i=1
n—k+1
1 2
n—Fk Z 7Ti(fi,k—1 —Q/i_l)
i=1
Beweis. Zunachst wird der Zahler von l;]‘é umgeformt:
n—k+1
Cik —Cig—1
St Gk Gk e
£ T
=1
n—k+1
Cik—Cik—1 .
S (SO i) (fams - 05
i=1 !
n—k+1 n—k+1
Cik—Cix—1 .
S (GG 0p )+ S g (s - 05
i=1 l i=1
Hier ist der zweite Summand gleich 0:
n—k+1
g _
n—k+1 n—k+1 n—k+1 Z i Jik=1

i=1

s ¢ — e f L IZ
s m(fi,k—l—Qk_l)—mk( Z 7i fik—1— Z LA )

n—k+1 n—k+1
Zn’li( Y mifik-1— Y ijj,k—l)zo

i=1 j=1
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Durch weitere Umformungen und Erweitern folgt dann obige Form von bA]‘C’

n_kfl o (CETCE ) (i - 05

i

~ '=1
be =
k n—k+1

Z 7Ti(fi,k—1 - Q]Cc_l)2

i=1

S () (i - 05

=
i=1 !

n—k+1 n—k+1
2 2

> wilfik—1— 0%y > milfik—1— 0%y

i=1 i=1
n—k+1

Cik—Cix—1 .. c

Yo mi( =) (fik — 05
: T

i=1
n—k+1 n—k+1

Z i (fikor — 05 )2 Z ”i(M—mi)z

T
i=1 i=1 !

n—k+1

n—k+1
D mi(fik—1— Q5P

i=1

Z (G5 G (7 0f,)

=
i=1 !

n—k+1 n—k+1
Cix — Cij 2
2 1, i, 1 A
S mifiaor = Q)7 | Y m(TEHEE )

i=1 i=1

n—k+1
1 2
n—k Z 7 (fik—1 — Q/cc_l)

i=1
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2.1.3 Bemerkung. Mit Lemma 2.1.2 lasst sich l;]i als Produkt des pramiengewichteten
empirischen Korrelationskoeffizienten zwischen C”‘_n—cllk_l und f; x—1 sowie den Quoti-

T

enten der Schitzer fiir die Standardabweichungen von und f; x—; iiber die

bekannten Anfalljahre i im Entwicklungsjahr k schreiben.

Zur einfacheren Schreibweise werden noch folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

n—k+1

Cik—Cig—1 .
3 (G5 ) (- )
ic._ i=1 !
k-~
n—k+1 n—k+1
Cir—Cir_ 2
2 i, 1,k—1 ~
Y e = 0 | YD (T )
i= i=1 !
n—k+1
e 1 Cik—Cik—1  .c\2
= e 2o
\ = l
1 n—k+1
N ) 2
df_| = — Z i (fike—1— Q%_1)
i=1

Damit lasst sich l;,‘é aus Lemma 2.1.2 schreiben als:

- A OF
he = )¢ k
F
Aus #sthetischen Griinden schreiben wir im Weiteren E fiir ET[\] E entsteht, indem in
die Modellannahmen (BAD 2.1) und (BAD 2.2) die entsprechenden Schétzer eingesetzt

werden.

2.1.4 Satz. Seien aj und 152 die Schatzer aus Gleichung (2.3) und (2.1) und
E[Ci,k—Ci,k—l |A,~,k_1] = m;ay +mbAI€fi’k_1 der Schitzer fir die Erwartunswertannahme
(BAD 2.1). Es gilt:

A ~. OF
B[Cik = CipmrlAigmr] = g, + A == (fior — 05 )]
k—1
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Beweis.

B[Cik — Cinoi1lAi k1] = maS + b fix—s
= miOhf, — b Qf ) + mibf fi ks
= mmk — n,kak s nlbkf, k—1
= mi[hg + b (fik—1 — Q5 _y)]

"C
= [+ A e e = 0
k
O
2.1.5 Notation. Im Weiteren wird m{ , bzw. dessen Schitzer n%fk eingefiihrt:
S g o= m + Af— (ﬁ 1 — 05, (2.5)
k
my 1= 1ty + ik—1— Qk_1) (2.6)
Wk—1

Analog wird die Notation m? oy bzw. m? oy fiir incurred verwendet. Diese Darstellung ent-
spricht der Ubertragung des Ansatzes von Quarg und Mack aus dem Munich Chain
Ladder (vgl. [QM, S. 20]).

2.1.6 Bemerkung. Die Schitzung des zukiinftigen Schadenzuwachses ergibt sich als
Produkt der Prémie m; mit einem individuell angepassten Zuwachsfaktor nﬁifk

Fiir diesen wird der klassische Schadenquotenzuwachs Schitzer mj um die Information
aus dem Zusammenspiel von Paid und Incurred ergédnzt. Besteht zwischen den indivi-

duellen Schadenquotenzuwéchsen C’k_ﬂ—clv’k_l und der Funktion f;z_; keine Korrelation
()Ati = 0), so fillt der zweite Summand von n%fk weg und die Schitzung des kiinftigen

Schadenzuwachses erfolgt wieder wie im klassischen additiven Reservierungsverfahren.

2.1.7 Bemerkung. Mit den bisher berechneten MQ-Schétzern sind wir nun in der Lage

die Schitzer fiir die Parameter t;, r]f und pg aus den Modellannahmen (BAD 3.1),
(BAD 3.2) und (BAD 4) anzugeben:



2.1 Verallgemeinerter Modellansatz 13

zu (BAD 3.1) Der Varianzparameter (rlg)2 wird geschéatzt durch

= S (i) e
i=1
zu (BAD 3.2) Der Varianzparameter (t]f )2 wird geschiitzt durch
@) = —— ]lc — n_fl i (—D"”‘ _ﬂf)"”“l - n%f{k)z. (2.8)
i=1
zu (BAD 4) Der Kovarianzparameter pg wird geschiitzt durch
ﬁk::’yikniiiﬁm(fikjéguzi._&ik)(gﬁiggﬁi:l.-%ﬁk)
(2.9)

2.1.8 Korollar (zu Satz 2.1.4). Sind ;. und I;fc die berechneten Schitzer der Gleichungen
(2.3) und (2.1), so ergibt sich fiir den Varianzschitzer (tf)* in Gleichung (2.7):

—k+1
. P Cik =Cik1 .. ; 2
@)% = —— 2 w5 (fikr — 051)
i=1 !
Beweis.
—k+1
1 " Cir —Cir_ 2 2
ACN2 L, i ~C
)y = — i | ——————— —m;
(%) n—k—1 ; l( T ”k)
—k+1 5¢
1 " Cik—Cik—1 .. 20 Ok N
= ni(; —my —)\k v (fi,k—l - Qk_1))
n—k—1 z=zl T D _y
—k+1
o Cik—Cik—1 ..o ¢ 2
=TT 2 ”"(—l’ i I Q,@_l))
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2.1.3 Nachweis der Erwartungstreue

Als Vorlage fiir den nachfolgenden Abschnitt dient die Verdffentlichung von Mack zum
Munich Chain Ladder [Mac09, S. 11-12].

2.1.9 Notation. By := {C;,j, D; jli + j <n + 1;j < k} sei die bekannte Schadenab-
wicklung tiber alle Anfalljahre i im linken oberen Dreieck von Paid und Incurred bis zum

Entwicklungsjahr k.

2.1.10 Satz. Seien d,cc,l;]i die Minimum-Quadrat-Schatzer der Gleichungen (2.3) und
(2.1) und (%,g)z der zugehorige Varianzschdtzer aus Gleichung (2.7). Weiter sei Byr—_q
die Entwicklung von Paid und Incurred im linken oberen Dreieck gemdfs Notation 2.1.9.

Dann folgt fiir die bedingten Erwartungswerte der Schdtzer:
1. B[b¢|By—1] = b
2. Bla§|Bx—1] = a§
3. B[(15)?|Br-1] = (zf)?

Beweis.

zu 1. zzg. E[ISICC|Bk_1] = by

Da der Nenner von Ei in Gleichung (2.1) konstant ist, wird zunéchst der Zahler betrach-
tet.

n—k+1 1
B[ Y« ;(ﬁk 1= 05y) |Beci]
i=1

n—k+1
= Z E[Cix — Cij—1|Be-11(fijk—1 — Q5_y)

i=1

n—k+1
= Z mi(ay + by fik—1)(fik—1— Qr_1)

i=1

n—k+1 n—k+1
= Y mag(fikmr— Qi)+ Y mibf fik—1(fik—1— Of_y)

n—k+1 n—k+1
= a]cc Z ni(fi,k—l - Qlcc_l):| + b]i|: Z (T[ifi?k_l - nifi,k—lQ]cc_l):|

L i=1 i=1
n—k+1

2
n—k+1 n—k+1 n—k+1 ( Z T[ifi,k—l)
2 i=1
P ST o Q}b[ DY I }
L i=1 i=1 i=1 Z
T

i=1
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In diesem Term ist der erste Summand = 0:

n—k+1 n—k+1
a,‘{ Yo mifikei— ) ”iQ}CC_li|

i=1 i=1
n—k+1

i fik—
n—k+1 n—k+1 2:1 i fik=1
p— 4 . f. _— . J=
=dag Zl i fik—1 Zl T n—kt1

L. 1= 1= Z

j

j=1
[ n—k+1 n—k+1
= ay Z i fik—1— Z JTifi,k_l:| =a;0=0
L =1 i=1
Zusitzlich wird noch der Nenner des Schétzers Z;Ii umgeformt:
n—k+1 n—k+1
2 2 2
Y milfikm1— Qi) = D w1 —2fk—105_; + (Q5_?)
n—k+1 n—k+1
i fik— i fik—
n—k+1 n—k+1 2:1 jf]’k L k1 Z Jffrk 12
_ 2 s j= | j=
N Z mfi’k_l 2 Z i Jik—1 n—k+1 + Z ”z( n—k+1
i=1 i=1 i=1
2, 2,
j= j=
n—k+1 5 n—k+1 s
n—k+1 ( Z ”"fi’k—l) ( Z ”ifiak—l)
_ 2 _ i=1 i=1
o 21 i Jik—1 =2 n—k+1 + n—k+1
- 2 2
i=1 i=1

n—k+1

2
n—k+1 ( Z ﬂifi’k_l)
_ L2 i=1
o Z TiJij—17 n—k+1

i=1
2

i=1
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Insgesamt ergibt sich fiir den bedingten Erwartungswert des Schétzers bA]i

Bk—1:|

n—k+1
Cik — Cik—1
Z ”if(fi,k—l - Q]cc_1>

E[6{|B-1] = E|: =1 :

n—k+1
2
Z V4] (fi,k—l - Q]cc_l)
i=1
n—k+1

2

k1 ( > 7Tifi,k—l)
2 i=1

Z i fike—1 ~ n—k+1

—
— bc‘ 4 — bc
k n—k+1 k

2
n—k+1 ( Z T[ifi’k_l)
2 i=1
Z i Jige—1 7 n—k+1

i=1
2 T

i=1

Beweis.

zu 2. 7zg.: E[&ﬂBk_l] =ay

Elag|Be-1] = E[m§ — b 05 _ |Bi—1] = E[m |Be_1] — E[bE 05 _;|Be—1]
n—k+1
Y (Cix—Cik—1)
= E{ i=1 P ‘Bk—l} — Q]i—lE[in|Bk_l]

>

i=1
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n—k+1
Z E[Cix — Ci g—11Br—1]

i=1

— _ NeC c
- n—k+1 Qi—1bk
D
i=1
n—k+1 n—k+1
Y maf +bmifikmr Y. mifig—1
_i=1 _ i=1 LK
B n—k+1 n—k+1 k
> > T
i=1 i=1
n—k+1 n—k+1 n—k+1
Yo om Y mifikmi— Y mifik—t
— c.izl— C. l:1 l:1 = ¢
=% Tkt + b n—k+1 Ak

> > n

i=1 i=1

O
Beweis.
zu 3. 7zg.: E[(f,‘é Z‘Bk_l] = (¢ 2
Fiir den Beweis wird die Darstellung von (f,g )2 gemiif Korollar 2.1.8 verwendet.
E[(#)?|Be-1]
—k+1
" Cik —Cik—1 A 2
ZE[ > — S —b(fi s — OF )B_]
— ; mi (< e — B (fiaer — 05 D) |Becs
1 n—k+1 Cix —Cipr . )
— E[ 1 lL,K— _4C _bc g — c ) B _ ]
n—k—1 ; 7 ( 7 my k(fl,k 1 Qk—l) ‘ k—1
—k+1
o Cix — Cix—1 .
- Var| (FEEEEL g B (frp = 05 [Beo |
n—k—1 FZI 7 var 7 my k(fl,k 1 Qk—l) ‘ k—1
=A
1 n—k+1 C'k —C'k . A )
R E[(i_ 7 —bS(Ff 1 — OF¢ B_] 2.10
M ; i T e = b (Jik—1 Qk—l))‘ k=1 (2.10)
=B

Wobei der letzte Umformungsschritt mit der Gleichung E[X?2] = Var[X] + (E[X])? folgt.
Zur Fortsetzung des Beweises bendtigen wir einige vorbereitende Lemmata (Lemma
2.1.11 - 2.1.14). Diese enthalten Ergebnisse zu Varianzen, Erwartungswerte und Kovari-

anzen fiir bzw. zwischen den Schitzern n%i und b,i.
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2.1.11 Lemma. Seimy der in Gleichung (2.4) eingefiihrte Schitzer, dann gilt:

n—k+1
Z ma,cc + ”ib]gfi,k—l
E[mlcc‘[)’k—l] ==

n—k+1

>

i=1

Beweis.
n—k+1 n—k+1
> (Cig = Cig—1) > E[Cix — Ci—11Br-1]
ic _ i=1 _ =1
E[mklgk_l] - E|: n—k+1 ‘Bk_1:| - n—k+1
3 >
i=1 i=1
n—k+1
Z JT,'a]c( + nib/ifi,k—l

i=1

n—k+1
> n
i=1
O
2.1.12 Lemma. Seien l;,‘é und mg, die Schétzer gemdf den Gleichungen (2.1) und (2.4),

dann ergibt sich fiir die bedingte Varianz

(5)” 4 Varlb¢|Br_y] =
prrs e arlbp|Be—1] =

Z T Z 7Ti(fi,k—1 - Q]L;_1)2

(zf)?

Var[mg |Bx—1] =

i=1 i=1
Bewess.
n—k+1 n—k+1
> (Cix — Cig—1) > Var[Cix — Cij—1|Br—1]
Ac _ i=1 _ =1
Var[my |Bx—1] = Var|: p——— |Bk_1i| = R
2 (X =)
i=1 i=1
n—k+1
c\2
Z i (7)) o2
(BAD 3.1) =1 . (g
N n—k+1 T on—k+1

(T Y

i=1 i=1
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n—k+1
Cik — Cise
Y (n—l) Fikor — 05 )
A . 1
Var[bi|Br—1] = Var|: =1

n—k+1
2: 7U(ﬁk—1_'Q2_02

i=1

Bk—1:|

n—k+1
Z Var[Ci’k —Cik—1 ‘Bk—l](fi,k—l - Q]Cc—l)z
i=1

n—k+1 2
( Z Tfi(fi,k—l —Q/i_l)z)

i=1

n—k+1

Y @ i fig—1 — Qi y)?

n—k+1 2
( > m(fi,k_l—Qz_l)Z)

i=1

c\2
ﬁk

n—k+1
2: 7U(ﬁk—1_'Qi_02

i=1

O]

2.1.13 Lemma. Seien my, und l;,i die Schitzer gemdaf den Gleichungen (2.4) und (2.1),
dann gilt:

Cik —Cik—1_ .. o @®)r
Cov[n—,.’mk Bim| = s
> 7
j=1
C..—C:_ R . . — OFf rc2
Cov[ ik ik 1;b]cC Bk—l] _ _lffz,k 1 Qk—1)( k)
T n—k+1

> mi(fik-—1— Q5_y)?

j=1
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Beweus.
Cir—Cip—
COV[M;mk Bk—l]
7
n—k+1
. Cik—Cix—1. j=1
- cov[ — — (Bk_l]
> T
j=1
1 n—k+1
= ﬁCOV[Ci,k = Cik-1: 2_:1 (Cik —Cjk—1) ‘Bk—l]
i Z T =
j=1
(*) 1 . _ _ (Tlg)zﬂi _ (7 2
- ﬁVar[C,,k = Cige—1|B—] = n—k+1  n—k+1
TT§ Z T TTi Z ugi Z T
j=1 j=1 j=1
Cir—Cir—1 »
COV[MJ}E Bk—l]
T
n—k+1
Cik = Cjr—
> m T (fike - Q)
_ COV[Ci,k —Cij—1. j=1 oz ‘B ]
> wi(fik—1— Q5 )P
j=1
n—k+1
COV[Ci,k —Cig—1: Y (Cjk—Cjh—1) (fih—1 — Qi_l)‘Bk—J
_ J=1
- n—k+1
T Z i (fik-1—Q%_1)
j=1
0 ik—1— 05 _DVar[Cix — Cix—11Be—1]  (fix—1 — Of_)(5) mi
- n—k+1 T n—k+1
T Z i (fik-1—Qk_y) T Z i (fik—1—0k_1)
j=1 j=1
k=1~ 05 _D(EH)?
T on—k+1
Z i (fik—1— Q5_1)?
j=1

(*) Cov[Cix —Cix-1:Cjk — Cjr—1] = 0 fiir i # j wegen der Unabhingigkeit der
Anfalljahre (vgl. (BAD 1.1))
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2.1.14 Lemma (Unkorreliertheit zwischen nip und l;k) Seien mj und ISICC, sowie n%]‘g

und I;I‘f die oben eingefithrten Schéitzer des verallgemeinerten Modellansatzes fiir Paid

und Incurred, dann gilt:
1. Cov[g; b¢|Br_y] = 0
2. Covind; b |Be_1] = 0

Beweis.

Cov[i§; b |Br_1]
n—k+1 n—k+1
> (Cix=Ciket) D (Cok = Cixn) (fikor = 0F)
_ Cov[ i=1 Coi=1

Bk—1:|

n—k+1 n—k+1
d oo > wilfik—1— 05y’
i=1 i=1
n—k+1 n—k+1
Cov[ > (Cix=Cix)i Y (C,-,k—ci,k_l)(ﬁ,k_l—Qz_l)\Bk_l}
i=1 i=1

n—k+1 n—k+1
Yoowm Y milfiee1— Q5 )
i=1 i=1
n—k+1n—k+1 l l
> Y Cov[(Cok = G (Cik = Ciar) (fikor = Ofy ) | Becr ]
j=1

i=1

n—k+1 n—k+1
2
Yoom Y wi(fig—1— Q)
i=1 i=1
n—k+1n—k+1

Z Z COV[Ci’k —Cik—1:Cj — Cj,k—1|Bk—1](fj,k—1 - Qlcc—1)

_ i=1  j=1
o n—k+1 n—k+1
2
Yoom Y mi(fige-1— Qisy)
i=1 i=1
n—k+1

Var[Cjx — Cj,k—1|Bk—1](fj,k—1 - Qi_l)
(BAD 1.1) j=1
o n—k+1 n—k+1
Z s Z i (fig—1— Q5_)?
i=1 i=1
n—k+1
@2 > 7 (S — 05y
(BAD 3.1) j=1
- n—k+1 n—k+1
Yoom Y mi(fig—1 — Q5y)?

i=1 i=1
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n—k+1

n—k+1 n—k+1 Z 7i fik—1

)2 . of. _ ._iii_______

R S
D m

i=1

n—k+1 n—k+1

doom Y milfike1— Qi)

i=1 i=1
_ ()70 iy
n—k+1 n—k+1
Yoom Y mi(fig—1— 0iy)?
i=1 i=1
Der Beweis fiir 2. Cov[n%]‘g; I;I‘f |Br_1] = 0 verlduft analog. O

Nun wenden wir uns wieder dem urspriinglichen Beweis von 3. E[(f,g)2|[)’k_1] = (r,?)2
von Satz 2.1.10 zu.

Mit Lemma 2.1.11 l&sst sich zeigen, dass B aus obiger Gleichung (2.10) gleich 0 ist:

1 C"k - C~’k_1 n ~ 2
B= o Y mE[(FEE i - B (i - F ) 1Bi ]
=1
—k+1 2
1" Cix —Cir1 . .
-3 = (E[%Msk_l] — B[ 1Bt | = B[ B (fi—1 — Qf_)IBict |
i=1 !
n—k+1
| n—k+1 Z tha]i + njb]ifj,k—l )
=1
=g LT (ai + b fik—1 = i ~ (fik—1— Q;i_l)b,i)
- > T
j=1
n—k+1 n—k+1
| nkt Z 7jdi Z 7jbje fid—1 2
Jj=1 j=1
= - i (a,cc O Skl e T — B fig1 — bE Q,g_l)

i=1 . .
Z T Z T
j=1 Jj=1
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n—k+1 n—k—1 n—k+1
1 Jj=1 j=1 j=1
c c c_. c
= - mi|a; — —-b b
a ‘ ’( ko Tkp—k+1 ko n—k+1 R —
1=
Z TTj Z j Z T
j=1 j=1 j=1

Es bleibt noch die Umformung von A, fiir die die Ergebnisse aus den Lemmata 2.1.12,
2.1.13 und 2.1.14 benétigt werden.

1 n—k+1 Cik —Cik—1 .. 7¢ .
A=-"—"7 ; ”iVar[(n—i —my = b (fik—1 — Qk_l))lBk_l]
1 n—k+1 Cir—Cir A
=7 ; 7 Var[%us’k_l] + Var[mﬂ[)’k_l]

+ Var[éi(fi,k—l — 05 _)|Bxk-1]

+ Z(COV[—Ci’k — Cidet ;ﬁ’lk|[>’k—1]

TTj
Cik—1

Cix —
— (fik1 = Q) Cov| AL

i

B 1B

+ (figet = Qfy) Covliing; b 1B 1] )}

=0 wegen Lemma 2.1.14

_ "fln.g(fﬁ)2+ 2 @ik = 0F )
—1 !

n—k — T n—k+1 n—k+1
i= 2
Yoo > w1 = Q)
Jj=1 Jj=1
L2 260 (fiaer — 05
n—k+1 n—k+1

Soomi D wi(frk-1— Q5>
=

j=1
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_ @ ”"fl . mifik - 05 )2 om
Cn—k-—1 —t T n—k+1 n—k+1 n—k+1
1=
Yoo > mfiea -0t Y
j=1 j=1 j=
B 27 (fije—1 — Q5_1)?
n—k+1

> mi(fie—1 — 0f_))?

j=1
_ 7 ”"fl om Tk = 0f )
T n—k—1 ¢ ‘ n—k+1 n—k+1

1=
Z ) Z i (fik—1— 05 )2
j=1 j=1
(t9)?
——n_k_l(n—k—i-l—l—l)
(T;ﬁ)2
=K _m-k-1
n—k— l(n k )

= (f;?)2
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2.2 Spezielle Modellansatze

Nachfolgend werden fiir verschiedene explizite Formen der Funktion f(sm;; D; x—1:Cj k—1)
die allgemeinen Modellannahmen (BAD 1) bis (BAD 4) betrachtet und die Schétzer fiir
ag und by sowie EA)[Ci,k — Ci k—1]Aj k—1] bestimmt. Eine genaue Festlegung der Funktion
f ist notwendig, da ansonsten weitere Berechnungen wie etwa die Fehlerabschétzung fiir
das Verfahren, nicht méglich sind. Auch ist es das erkldrte Ziel dieser Arbeit, ein voll-
stdndig in die Praxis umsetzbares Reserveverfahren zu entwickeln. Aus diesem Grund
muss vom allgemeinen Modellansatz, bei welchem die Funktionsvorschrift von f varia-
bel gehalten ist, zu einer konkreten Form der Funktion f iibergegangen werden.

Da es bei der Erschlieftung des Themas der Bachelorarbeit mehrere méogliche Ansét-
ze fiir das Verfahren gab, werden an dieser Stelle fiinf md&gliche Formen der Funktion
f vorgestellt und diskutiert. Jeder Ansatz erhilt am Ende eine kurze Kommentierung.
Anschliefsend wird ein Modellansatz als ,Bester ausgew#hlt und fortan als alleiniger
weiterverfolgt. Wie im vorigen Abschnitt findet die Betrachtung der Ansétze wieder aus-
schlieflich fiir die Schadenzahlungen (Paid) statt.

2.2.1 (Incurred-Paid)/Pramie

Bei diesem Modellansatz wird die Funktion f definiert als f : (7;: Djx—1:Cik—1) +>
Dix—1—Ci k-1
L
vequote des Vorjahres angenommen. Diese ergibt sich als Quotient aus Vorjahresreserve

. Es wird also eine Abhéngigkeit der zukiinftigen Zuwéchse von der Reser-

D; k-1 — C; k-1 und Pramie ;.

Fiir diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

BAD 1)  Unabhiingigkeitsannahmen:
BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(
(
(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Der in f enthaltene Reservestand des Anfalljahres i, d. h. die Differenz
D g1 — C; -1 ist sowohl unabhéngig von der vorangegangenen bekannten
Paid-Entwicklung, als auch von der vorangegangenen bekannten Incurred-
Entwicklung, d.h. unabhéingig von C; —; und unabhingig von D; x_1. (BAD
1.3) wird aber auch bereits durch die Unabhéngigkeitsannahme (BAD 1.1)
und die Erwartungswertannahme (BAD 2.1) impliziert, da die Unabhén-
gigkeit der Zuwichse S{, = C;x — C; x—1 und die Erwartungswertannahme
nur dann gemeinsam erfiillt sein kdnnen, wenn die Reserve unabhéngig von

den vergangenen Zuwéchsen ist.

(BAD 2)  Erwartungswertannahmen: Es gibt ag, by, a,‘j, b,‘j € R mit
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(BAD 2.1) E[Mmi,kﬂ} = af + b - Rk =Gkt v g

T TTj
(BAD 2.2) E[Di.k_ﬂ?i,k—l |Ai,k—l] _ a;f + bltci . Ci,k—l;iDi.k—l Vi k
(BAD 3)  Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4)  Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schétzer ergibt fiir diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:
n—k+1
Dix—1—Cir-1
Z (Cl k—GCi k—l) ( B Qlcc—l
T
~ im i
b = k+1 2
—
( Dik—1—Cir—1 ¢
>, — Dk
T
i=1
mit
n—k+1
> (Dig-1—Cis—1)
Cc i=1
Qk_l - n—k+1

>

i=1

die durchschnittliche Reservequote iiber die bekannten Werte (linkes oberes Dreieck) des

Entwicklungsjahres k — 1.

AC __ AcC rc c
ap =my —bp - Qp_4

mit
n—k+1
> (Cik — Cig—1)
ne . i=1
My == n—k+1

> n

i=1

dem AUSQZ-Schitzer fiir das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-
fahren.

Als Schétzer fiir den Zuwachs ergibt sich

. e re O0p  (Dix—1—Cir
E[Cix — Ci k-1l Aik—1] = i [mlcc + A% Ack . ( l : l - 05,4 ]
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wobei A7 gemdf Bemerkung 2.1.3 den pramiengewichteten empirischen Korrelationsko-

. . Cix—Cij—
effizienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs % und der Reservequote des

Vorjahres

D”‘_'N;IC”‘" iiber alle bekannten Anfalljahre i fiir ein festes Entwicklungsjahr

k darstellt.

Diskussion

Modellansatz 2.2.1 steht in keinerlei Konflikt mit den im allgemeinen Modellansatz ge-
machten Annahmen. Aus Sicht der Praxis scheint es sinnvoll, eine Abhéngigkeit zwischen
Schadenquotenzuwachs und vorhandener Reservequote zu unterstellen, da in Anfalljah-
ren mit hoher Reserve héhere Auszahlungen zu erwarten sind, als in Anfalljahren mit
niedriger Reserve. Ferner spricht fiir diesen Modellansatz, dass er bereits in der DAV
Spezialwissenpriifung iiber Schadenversicherung als Analogon zum Munich Chain Lad-
der fiir das Additive Verfahren vorgestellt wurde (vgl. [DAV13, Aufgabe 2.4.2]). Dieser
Ansatz, ist der Vielversprechenste und wird, nachdem die Ansétze 2.2.2 bis 2.2.5 vor-
gestellt und kommentiert wurden, als alleiniges Modell anhand von realen Daten in die

Praxis umgesetzt.

2.2.2 Incurred/Paid

Bei diesem Modellansatz wird die Funktion f definiert als f : (7i; Dj g—1;Cik—1) =
Dj k-1
Cik—1
schen Aufwand und Zahlung unterstellt.

. Es wird also eine Abhingigkeit der zukiinftigen Zuwichse vom Verhiltnis zwi-

Fiir diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

BAD 1)  Unabhingigkeitsannahmen:
BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(
(
(
(BAD 1.3) Der Quotient IC);]’(‘:: ist unabhingig von der vorangegangenen Paid-
Entwicklung C; x—; und unabhéngig von der vorangegangenen Incurred-
Entwicklung D; k1. Auch hier gilt, dass die Unabhéngigkeitsannahme (BAD
1.3) eigentlich auch aus der Unabhéngigkeitsannahmen (BAD 1.1) und der
Erwartungswertannahme (BAD 2.1) implizit gefolgert werden kann.

(BAD 2)  Erwartungswertannahmen: Es gibt ay, bi,ag,bg € R mit

i Cik—1

(BAD 2.1) E[Mmi,k_l] = af +b¢ - Dkl vk

(BAD 2.2) E[D’*"_—%Mi,k_l] =af + b - FAL ik

i

(BAD 3) Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.
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(BAD 4)  Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schétzer ergibt fiir diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:
n—k+1
Djx—1
Y (Cix— Ci,k—l)(c - Qlcc—l)
) — ik—1
be = 1=
k— n—k+1 5
Dj g1 c
Z T C: — Q1
i=1 i,k—1
mit
n—k+1
i,k—1
D T
i—1 Cl k—1
o =
k—1 n—k+1

das durchschnittliche Incurred zu Paid Verhéltnis iiber die bekannten Werte (linkes obe-

res Dreieck) des Entwicklungsjahres k — 1.

mit

dem AUSQZ-Schitzer fiir das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-
fahren.

Als Schétzer fiir den Zuwachs ergibt sich

~ e ie  Of Di g1
E[Cix — Ci k-1l Aik—1] = 7 [mk + AL (Cl - Qlcc—l) ]
wk—l i,k—1

wobei A} geméf Bemerkung 2.1.3 den primiengewichteten empirischen Korrelationskoef-
fizienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs C”‘_n—cl""_l und dem Incurred /Paid-Stand
des Vorjahres % iiber alle bekannten Anfalljahre i fiir ein festes Entwicklungsjahr k

darstellt.
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Diskussion

Dieser Ansatz stellt die Ubertragung des Ansatzes von Mack aus dem Munich Chain
Ladder auf Zuwachsquoten dar(vgl. [Mac09, S. 9]). Dieser passt allgemein besser in die
Chain Ladder als in die additive Reservebestimmung, da die Form der Funktion f eher an
einem multiplikativen Zuschlagsfaktor erinnert. Weitere Uberlegungen zu diesem Ansatz

werden deshalb in dieser Arbeit nicht ausgefiihrt.

2.2.3 Incurred-Paid

Bei diesem Modellansatz ist die Funktion f definiert als f : (7;: Djg—1:Cik—1)
D; x—1 — Cj g—1- Es wird also eine Abhéngigkeit der zukiinftigen Zuwéchse von der Vor-
jahresreserve unterstellt.

Fiir diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

(BAD 1)  Unabhingigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.
(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.
(

BAD 1.3) Die Differenz D; ;_; — C; j—1 ist unabhiingig von der vorangegangenen be-
kannten Paid-Entwicklung C; x_; und sie ist unabhéngig von der vorange-

gangenen bekannten Incurred-Entwicklung D; ;.
(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt a,cc, b]i, a,‘f, b,‘j € R mit

i

(BAD 2.1) E[MLAi,k—l] =ay + b - (Dix—1—Cix-1) Vik

(BAD 2.2) E[D’*"_n—li)““luli,k_l] =al +bd - (Cip—1 — Dijx—1) Vik
(BAD 3)  Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4)  Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schitzer ergibt fiir diesen Ansatz folgende FErgeb-

nisse:

n—k+1
Z (Cik —Cik—1)(Dijg—1 —Cix—1— Q%)
bAc _ i=1
=

n—k+1

> mi(Dig—1 — Cig—1) — Qf_)?

i=1
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mit

n—k+1

> mi(Dig—1 - Cig—1)

i=1

Qf—y =

n—k+1

2

i=1

der durchschnittliche absolute Reservestand iiber die bekannten Werte (linkes oberes

Dreieck) des Entwicklungsjahres k — 1.

dem AUSQZ-Schitzer fiir das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-
fahren.

Als Schitzer fiir den Zuwachs ergibt sich

~C

A ~ 0
E[Cix — Cik—11Aij—1] = mi [mi + A% - # “(Djg=1—Cik—1—0%_) ]
—1

wobei A} geméf Bemerkung 2.1.3 den primiengewichteten empirischen Korrelationskoef-

fizienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs % und der Reserve des Vorjahres
Dj x—1 — Cj x—1 lber alle bekannten Anfalljahre 7 fiir ein festes Entwicklungsjahr k dar-

stellt.

Diskussion

Das Problem bei diesem Ansatz ist, dass man mit einer absoluten Reserve rechnet und
nicht mit der Reservequote wie unter 2.1.1 In der Erwartungswertannahme (BAD 2.1)
wird die relative Grofke % als von der absoluten Grofse D; 1 — C; x—; abhéngig
angenommen. Dies wiirde z. B. bei einem wachsendem Portfolio zu steigenden Scha-
denquotenzuwéchsen fiithren, da die absolute Reserve umso gréfer ist, je mehr Geschift
gezeichnet wird. Diese Voraussetzung ist in der Realitdt i. d. R. nicht erfiillt, da in Jahren
in denen mehr Versicherungsgeschift gezeichnet wurde in keinster Weise eine schlechtere

Schadenabwicklung folgen muss. Unter diesem Aspekt wird dieser Modellansatz als fiir
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die Praxis untauglich erachtet und im weiteren nicht mehr verfolgt.

2.2.4 |Incurred-Paid|/Pramie

Bei diesem Modellansatz ist die Funktion f definiert als f : (m;; D g—1:Cik—1) =
W Es wird also eine Abhéngigkeit der zukiinftigen Zuwichse vom Quotien-
ten der betragsmifigen Vorjahresdifferenz zwischen Incurred und Paid und der Pramie
unterstellt.

Fiir diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

(BAD 1)  Unabhingigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Die betragsmiifige Differenz |D; y_1 —C; x—1| ist unabhéngig von der voran-

gegangenen bekannten Paid-Entwicklung C; x—; und sie ist unabhéngig von

der vorangegangenen bekannten Incurred-Entwicklung D; x_;.

(BAD 2)  Erwartungswertannahmen: Es gibt ay, bi,ag,bg € R mit

T

(BAD 2.1) E[Mmi,k_l] = af + bf - Pkt =Ciimil vy g

(BAD 2.2) E[Mmi,kﬂ] = qd 4 pd . NCa Dl v

T i
(BAD 3)  Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4)  Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schétzer ergibt fiir diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:

n—k+1

i —1 — Ci 1—
Z (Ci,k_Ci,k—l)(lDl,k 1 ik 1 _Q]Cc—l)

TTi

bAc o i=1
k= —k+1
nZ (lDi,k—l - Ci,k—ll - Q]cc_lﬂi)z

i

i=1
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mit
n—k+1
> IDik—1— Cije—1
C . l:1
Qk_l’__ n—k+1

2

i=1

die durchschnittliche betragsméafige Differenz zwischen Incurred und Paid iiber die be-

kannten Werte (linkes oberes Dreieck) des Entwicklungsjahres k — 1.

mit
n—k+1
> (Cik — Cig-1)
AC l=1
M == n—k+1

dem AUSQZ-Schitzer fiir das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-
fahren.

Als Schétzer fiir den Zuwachs ergibt sich

A . re 0% |Dik—1—Cix—1l
E[Cix — Cix—1lAig—1] = 7 [m,i + AL ( l l — 05y ]
@1 TTi

wobei Ay geméf Bemerkung 2.1.3 den prémiengewichteten empirischen Korrelations-

koeffizienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs %

|Di k—1—=Ci k-1l
7

und der betragsmaifigen
Reservequote des Vorjahres iiber alle bekannten Anfalljahre i fir ein festes

Entwicklungsjahr k darstellt.

Diskussion

Dieser Ansatz hat die Schwiche, dass eine negative Reserve (Paid>Incurred) sich im
gleichen Mafse in den Berechnungen auswirkt wie eine positive Reserve (Paid<Incurred).
Folglich wiirde dies in beiden Féllen zur selben Schitzung des Schadenquotenzuwachses
fiihren. Dies ist in der Realitdt wenig sinnvoll, denn tendenziell erwartet man bei einer
negativen Reserve Riickzahlungen und daher negative Schadenquotenzuwéchse, wahrend
man bei einer positiven Reserve weitere Auszahlungen und positive Schadenquotenzu-
wichse erwartet. Unter diesem Aspekt scheidet auch dieser Modellansatz fiir die Praxis

aus und wird im weiteren nicht mehr verfolgt.
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2.2.5 Incurred/Priamie

Bei diesem Modellansatz ist die Funktion f definiert als f : (7;: Djx—1:Cix—1) +
Di k-1

Fa Es wird also eine Abhéngigkeit der zukiinftigen Zuwéichse von der Incurred-

Schadenquote des vorigen Entwicklungsjahres unterstellt.

Fiir diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

BAD 1)  Unabhéngigkeitsannahmen:
BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(

(

(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Die Unabhéngigkeitsannahme (BAD 1.3) des allgemeinen Modellansatzes
bereitet beim Anpassen an die jetzige Form der Funktion f Probleme.
Denn f kann nun nicht mehr unabhéngig von der vorangegangenen bekann-
ten Paid-Entwicklung C; x—; und der vorangegangenen bekannten Incurred-
Entwicklung D; x_ sein, weil C; geméf (BAD 2.1) von Djj_; abhéingt.
Weiter ist wegen (BAD 2.2) D;j_; seinerseits von Cjj_, abhingig. So-
mit sind iiber D; ;_; die Paid-Stinde C; x und C; y_; voneinander abhén-
gig. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Unabhingigkeitsannahme (BAD
1.1).

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ag, by, a,‘cl , b,‘j € R mit

T T

(BAD 2.1) B|Sat=Sikmt) g, | = af +b¢ - 2kt ik
) k k

(BAD 2.2) E[”tk‘ﬂ—%|Ai,k_l] =af + b G ik
(BAD 3)  Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4)  Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schétzer ergibt fiir diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:

n—k+1

> (Cip— Ci,k—l)(

re o i=1
by =

D; k-1

T

- Qli—l)

—k+1
" (Di,k—l - Q]i_ljri)z

2.

i=1

i
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mit

die durchschnittliche Incurred-Schadenquote iiber die bekannten Werte (linkes oberes

Dreieck) des Entwicklungsjahres k — 1.

dem AUSQZ-Schitzer fiir das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-
fahren.

Als Schitzer fiir den Zuwachs ergibt sich

. .. 65 (Dix
E[Cik — Cik—11Aik—1] = mi [mi + AL - (Dck : ( lﬂ, - Qlcc—l) ]
k—1 i

wobei Ay geméf Bemerkung 2.1.3 den préamiengewichteten empirischen Korrelationsko-

effizienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs @ und dem Incurred/Préamie-
Stand des Vorjahres M iiber alle bekannten Anfalljahre i fiir ein festes Entwicklungs-

T
jahr k darstellt.

Diskussion

Durch die Form der Funktion f steckt in diesem Ansatz in gewissermafen eine Chain
Ladder Fortsetzung von Paid mit einem individuellen Incurred-Abwicklungsfaktor. Die-
ses Modell passt somit eher zu einen Chain Ladder als zu einem additiven Ansatz. Zudem
hingt nach (BAD 2.1) der Paid-Zuwachs alleine vom Vorjahresstand der kumulierten
Aufwinde D; x_; ab und nicht von der gemeinsamen Paid- und Incurred-Entwicklung.
Daher wiirde dieses Verfahren auch nicht gezielt die Liicke zwischen Paid und Incurred
Projektion schliefen. Ferner ist die Unabhéngigkeitsannahme (BAD 1.3) aus dem allge-

meinen Ansatz nicht problemlos auf das vorliegende Modell iibertragbar und es miissten
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unter Umsténden einige weitere Annahmen getroffen werden. Uberlegungen hierzu wer-
den in dieser Arbeit allerdings nicht mehr ausgefithrt und somit auch der Ansatz nicht

mehr weiter verfolgt.
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2.3 Modellauswahl

Nachdem fiinf verschiedene Ansdtze vorgestellt, diskutiert und Modellansatz 2.2.1 als
,Bester® herausgearbeitet wurde, wird nur noch dieser im Weiteren verfolgt. Die Mo-
dellannahmen dieses Ansatzes werden hier noch einmal wiederholt und werden fortan

vorausgesetzt.

BAD 1)

Unabhéngigkeitsannahmen:

(

(BAD 1.1)
(BAD 1.2)
(

BAD 1.3)

Die Paidzuwéchse Sic,k = Cix — Cik—1,1 =i,k <n sind unabhingig.
Die Incurredzuwéichse Sl.‘fk = D;x — D1, 1 =i,k <n sind unabhéngig.

Der Reservestand des Anfalljahres i, d. h. die Differenz D; 1 — C; x—1 ist

sowohl unabhéngig von der vorangegangenen bekannten Paid-Entwicklung
als auch von der vorangegangenen bekannten Incurred-Entwicklung, d.h.

unabhéngig von C; x—; und unabhangig von D; x_;.

(BAD 2)  Erwartungswertannahmen: Es gibt af, b¢, a,‘f, bg € R mit
(BAD 2.1) E[C"'k_n—f"”“WA,-,k_l} = af + bf - Pik==Ciisl g g
(BAD 2.2) E[D"""_ﬂ—li)"’"“|Ai’k_l] =af + b G TPl g
(BAD 3) Varianzannahmen: Es gibt 1:]5, r]‘j in R mit
. —C- )2

(BAD 3.1) Var|:c“"'n—i”’“|¢4,-’k_1:| = D" vk

Djx—Dj x— dy2 .
(BAD 32) Var[%b‘li’k_l] = % Vl,k
(BAD 4) Kovarianzannahme: Es gibt p; in R mit

Ai,k—l - ]p_r—lj Vl,k

Cik—Cik—1.Dix—Dix—1
Cov|: o ; o

Zudem sei noch einmal auf die anschauliche Umformung des Schétzers fiir den Schaden-

zuwachs geméf Satz 2.1.4 und Notation 2.1.5 verwiesen.

Dix—1—Cir-1

A N ¢ A
N k 2
E[Cix — Cik—1lAi k1] = mi [mi + AL ( : - Q/iq)} = M g
D1 T

~d
- ‘4 3d % (Cik=1— Dik— d 54
E[D;x — Djk-11Ai k—1] = 7 [m,‘f + Ak - cd (— . - Qk—l)] = TiMm; i

k—1

2.3.1 Bemerkung. Im ausgewidhlten Modellansatz 2.2.1 ergibt sich fiir den zu schét-

zenden zukiinftigen Schadenzuwachs folgende anschauliche Interpretation.
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Zunichst wird die Abweichung der Reservequote von der durchschnittlichen Reservequote
(D’k_ln;lc’k_l - Q,‘;_l) bestimmt. Mittels dividieren durch den Schitzer der Standard-
abweichung der Reservequote of_, ergibt sich ein Faktor der aussagt, um das wie viel fa-
che der Standardabweichung die Reservequote von ihrem Durchschnitt abweicht (Residu-
um). Dieser Faktor wird durch Multiplikation mit dem Schétzer der Standardabweichung
des Schadenquotenzuwachses 6 gewissermafen auf die Skala des Schadenquotenzuwachs-
Schétzers normiert. Der sich ergebende Wert wird nun mit dem Korrelationsparameter

)AL]CC multipliziert und zum klassischen Schadenquotenzuwachs-Schitzer m¢ addiert.

Somit wird der entwicklungsjahrabhéngige Schitzer my fiir jedes Anfalljahr i entwe-
der nach oben oder nach unten korrigiert, je nachdem ob eine iiber- oder unterdurch-
schnittliche Reservequote vorhanden ist. Der Korrelationsparameter )Ati gibt dabei an,
wie stark in den vorhandenen Daten (also in der Vergangenheit) der Einfluss der Re-
servequote auf die darauffolgenden Schadenquotenzuwichse messbar war und legt somit
fest, in wie weit das Hinzufiigen der Incurred-Information Einfluss auf den klassischen
Schadenquotenzuwachs-Schétzer nehmen soll. Fiir /A\i = 1 wird eine volle Abhéngigkeit

des zukiinftigen Schadenzuwachses von der Reserve unterstellt.

Fiir den Spezialfall )AL]CC = 0 hingegen wird angenommen, dass gar kein Einfluss besteht,
wodurch die Schitzung des Zuwachses dann wieder wie beim klagsischen Additiven Ver-
fahren alleine mit dem Schéitzer m{ erfolgt. Abschliefend wird der kiinftige Schadenzu-
wachs geschitzt indem der entstandene individuelle Bavarian Additiv Schitzer n%f ¢ it

einem Exposuremafs ; (hier der Pramie) multipliziert wird.

2.3.2 Bemerkung. Fiir die weiteren Berechnungen werden einige spezielle Rechenregeln
fiir bedingte Erwartungen bendtigt. Werden diese im weiteren Verlauf angewendet, so
wird jeweils kurz auf die betreffende Rechenregel verwiesen. Diese sind iibernommen aus
[Mac02, S. 194] und [Mac02, S. 230].

X, Y, Z seien Zufallsvariablen mit existierenden ersten und zweiten Momenten. Sowohl

Y als auch Z konnen mehrdimensionale Zufallsvariablen (Zufallsvektoren) sein. Es gilt:
1 E[E[X|Y, Z]‘Y] = E[X|Y] (Satz vom iterierten Erwartungswert)
2 E[Xf(Z)|Z] = f(Z)E[X|Z] fiir eine beliebige messbare Funktion f von Z

3 E[(X — h(Y))*|Y] = Var[X|Y] + (E[X|Y] — h(Y))? fiir eine beliebige Funktion /

von Y (verallgemeinerter Verschiebungssatz)
4 Var[X] = E[Var[X|Z]] + Var[E[X|Z]]
5 Cov[X,Y] = E[Cov[X,Y|Z]] + Cov[E[X|Z],E[Y|Z]]

2.3.3 Satz (Erwartungstreue der Reserveschitzung). Die Schdtzer fir E[C; | Ai n—i+1]
und E[D; | Ai n—i+1] sind erwartungstreu, d.h. E[CA'i,n|A,-,n_,-+1] = E[C; n|Ai n—i+1] und
E[Djn|Ain—it1] = E[DinlAin—it1].
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Beweis. Der Beweis folgt mittels vollstdndiger Induktion:

Induktionsanfang: Der erste zu schitzende Erwartungswert der Zeile i ist
E[Cin—i+2|Ain—i+1]. Es gilt:

E[Cin—i+2|Ain—i+1]
=E[miay,_; 5 +by_;  2(Din—i+1 — Cin—i+1) + Cin—i+1|Ain—i+1]

= mElAS_; ol Ain—i+1] + BB 111 Ain—i+1)(Din—i+1 — Cim—i+1) + Cin—i+1

=miay_; 1+ by_i 1(Din—i+1— Cin—i+1) + Cin—i+1
= E[Ci n—i+1]Ain—i+1]

A

Induktionsvoraussetzung: Die obige Aussage E[C; k| Ain—i+1] = E[C; x| Ain—i+1]
und E[DAi,k|Ai,n—i+l] = E[D; k| Ain—i+1] sei fiir k <n —1 giiltig.

Induktionsschritt von n — 1 nach n:

Rechen-
reg_el 1

Rechen-
reg_el 2

Induk-
tionsv.

Somit ist

E[CinlAin—i+1]

E[m:a¢ + bS(Djn—1 — Cin—1) + Cin—1|Ain—i+1]

T BIAS | A nei+1] + BB (Din—1 — Cin—1)| A n—i+1] + E[Ci n—1Ai n—it1]
i BlAS | As ni+1] + EIBE Di ne1 | A n—i+1] — B0 Cinet| Aini41]

+ E[Ci 1] Ain—it1]

7 E[E[aS|Bal | Ain—i+1] + E[EIBE Din—11Bn]| Ain—i+1]
— E[E[B. Cin—11Bnl|Ain—i+1] + E[Cin—1]Ain—i41]

7 B[E[aS|Bal | Ain—i+1] + E[Din—1 BB |Bal | Ain—i+1]

— E[Cin—1EIDE1Bul| Ain—i+1] + E[Cin—1]Ain—i+1]

i Blag | Ain—it1] + E[ Din—1bE| Ai ni+1] — E[Ci.n-1b5|Ain—i+1]

+ E[Cin—1]Ain—it1]

mial, + bS(E[Din—1|Ain=i+1] — E[Cin—1|Ain—i+1]) + ElCin—1]Ai n—it1]

miag, + b (E[Din—1|Ain—i+1] — E[Cin—1|Ain-i+1]) + E[Cin—1|Ain—i+1]
E[Cinl|Ain—i+1]

die Erwartungstreue der Reserveschitzer bewiesen. Der Beweis fiir Incurred

verlduft analog. O
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2.4 Fehlerabschatzung fiir den Modellansatz 2.2.1

Nachfolgendes Kapitel behandelt die Fehlerabschitzung des Modells 2.2.1. und orien-
tiert sich im Vorgehen an der Fehlerabschitzung fiir das Munich Chain Ladder aus der
Veroffentlichung von Mack [Mac09, S. 18 - 23|. Die Angabe der Schitzgenauigkeit der
Punktschétzer fiir die Reserve ist ein wichtiger Bestandteil beim Aufstellen eines Modells.
Durch sie werden verschiedene Reserveschétzmethoden miteinander vergleichbar gemacht
und die Variabilitdt der Daten, auf denen die Schétzung basiert, wird ersichtlich. Natiir-
lich beinhaltet die Fehlerabschdtzung nur solche Abweichungen, die aus dem zugrunde
gelegten Modell stammen. Eine Abschitzung des Fehlers, der auf der Wahl eines falschen
Modells basiert, ist hierbei nicht berticksichtigt (vgl. hierzu [Mac02, S. 229]).

2.4.1 Notation (Reserve). Mit R; wird die Best Estimate Reserve aller zukiinftigen
Verpflichtungen fiir in der Vergangenheit eingetretene Schiden bezeichnet. Best Estimate
bedeutet, dass es sich um die reinen rechnerischen Schadenerwartungswerte handelt. Ein
hochgestelltes ¢ bzw. d kennzeichnet die Unterscheidung zwischen der auf Incurred bzw.
Paid berechneten Best Estimate Reserve. Iéf bzw. Iéld ist der zugehorige Reserveschitzer
flir das Anfalljahr i.

Ziel der Reserveberechnung ist es, die Best Estimate Reserve RY des Anfalljahres i mog-
lichst gut durch einen Schétzer Iéf zu prognostizieren. ,Moglichst gut” wird dabei durch
die mittlere quadratische Abweichung (auch mittlerer quadratischer Fehler genannt) zwi-
schen Schéatzer Iéf und Prognoseziel R{ quantifiziert. Deshalb betrachten wir im Folgen-
den die Grofse

E[(Rf — RY)?|Byl.

also die erwartete mittlere quadratische Abweichung, gegeben die bereits bekannte Ent-

wicklung von Paid und Incurred im linken oberen Abwicklungsdreieck [Mac02, S. 229]).

2.4.2 Satz (Gesamtfehlerzerlegung). Der Gesamitfehler der mittleren quadratischen Ab-

weichung
E[(Rf — Rf)?|B]

lisst sich additiv in einem Zufallsfehlerterm Var[R{|By] und einen Schdtzfehlerterm

(E[RﬂBn] — ﬁf)z zerlegen.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Bemerkung 2.3.2 Rechenregel 1, dem verallgemei-
nerten Verschiebungssatz. Die dortige Grofe h(Y) ist im Modell hier der Schitzer fiir
die Reserve Iéf, der als Funktion der Daten aus dem bekannten Abwicklungsdreieck B,

gesehen wird. Weiter nimmt R; den Platz der in 2.3.2 enthaltenen Zufallsvariablen X
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ein. Somit ergibt sich schliefilich:

E[(RS — RS)?|B,] = Var[R¢|By] + (E[RS|By] — RS)?

Zufallsfehler Schitzfehler

O]

2.4.3 Satz. Seien R{ und Iéf Reserve und Reserveschdatzer fiir das Anfalljahr i und wei-
ter Ci p und CA'i,n Endschadenstand und Endschadenstandschdtzer der Schadenzahlungen
im Anfalljohr i. Dann gilt:

E[(RS — RS)?|By] = E[(Cin — Cin)?|Bul.

n
Beweis. Es gilt: éi,n = Z ﬁi,k
k=1
Weiter gilt: ﬁi,k = S fiir alle i und fiir k <n —i + 1, weil dies die bereits bekannten

Schadenzuwéchse (linkes oberes Dreieck) sind. Es lésst sich also schreiben:

n n—i+1 n n—i+1 n
Cin=2 8= 2 S+ D Ste= 2 St ) S
k=1 k=1 k=n—i+2 k=1 k=n—i+2
Somit folgt:
. 2
n n—i+1 n
E[(Cin—Cin)? 1B =Bl Y St = D Ste+ D0 Se || 18]
k=1 k=1 k=n—i+2

=B[( Y SH— Y. S5 1Bl

k=n—i+2 k=n—i+2
A 2
= E[(R], — R{ )" 1Bl

O

2.4.4 Bemerkung. Wegen Satz 2.4.3 kann im Weiteren die mittlere quadratische Feh-
lerabschatzung von C; , — CA’,-,,, betrachtet werden. Analog zu Satz 2.4.2 kann auch hier

die Gesamtfehlerzerlegung durchgefiihrt werden:

E[(Cin — Cin)?|Ba) = Var[Cin|Ba] + (E[Cin|Bn] — Cin)”

Zufallsfehler Schitzfehler

Zufalls- und Schétzfehler werden im Weiteren separat geschétzt und dann zum Gesamt-

fehler zusammengefasst.
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2.4.1 Rekursion fiir den Zufallsfehler im Anfalljahr i

Ziel dieses Abschnittes ist die Abschidtzung des Zufallsfehlers Var[C; ,|B,] durch eine

Rekursion.

2.4.5 Bemerkung. Wegen der Unabhingigkeit der Anfalljahre (BAD 1.1) kann die
Menge By, unter der bedingt wird, auf das Anfalljahr i eingeschrinkt werden. Somit
folgt:

Var[cj,n |Bn] = Var[ci,n |Al,n_l+1]

Anfangswert der Rekursion ist der Zufallsfehler im Entwicklungsjahr k = n —i + 1. Dort
gilt Var[C,-’k}Ai,n_iJrl] = 0, da dies der letzte bekannte Schadenstand im Anfalljahr i
ist und dieser keiner Schwankung unterliegt. Gleichermafen gilt Var[Di,k}Ai,n_iH] =0
firk=n—i+41.

Fir kK > n —i 4+ 1 miissen die Schadenstéinde selbst und damit auch ihr Zufallsfehler

geschatzt werden.

Rechen-
regﬁl 4

Var[Cy [ Ain—i+1] "5 " Var[BIC [ Ai k][ Asni-1] + E[ Var[Ci | A g—11[Arn—i+1]
= Var[maj, + bi(Dj -1 — Cik—1) + Cig—1| Ain—i+1]
+E[(tf)?7il Ain—i+1]
= Var[maj, + (1 = b{)Ci g1 + b Di =1 | Ain—i+1] + (tf)*m;
= (1=b)*Var[C; k—1 | Ain—i+1] + (bf)*Var[ Di g—1 | Ai n—i+1]
+2(1 = b)bg Cov[C; k—1: D fe—i [ Ain—i+1] + (tf)*mi (2.11)

Fiir Var[Di,k‘A,-,n_Hl] ergibt sich mit mit analogen Umformungsschritten:

Var[ D; k| Ain—i+1] = (1 = b)?Var[ D; 1| Ain—it1] + (b ) Var[C; -1 | Ain—i+1]
+2(1 = b )b Cov[D; k—1: Ci 1 |Aip—it1 | + (2?7 (2.12)

Somit ist eine Rekursion fiir die beiden Zufallsfehler vorhanden.

Fiir die Schitzung der in der Rekursion enthaltenen bedingten Kovarianz

COV[Di,k_l; Cik—1 ‘Ai’n—i_l,_]] wird Modellannahme (BAD 4) verwendet. Mit dieser Mo-
dellannahme kann nun allgemein fiir die Kovarianz zwischen D; ; und C; x eine rekursive
Berechnungsformel angegeben werden. Anfangswert fiir die Rekursion ist wieder die Ko-
varianz im letzten bekannten Entwicklungsjahr n —i 4+ 1 mit

Cov[Dipn—i+1: Cip—i+1|Ain—i+1] = 0.
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Damit ergibt sich fir k >n —i + 1:

Rechen-
regel 5

Cov[Dj k: Ci k| Ain—i+1] = E[Cov[D; k: Ci x| Ai k—1]Ain—i+1]
1
+ Cov[E[C; k| A k—1]: EID; je| A k—1]| Ain—i+1]

II

LY Elpx il Ai n—i+1] = pxi
I = Cov[mag + b (Digx—1 — Cig—1) + Cik—1;
miaf + b (Cix—1 — Dij—1) + Dij—1|Ain—i+1]
= Cov[mia§ + b§D; -1 + Cij—1(1 = b§):mial + b Cig—1 + Dig—1(1 = b)| Ainit1]
= (1 = b)bIVar[C; jo—1 [ Ain—i+1] + bE(1 — b Y Var[ Dy g1 | Ai n—it1]
+ (b + (1= b)) (1 = b)) Cov[Ci g1 Di -1 [ Ain—i-+1]

Insgesamt folgt:

Cov[D; ks Ci k| Ain—i+1] = pr7i + (1 — b§)bEVar[ G g—1 | Ain—i+1]
+ bE(1 = b yVar[D; g—y | Ain—i+1]
+ (bgb + (1= b5)(1 = b)) Cov[Ci g1 Di -1 Aipn—i-+1]
(2.13)

Uber die drei Gleichungen 2.11, 2.12 und 2.13 kann nun der Zufallsfehler Var[C; ,|A; n—i+1]
rekursiv berechnet werden.
2.4.2 Rekursion fiir den Schitzfehler im Anfalljahr i

Ziel dieses Abschnittes ist, analog zum Zufallsfehler eine rekursive Berechnungsformel fiir
den Schtzfehler (E[Ci|Ba] — Cin)® anzugeben.

2.4.6 Satz. Seien C;, und D; , die Endschadenstinde fir Paid und Incurred im Anfall-

jahri und (A?,-,n und 13,-,,, die entsprechenden Schdtzer, dann gilt folgender Zusammenhang:

E[Cin|Bn] = E[Cin|Bu—i+1]
E[Di,n|8n] = E[DAi,n|Bn—i+1]-
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Beweis.
E[Cin|Ba—i+1]
= B[Cin—it1 4 mi(Min—its + Min—it3 + . +min)|Baiti]
= Cin-it1 +mi(EMin_iso+Min_its + .+ Min|Boit1])
= Cin-it1 4 7 (Bl n—i+2|Bnit1] + Elti n—i+3|Bnei+1] + ...
+ Eliitin| Bu—i+1])
Rechen-
regel 1

£ Cinmit1 + 1Bl n—i+21Ba—i+1] + E[E[i n—it3|Br—is2]|Bai+1] + -
+ E[E[#in|By—1]|Ba—i+1])

= Cin-i+1 + 7i(Min—iv2 + E[Mmin—it3|Baziv1] + ... + [Elftin|Bazit1])

= Cin—i+1+7wi(Mip—it2 + Mipn—it+3 + ... + Min)

= E[Cin|Bn]

O

2.4.7 Bemerkung. Mit Satz 2.4.6 kann der Schitzfehler wie folgt umgeschrieben wer-
den: (E[Ci.n|Ba] — Cin)? = (Cin — EICin|Bui+1])’

Weiter betrachten wir noch die folgende Erweiterung:

E[(Cin — BICinlBui+1])*1Bai+1] = Var[Cin|By—i11]

Nachfolgend werden wir per Rekursion einen Schitzer fiir die Grofe Var[é,-,n|Bn_,~+1]
berechnen. Der durch die Erweiterung zusétzlich hinzugefiigte bedingte Erwartungswert
wird spiter an geeigneter Stelle wieder weggelassen, wodurch wir dann nur noch eine ap-

proximativ giiltige Rekursion erhalten (vergleiche dieses Vorgehen mit [Mac02, S. 253]).

Der Startwert der Rekursion wird erneut durch die Schwankung O bei der letzten be-
kannten Gréfsen vorgegeben:

Fiir k =n—i + 1 gilt: Var[C; ¢ [Bazi+1] =0

Firk >n—1i + 1 gilt:

Rechen-
regel 4

Var[Ci k[ By—i1] "= " Var[E[C; k| Bx—11|Bu-i+1] + E[Var[Ci k| Bx—1][Bu—i+1]
A B
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A = B[Var[C; k|Bi—1]|Bu—i+1]
= E[Var[miag + b;(Dix—1 — Cix—1) + Cin—1|Br—1]1Ba-i+1]

=" E[Var[m; (ff, —b{ 0%_y) + b{(Dig—1 — Cix—1) + Cik1|Bi1]1Bai+1]
= E[Var[rim§ + b{(D; -1 — Cij—1 — 1 05_1) + Ci k—11Bk—1]1Buzi+1]
= E[(m)*Varig |Be_1] + (Dig—1 — Ciam1 — 1 Q5 _)*Varlbf | Be_i]
+201)(Dy g1 — Cik—y — i Q) Covlig; b |Bi—1]|Bai+1]
= E[(m)*Varlf |Be1] + (Dig—1 — Cip1 — 7 Q5 1) Var[bf |Be—1]|Ba—i+1]
~ ()2 Var[ii§ |Be_y] + (Dig—1 — Cip—y — 1 Q5_)*Var[b€ | By _4] (2.14)

Dabei folgt die letzte Gleichheit mit Lemma 2.1.14 und die Umformung der letzten Zeile
geht aus Bemerkung 2.4.7 hervor.

Fiir die beiden Grofen Var[m{|By_,] und Var[lslﬂBk_l] verwenden wir die Schitzer aus
nachfolgendem Lemma 2.4.9, flir welches wir aber noch folgende Notation einfithren miis-

sen.

2.4.8 Notation (Varianzschiitzer). Nachfolgend wird mit Var[...] ein Schiitzer fiir die Va-
rianz bezeichnet. Dieser entsteht, indem in die Varianzannahmen des Modells die Schétzer
fiir die Parameter eingesetzt werden.

Gleiches gilt fiir Cz)v[- --], welches einen Schitzer fiir die Kovarianz bezeichnet.

2.4.9 Lemma. Seien mj und 5,"( die fiir den Modellansatz 2.2.1 eingefithrten Schdatzer,

dann ldsst sich ihre bedingte Varianz abschdtzen durch

Varpis [Be ] = — K upd Varlh By _y] = ()
Z T Z i (—=— 06 )
T

i=1 i=1

Beweis. Aus Lemma 2.1.12 aus dem allgemeinen Modellansatz ist bekannt:

Varli€ [Be_y] = — 8 A Varlbt|Bey] = (ci)”
A |Be] = — "  VarlhBeoy] =

2
Yo om > mi(fik — Q5y)
i=1 i=1
Gemik der Modellwahl in Abschnitt 2.3 gilt f; _; = 2:4=1=Cik=L Wird diese Form fiir

T
: k—1 eingesetzt und zusitzlich noch der Schitzer (z¢)? aus Gleichung (2.7) fiir (t¢)?
: g k & k

eingesetzt, so folgt die Behauptung. O
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Nun setzen wir wieder die Berechnung von Var[éi,k ‘Bn_i+1] fort.

B =Var[E zk|8k 1 ‘Bn 1+1]
= Var[E[miag + b (Di k-1 — Cik—1) + Cik—11Bi1]|Ba-i+1]
= Var[m;B[a§ |Bi—1] + E[b§1Be—11(D; =1 — Cise—1) + Ci 1| Bu—i+1]
= Var[mia§ + b§ (D g—1 — Cig—1) + Cik—1|Bu—it1]
= Var[miaf + (1= b§)C; -1 + bg Dig—1|Bui+1]
= (1= b{)*Var[C k1| Ba—i+1] + (bF)*Var[ Dy g1 Bai+1]
+2(1 = b{)bi Cov[Ci k13 Di k-1 |Bn—i+1] (2.15)

An dieser Stelle wird eine Abschétzung fiir die Kovarianz zwischen éi,k—l und DA,-’k_l
bendétigt. Dies erfolgt erneut iiber eine (approximativ giiltige) Rekursion mit Anfangswert
Cov[Cix: Dig|Buit1] =0 fiir k =n —i + 1.

Fir k >n—1i + 2 gilt:

Rechen-
A A s .
Cov[Cig—1: Dik—1|Bn-i+1] € Cov[E[C i k—11Bk—2l; E[Dj k—11Bk—2]|Bn—i+1]
C
E[Cov[C; k—1: Di k—11B—2]|Bni+1]
D

C = Cov[E[C; j—1|Bk—2]: E[D; j—1|Bk—2]|Bu—i+1]
= Cov[Blmiaf_, + bf_ (D — Cix—2) + Ci g—a|Br—2);
Elmiaf_, +b¢_(Ci—2 — Dij—2) + Dj k—2|Br—s]|Bui+1]
= Cov|miaj_, + (1 — b]i_l)éi,k—z + b,‘é_llai’k_z;
mal 4+ 0 —=bd )Dix—p+bl Cix 2|Bn—i+1]
= (1 = bg_ b Var[Ci -zl Bu—i+1] + b _, (1 — b )Var[D; g |Bu—it1]+
(bf_ b¢_y + (1 —bf_D(1 - b,f_l»cOv[é,-,k_z; Di j—2|Bn—i+1] (2.16)

D = E[Cov[C; k—1; Dj k-11Bk—2]|Bni+1]
= E[Cov[maj_, + Ei_l(bi,k—z —Cik—2) + Ci s
miaf_ + b (Cig—s — Djg—2) + Dj k—2|Bk—2|Bui 1]

Mitad_ =md  —bd 0¢  undal | =m§ | —bS  0f_, (gemiif Gleichung (2.3))
gilt:
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D = E[Covlr; (i_, —b§_ 05 ) + b5 (Dig—2 — Cik—2) + Cik—2:

mi(id_ —be_ 08 )+ bf_ (Cij—2 — Dig—2) + D g—2|Br—]|Bu—i+1]

= E[Cov[mim§_, + b (Dig—2 — Cik—a — 1 05 _,) + Cix—a;

w468 (Cik—a— Digo—mi 0% ) + Dik—2|Bk )| Bai+1]

Nachfolgend setzen wir als abkiirzende Schreibweise Xl(c:—z = lii’k_z - éi,k—z -0,

o d A A d
und Xk—2 = Ci,k—2 — Di,k—Z — T Qk—2'

D = E[COV[?‘[il’IA’Zz_I + 52_1)2,g_2 + ék—2§ nil’fiz_l + 5/?—1)25—2 + Dk_2|Bk_2]|Bn_i+1]

= E[(m)*Cov[ml_imé | |Br_p) + mi X, Covlimé_:b¢ | |Br_s]

+ X¢_,miCov[bs_ il |Beool + X¢_,X{ ,Covlb§_ b2 1Be_s]|Bu—i+1]

= (mi)*E[Cov[m§_ ;i |Be—sl|Ba—it1] + mi XZ_,E[Covim§_ b 1Be—s]|Bai+1]

+ )elg—zni E[COV[bA]i_l ; "hk_l | Bk —2] ‘Bn—i+1]
+ Xlg—z)glg—zE[COV[l;/i_ﬁl;g_l |Br—2] ‘Bn—i+1]

2 ~ ) > d ~ . pd
~ (7;)*Cov[my_y;my_y |Br—a] + mi Xi_,Covlmy_,:bi_|Br—]

+ X{_,miCovl[bS_smé|Br_p) + X{_,X{ ,Covl[bS_,:b¢ | |Br_s] (2.17)

Die letzte Umformung, das Weglassen des bedingten Erwartungswertes geht wie vorher

auf die Bemerkung 2.4.7 zuriick. Die vier verbleibenden Kovarianzen werden mit folgen-

dem Lemma geschétzt.

2.4.10 Lemma. Seien n%i 132 n%;j und l;,‘f die Schatzer der gleichnamigen Parameter aus

Modellansatz 2.2.1 und By_, die bekannte Schadenabwicklung des linken oberen Dreiecks

gemdfl Notation 2.1.9. Es gilt:

1. Covlmg_ g |Br—s] = 25—
2
i=1
n—k+2
Z lak—lﬂiYkC_z
A ond e _ i=1 v
2. Covlmg_ ;by_,|Br—2] = " ) mit Yy,
2
2, Wi)’mi ) m
n—k+2
A d
Z Pr—17i Yy,
A orhd . 5C _ i=1 L ye
3. Covlbg_,;my_|1Br—2] = P ks it Yy,

Yo om(Ve ) Y m

i=1 i=1

_ Dk2-Ck—> _ e
- T Qk—2

_ Dx2-Ck—>_ nd
- T Qk—2



2.4 Fehlerabschitzung fiir den Modellansatz 2.2.1 47

n—k+2
~ d
Y hemYiLYE,
—— Ad . AC _ l:1
4. COV[bk_l,bk_1|Bk—2] T n—k+2 n—k+2

Yo omYE)P Y m(EL)?

i=1 i=1

Beweis. Der Beweis wird exemplarisch fiir 1. durchgefihrt, fiir 2. bis 4. verlduft er dann

analog.

Covlié_imd_ | |Br_s]

n—k+2 n—k+2
Y Cik—1—Cikoa Z Djk—1=Djk—2
=1 Jj=1
= Cov| - ; By _
n—k—+2 n—k+2 k=2

2 2. 7
j=1

i=1

n—k+2n—k+2 COV[Ci,k—l —Cix—2:Djp—1— Dj,k—z‘Bk—z]

- 2 2—:1 k2
o (X =)

Jj=1
BAD 1.1 _ .
EBAR 1.23 nk+2 COV[Ci,k—l —Cig—2;Dijk—1— Di,k—z‘Bk—z]
- - n—k+2 2
" (X ™)
Jj=1
n—k+2
Z i P—1
(BAD 4) =1 _ Pk—1
- n—k+2 5 T on—k+2
(X =) XY=
j= j=1

Die Behauptung folgt durch Einsetzen des Schétzers pr_q aus Gleichung (2.9) fiir pr_;.
O

Mit den Gleichungen (2.16) und (2.17) ist nun eine rekursive Berechnungsformel fiir
Cov[(j’,-,k_l; lﬁi,k—l ‘Bn—i—}-l] vorhanden. Insgesamt ergibt sich mit den Gleichungen (2.14),
(2.15), (2.16) und (2.17) fiir den Schétzfehler folgende approximativ giiltige Rekursions-

formel:
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Var[C; k| Bu—i+1] ~ (mi)*Varlig |Be—1] + (D g1 — Ci k-1 — 7 05 _)* Var[bg| By 1]
+ (1= b)*Var[Ci g1 Bu—i+1] + (bf)*Var[ D; g1 [Bp—i+1]
+ 201 = b (1 = b _ )b Var(Cr ko |Bymio1]
+ by (1 = b{_)Var[D; x5 |Bp—i+1]
+ (bg_y + by + (1 =bf_)(1 = b)) Cov[C; k23 Di k—2|Ba—i+1]
+ ()2 Cov[m§_smd | |Br_o] + mi X2, Cov[m§_ ;b |Br_s]

+ X¢_miCov[bS_ 1wl |Be_s] + X¢_, X2 Cov[h_,: 5,5_1|Bk_2]]

In dieser Formel werden fiir by die entsprechenden erwartungstreuen Schitzer eingesetzt,
fiir die Varianzen von my und by die Schitzer aus Lemma 2.4.9 und fiir die Kovarianzen
zwischen my und by die Schitzer aus Lemma 2.4.10 verwendet. Die Kovarianz zwischen
C und D wird geméfs angegebener Rekursionsformel ermittelt.

Somit ist eine komplette Rekursion fiir die Abschétzung des Schétzfehlers gegeben und

es kann im Weiteren die Berechnung eines Gesamtfehlers betrachtet werden.

2.4.3 Fehlerabschitzung fiir die Gesamtreserve

In diesem Abschnitt soll eine Abschétzung des Fehlers fiir die Gesamtreserve R¢ bzw.
RY bestimmt werden. Die Gesamtreserve und der Schiitzer fiir die Gesamtreserve sind

wie folgt definiert:

2.4.11 Notation (Gesamtreserve, Gesamtreserveschitzer). Seien R und Rid die Reserve
des Anfalljahres i und I%f und I%ld die zugehodrigen Schitzer der Reserve, dann ist die

Gesamtreserve bzw. deren Schétzer iiber alle Anfalljahre definiert als:

n n n n
RO=3RS, RI=3RE. brw. RO=R. RI=Y &Y
=2 =2 =2 =2

Analog zur Fehlerabschédtzung des Anfalljahres i betrachten wir fiir die Gesamtreserve
die mittlere quadratische Abweichung zwischen R¢ und R¢ gegeben die bereits bekannte

Entwicklung von Paid und Incurred. Wir betrachten also

n noo s
E[(Z RS — ZR,.C)
=2 =2

bzw. dessen Zusammensetzung als Summe aus Zufalls- und Schétzfehler.

B,
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n n R 2 n n n . 2
(YR =D &) |Ba] = var[ 3 re[BA ]+ (B[ D RS [Ba] - 3 )
i=2 i=2 =2 i=2 i=2

Gesamtfehler Zufallsfehler Schitzfehler

Gemifs Satz 2.4.3 und Bemerkung 2.4.4 kann dazu auch dquivalent betrachtet werden:

E[(ici,n - iéi,n)z Bn] = Val"l:ici,n Bn] + (E[ici,n Bn] - iéi,n)z
i=2 i=2 i=2 i=2 i=2

Gesamt fehler Zufallsfehler Schitzfehler

Im folgendem wollen wir wieder Zufalls- und Schétzfehler separat betrachten.
Der Zufallsfehler kann aufgrund der Unabhéngigkeit der Anfalljahre (gegeben durch
(BAD 1.1)) und Bemerkung 2.4.5 folgendermafen umgeformt werden:

n n n
Var[zci,n Bn:| = ZV&F[C,'," Bn] = ZV&I”[C,‘J, Ai,n—i+1:|
i=2 i=2 i=2
Der Zufallsfehler fiir die Gesamtreserve ergibt sich also durch einfaches Summieren des
Zufallstehlers pro Anfalljahr, fiir welchen in Abschnitt 2.4.1 die entsprechenden Berech-
nungsformeln hergeleitet wurden.

Der Schétzfehler wird zunéchst folgendermafen umgeformt:

<E[2cm3n]—l,zj;a,n>2

( Czn|Bn] CA‘i,n))z
i=
n

I\)

(E[Cl n|Bn] - Cl n + 2 Z Cz n— E[C, n|B ])(Cj n— E[Cjn|8 ])

i=2 i,j=1

i#]
Der erste Summand der letzten Zeile kann wie der Zufallsfehler leicht berechnet werden,
da lediglich der Schétzfehler pro Anfalljahr summiert wird. Dieser wurde bereits in Ab-
schnitt 2.4.2 berechnet.
Die Berechnung der Doppelsumme hingegen, erfordert noch weitere Berechnungen, wie
etwa die Bestimmung von Cov[éi’k;CAj,HBn_iH] firk >n—i+4+1und i # j. Diese
Berechnung iiberschreitet aber den Umfang der vorliegenden Bachelorarbeit und wird

deshalb nicht weiter ausgefiihrt.






51

3 Praktische Anwendung

3.1 Ziel und Ablauf

Im folgendem Kapitel soll das Bavarian Additiv Verfahren anhand von Sachversicherungs-
daten des BLBV (Bayerische Landesbrand Versicherung AG, Miinchen) in die Praxis
umgesetzt werden. Hierzu werden zunéchst die vorliegenden Daten dahingehend iiber-
priift, ob sie sich fiir ein additives Reserveverfahren grundsétzlich eignen. Danach wird
untersucht, ob der nétige Zusammenhang zwischen Paid und Incurred fiir die Anwen-
dung des Bavarian Additivs vorhanden ist. Im Zuge der eigentlichen Reserveberechnung
folgen dann einige Eingriffe in die Daten und speziell getroffene Annahmen werden genau-
er erldutert. Abschlieftend wird das Ergebnis der Reserveberechnung mit dem Bavarian
Additiv dem Ergebnis mit dem klassischen Additiven Verfahren gegeniibergestellt und

kommentiert.

3.2 Daten und Modellvoraussetzungen

Die vorliegenden Daten, anhand derer das Bavarian Additiv Verfahren in die Praxis um-
gesetzt wird, sind Schadendaten aller Sachversicherungen des gesamten BLBV. Haupt-
anteil dieser Schéden sind Feuerschiden, die beispielsweise aus der Industriefeuerver-
sicherung/Betriebsunterbrechung, der landwirtschaftlichen Feuerversicherung oder der
Wohngebédudeversicherung stammen. Dariiber hinaus sind in den Schadendaten noch an-
dere Sachversicherungen, wie beispielsweise Einbruch und Diebstahl oder Leitungswasser
vertreten, allerdings mit einem geringeren Anteil. Die Daten liegen in Form zweier Ab-
wicklungsdreiecke vor, die zum einen die Schadenzahlungen (Paid) und zum anderen die
Schadenaufwéinde (Incurred) fiir die Anfalljahre ab 1998 enthalten. Bei den Sachversi-
cherungen handelt es sich um eine sogenannte ,short tail“ Sparte, d.h. der Grofiteil des
Schadens wird in den ersten Entwicklungsjahren nach dem Anfalljahr reguliert. Daher
sind im nachfolgenden, z.B. beim Uberpriifen von Modellvoraussetzungen, die ersten EJ
nach Schadeneintritt von grofter Bedeutung, wohingegen die EJ am Ende der Schadenab-
wicklung kaum noch Einfluss auf die Reserveschitzung besitzen. Bevor mit der Reserve-
berechnung begonnen wird, priifen wir zunéchst, ob die gegebenen Daten einen additiven
Modellansatz zulassen. Hierfiir wird fiir festes k der Schadenzuwachs C; y — C; —; fiir
jedes Anfalljahr i gegen die Pramie m; geplottet und gepriift, ob die Punkte in etwa
auf einer Gerade liegen. Die Steigung der Gerade entspricht dann in etwa dem AUSQZ-

Schéitzer mi aus dem klassischen additiven Reserveverfahren.
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Priifen der additiven Modellvoraussetzungen (Paid)

140000000

120000000

y = 0,3381x - 6E+07
100000000

80000000

® Entwicklungsjahr 2

60000000
Entwicklungsjahr 3

Schadenzuwachs

40000000

y = 0,1399x - 4E+07

20000000 /

0
300.000.000 350.000.000 400.000.000 450.000.000 500.000.000

Pramie

Abbildung 1: Plot der Prémie gegen den absoluten Schadenzahlungszuwachs

Abbildung 1 zeigt auf der y-Achse die Schadenzuwéchse C;  —C; x—; und auf der x-Achse
die zugehérige Pramie fiir das Anfalljahr i. In vorliegender Grafik wurden die additiven
Modellvoraussetzungen fiir die Entwicklungsjahre 2 und 3 fiir Paid gepriift. Bei beiden
zeigt sich ein positiver linearer Zusammenhang zwischen Préamie und Schadenzuwachs,
wodurch der Annahme, auf diese Daten ein additives Reserveverfahren anzuwenden zu

konnen, nicht widersprochen werden kann.
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Priifen der additiven Modellvoraussetzungen (Incurred)
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Abbildung 2: Plot der Pramie gegen den absoluten Schadenaufwandszuwachs

Ein dhnliches Bild zeigt sich bei Incurred. Auch hier wurde fiir die Entwicklungsjahre 2
und 3 der absolute Schadenzuwachs C; x — C; x—1 gegen die Pramie 7; gezeichnet. Beim
Entwicklungsjahr 2 zeigt sich ein positiver linearer Trend. Hingegen beim Entwicklungs-
jahr 3 ein schwach negativer. Dies bedeutet heuristisch gesprochen fiir Entwicklungsjahr
2: je mehr Pramie vorhanden war, desto hther war der Zuwachs des Schadenaufwands
(Zahlung -+ Reserve). Fiir Entwicklungsjahr 3 hingegen bedeutet dies, je mehr Prémie
vorhanden war, desto stirker ging der Schadenaufwand (wenn auch nur leicht) zuriick,
d.h. es wurden vor allem Reserven aufgeldst, weil sich eine Besserentwicklung des Scha-
dens als urspriinglich angenommen eingestellt hat. Insgesamt sind fiir beide Entwick-
lungsjahre lineare Zusammenhinge erkennbar, womit auch dies die Anwendung eines
additiven Reserveverfahrens stiitzt.

Nachdem nun die Modellvoraussetzungen fiir das additive Reserveverfahren getestet wur-
den, ist noch zu priifen, ob der fiir die sinnvolle Anwendung des Bavarian Additiv notwen-
dige Zusammenhang zwischen den beiden Abwicklungsdreiecken in Form einer Korrelati-
on zwischen Vorjahresreservequote und Schadenquotenzuwachs besteht. Auch hier wird
dies wieder fiir die fiir die Reserveberechnung besonders relevanten Entwicklungsjahre 2

und 3 gepriift.
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Abhangigkeit des Schadenzuwachs (Paid) von der
Reservequote des Vorjahres
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Abbildung 3: Plot der Reservequote gegen den Schadenquotenzuwachs (Paid)

In Abbildung 3 wurde die Reservequote des Vorjahres b auf der x-Achse ge-

Cik—Cik—1
—

ik—1—Ci k-1
i

gen die Schadenquotenzuwéichse auf der y-Achse aufgetragen. In der Grafik
siecht man deutlich, dass eine hohe Reservequote im Vorjahr immer zu einer hoheren
Auszahlung im Folgejahr gefiihrt hat. Es besteht also mit hoher Wahrscheinlichkeit eine
positive lineare Abhéngigkeit zwischen der Reserve des Vorjahres und dem Schaden-
quotenzuwachs. Somit ist also ein Zusammenhang (Korrelation) zwischen den beiden

Abwicklungsdreiecken vorhanden, was fiir die Verwendung des Bavarian Additiv spricht.
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Abhangigkeit des Schadenzuwachs (Incurred) von der
Reservequote des Vorjahres
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Abbildung 4: Plot der Reservequote gegen den Schadenquotenzuwachs (Incurred)

Etwas anders sieht die Situation filir die Entwicklungsjahre 2 und 3 bei Incurred aus.
Hier zeigt sich fiir das Entwicklungsjahr 2 ein eher untypischer positiver linearer Zusam-
menhang zwischen Reservequote des Vorjahres und Schadenquotenzuwachs. Bei Incurred
wiirde man eher davon ausgehen, dass auf hohe Reserven tendenziell Reserveauflosungen
bzw. kleinere Zuwéchse im Schadenaufwand folgen. Dieser Zusammenhang ist fiir das
Entwicklungsjahr 3 in Form einer negativen Korrelation leicht zu erkennen. Allgemein
lasst die Grafik vermuten, dass bei Incurred eine weniger signifikante Abhéngigkeit zwi-
schen Vorjahresreserve und Schadenquotenzuwachs besteht, als dies bei Paid der Fall war.
Heuristisch gesprochen deutet dies darauf hin, dass sich die tatsdchliche Schadenabwick-
lung wohl eher an der Incurred als an der Paid-Prognose orientiert. Dass Hinzufiigen der
Incurred-Information zu den Paid-Daten hat also einen wesentlich stirkeren Einfluss auf
die Reserveberechnung als das Hinzufiigen der Paid-Information zu den Incurred-Daten.
Dies lasst sich folgendermafen erkldren: Die hohe beobachtete Abhéngigkeit bei Paid
(vgl. Abbildung 3) wird bewirken, dass das Bavarian Additiv die Paid-Prognose stark
zur Incurred-Prognose zieht. Umgekehrt wird dies wegen der schwachen Abhingigkeit

bei Incurred nicht so stark der Fall sein.

3.3 Anpassen der Daten

Bei den vorhandenen Daten handelt es sich nicht um konstruierte, sondern in der Realitét
erhobene Schadendaten und diese sind nicht frei Trendentwicklungen. Daher muss im
Weiteren noch ein Eingriff in die Daten in Form von Ausgewichtungen erfolgen bevor mit
der Berechnung von Schitzern begonnen werden kann. Wir betrachten hierfiir jeweils fiir

Cik—Cirk—1 D x—Di k-1
7[—1’ bzw. —_—

Paid und Incurred die individuellen Schadenquotenzuwéchse ™
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der relevanten Entwicklungsjahre und untersuchen diese auf Trends.

AY 2 3 4 5

2 3 4 5
17,08% 2,38% 0,36%
1999 2,94% 0,31%
2000 18,36% 2,45% 0,56% 0,30%
2001 19,29% 2,03% 0,51% 0,32%
2002 19,41% 2,67% 0,10% 0,13%
2003 16,22% 1,39% 0,68% 0,21%
2004 [27,98% 13,21% 1,57% -0,14% 0,15%

2005
2006

17,80%
16,67%

1,38% 041% 0,13%

2007 0,32%
2008 16,43% 0,64%

2009 | 30,90% 19,36% 2,79% 0,83%

2010 | 27,43% 19,00%

2011 [27,31% 18,15%

2012
2013
2014
2015

22,25%
24,38%

1998

-2,00% -1,06%

1999 0,73% -1,36% -0,66%
2000 -0,59% -0,86%
2001 -2,05% -0,76%
2002 1,24% -1,64%
2003 [54,53% 0,98% -1,45%

2004 |45,40% 0,33%
2005 | 57,05% 1,44% -1,59%

2006 |54,63% 0,06% -1,55%

2007

2008 | 53,81% -0,83%
2009 | 57,28% -1,69% -0,93%
2010 |53,31%

2011 |51,03%

2012
2013

2014

2015

LDF [30,92%] 19,45%] 3,10% | 0,87% | 0,32% | |

LDF [58,20% [ 2,08% | -1,31% | -0,93% | -0,56% |

(a) Paid

(b) Incurred

Abbildung 5: Schadenquotenzuwichse der Entwicklungsjahre 1 bis 5

Abbildung 5 zeigt die individuellen Schadenquotenzuwichse fiir Paid und Incurred fiir alle
Anfalljahre seit 1998 fiir die Entwicklungsjahre 1 bis 5. Die Zeile LDF (Loss Development

Factor) enthélt die gewichteten mittleren Schadenquotenzuwichse je Entwicklungsjahr.

Individuelle Entwicklungsfaktoren die unter dem mittleren Schadenquotenzuwachs liegen

sind griin geférbt, iiberdurchschnittliche rot. Beim genaueren betrachten der Abbildun-
gen stellt man fest, dass in den Anfalljahren 1998 bis 2004 bei Paid in den Entwick-

lungsjahren 2 bis 4 eine stark unterdurchschnittliche Entwicklung vorhanden ist. Diese

Abwicklungsfaktoren werden als fiir heutige Berechnungen nicht mehr représentativ ange-

sehen und daher bei der Reserveschéatzung ausgewichtet. Dies bedeutet, dass diese Werte

fiir die Schétzung des LDF und bei sdmtlichen anderen zu berechnenden Schitzwerten

nicht mehr miteinbezogen werden. Nachdem die genannten Jahre ausgewichtet werden
andern sich die LDFs der Entwicklungsjahre 2 bis 4 von 19,45 %, 3,10 % und 0,87 %
auf 20,25 %, 3,71 % und 1,18 %. Bei Incurred ldsst sich ein solcher Trend zumindest
im Entwicklungsjahr 2 fiir die Anfalljahre 1998 bis 2006 erkennen. Da die vorgenomme-

nen Ausgewichtungen fiir beide Abwicklungsdreiecke moglichst gleich sein sollen, wird

fiir Incurred aber nur der Zeitraum 1998 bis 2004 im Entwicklungsjahr 2 ausgewichtet.

Nach den Ausgewichtungen énderte sich der LDF von Entwicklungsjahr 2 von 2,08 %

auf 2,95 %. Diese Anderungen mdgen zunichst gering erscheinen, besitzen aber aufgrund

der hohen Primienvolumina durchaus Einfluss. Ferner haben die ausgewichteten Werte

keinen Einfluss mehr auf die Bestimmung des Korrelationsparameters A, des Bavarian
Additiv.
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3.4 Residuenkorrelation

Im néchsten Schritt wollen wir die fiir das Bavarian Additiv wichtige Korrelation zwi-
schen den Abwicklungsdreiecken, welche im Parameter A; erfasst wird, bei den gegebenen

Daten analysieren.

Entwicklungsjahr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 [ 12 | 13 | 14 [ 15 | 16
Korrelation pro EJ: 96% [ 96% | 88% | 57% [ 67% | 73% | 45% | 12% |-41%|-87%| 71% | 44% |-36%| 73% |-78%

Abbildung 6: Korrelation zwischen Schadenquotenzuwachs und Reservequote des Vor-
jahres pro Entwicklungsjahr (Paid)

Abbildung 6 zeigt die individuelle Korrelation A7 zwischen Schadenquotenzuwachs und
Reservequote des Vorjahres fiir die Paid-Daten. Die Korrelation wird deshalb als ,indivi-
duell“ bezeichnet, weil sie pro Entwicklungsjahr gemessen wird. Hier ist die individuelle
Korrelation fiir die Jahre 2 bis 16 abgebildet. Fiir die letzten beiden Jahre 17 und 18 ist
eine Berechnung aufgrund der wenigen Datenpunkte nicht moéglich. Im Entwicklungsjahr
1 existiert keine Vorjahresreservequote und damit auch keine entsprechende Korrelation.
Entgegen dem im Theoriemodell eingefiihrten entwicklungsjahrabhingigen Korrelations-
parameter Ap ()L]‘f) ist man in der Praxis aufgrund der Stabilitdt von Schétzungen daran
interessiert, einen Korrelationsparameter A€ (Ad) fiir alle Entwicklungsjahre gemeinsam
zu schitzen. Hierzu wollen wir nun anhand der anfalljahresabhingigen Korrelation in
Abbildung 6 priifen, ob der Ansatz einer allgemeinen Korrelation gerechtfertigt ist.

Bei den vorhandenen Korrelationen fallt auf, dass in den ersten Entwicklungsjahren ein
sehr starker positiver Zusammenhang festzustellen ist. Ab ca. Entwicklungsjahr 8 ist die
Korrelation sehr volatil. Dies liegt vor allem daran, dass die Korrelation in spéteren Ent-
wicklungsjahren nur mit sehr wenigen Punkten geschitzt werden kann, wie beispielsweise
im EJ 16 mit 3 Werten. Eine gemeinsame Korrelation fiir alle Entwicklungsjahre anzuset-
zen erscheint nicht angemessen weshalb wir dazu iibergehen, den Korrelationsparameter
A, fiir Gruppen von Entwicklungsjahren {iber eine Residuenkorrelation zu schitzen (ver-
gleiche dieses Vorgehen mit [QM, S. 25]). Die Verwendung von Residuen ermoglicht es,
durch die Normierung von Werten eine Korrelation fiir mehrere Entwicklungsjahre ge-
meinsam zu schétzen. Hier erfolgt dies nun fiir alle EJ ab EJ 8.

Auch fiir die Entwicklungsjahre 2 bis 7, fiir die ein sehr starker Zusammenhang zwischen
Reservequote des Vorjahres und Schadenquotenzuwachs messbar ist, wird eine gemein-
same Residuenkorrelation angesetzt. Zum einen, da auch hier aufgrund der Trendberei-
nigung in den Daten die Schitzung der Korrelation teilweise auf eher wenigen Daten-
punkten beruht. Zum anderen deshalb, weil die Schéitzung der Korrelation iiber mehrere
Jahre moglichst stabil bleiben und sich nicht durch jede neu hinzukommende Diagonale
komplett dndern soll. Um diese Stabilitét zu erreichen werden also mehrere Entwicklungs-

jahre zu einer Gruppe zusammengefasst und fiir diese eine gemeinsame Korrelation, auf



58 3 Praktische Anwendung

vielen Punkten beruht, geschitzt. Bei den vorliegenden Paid-Daten erfolgt dies nach qua-
litativen Uberlegungen fiir die Entwicklungsjahre 2 bis 7 sowie fiir die Entwicklungsjahre
8 bis 18.
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Abbildung 7 zeigt, wie die gemeinsame Schétzung des Korrelationsparameters Af fiir
die Entwicklungsjahre 2 bis 7 mittels Residuen erfolgt. Die roten Punkte in der Grafik
sind die Residuen derjenigen Werte, welche im vorherigen Schritt ausgewichtet wurden.
Diese haben keinen Einfluss auf die berechnete Korrelation. Die Korrelation wird aus-
schliefslich mit den blauen Punkten berechnet, indem gemil einer linearen Regression
eine Ursprungsgerade ,optimal* (Minimum-Quadrat-Methode) in die Punkte eingepasst

wird. Deren Steigung gibt die gesuchte Korrelation an. Bei den gegebenen Daten ergibt

Abbildung 7: Residuenplot der Entwicklungsjahre 2 bis 7 fiir Paid

sich nun eine Residuenkorrelation von 0,77 bzw. 77 %.
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Residuenplot EJ 8 bis 18
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Abbildung 8: Residuenplot der Entwicklungsjahre 8 bis 18 fiir Paid

Abbildung 8 zeigt die Schitzung der Korrelation mittels Residuen fiir die restlichen
Entwicklungsjahre 8 bis 18 von Paid. Hier ergibt sich fiir den Paramter A7 ein Wert von
0,03 bzw. 3 %.

Entwicklungsjahr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 |12 | 13 [ 14 [ 15 [ 16
Korrelation pro EJ: -74%)] 19% | 23% | 40% | 31% [ 28% |-53%) 50% | 3% [91% | 32% [ 10% | 37% | 83% [ 4%

Abbildung 9: Korrelation zwischen Schadenquotenzuwachs und negativer Reservequote
des Vorjahres pro Entwicklungsjahr (Incurred)

Abbildung 9 zeigt die individuelle Korrelation A]”cl zwischen Schadenquotenzuwachs und
negativer Reservequote des Vorjahres fiir die Incurred-Daten. Man sieht eine sehr volatile
Korrelation zwischen Schadenquotenzuwachs und negativer Reservequote des Vorjahres.
Um eine moglichst stabile Schitzung zu erhalten wird eine gesammelte Residuen Korre-
lation iiber alle Entwicklungsjahre geschitzt. Gruppen von Entwicklungsjahren zu bilden

wie bei Paid erscheint hier aufgrund der hohen Schwankung nicht sinnvoll.
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Residuenplot fiir die Entwicklungsjahre 2 bis 18
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Abbildung 10: Residuenplot der Entwicklungsjahre 2 bis 18 fiir Incurred

In Abbildung 10 sind die Residuen der negativen Reservequote des Vorjahres gegen die
Residuen der Schadenquotenzuwichse von Incurred der Entwicklungsjahre 2 bis 18 ge-
meinsam abgebildet. Rote Punkte bezeichnen wieder die in Abschnitt 3.3 ausgewichteten
Werte. Diese haben auf die Bestimmung des Parameters )L]”Cl keinen Einfluss. Insgesamt

ergibt sich durch den Residuen Ansatz ein Parameter /\]‘f von 0,19 bzw. 19 %.
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3.5 Vergleich der Verfahren

Ergebnisvergleich klassisches Additives Verfahren vs. Bavarian Additiv
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Abbildung 11: Ergebnisvergleich klassisches Additives Verfahren, Bavarian Additiv

In Abbildung 11 werden nun die Ergebnisse der klassischen Additiven Reserveberechnung
mit denen des Bavarian Additiv verglichen. Hierzu sind in der Grafik auf der x-Achse
die Anfalljahre 1998 bis 2015 und auf der y-Achse der jeweilige Quotient aus Paid- und
Incurred-Endschadenstand (Ultimate) aufgetragen.

Fiir das jiingste Anfalljahr 2015 ergibt sich fiir das klassische Additive Verfahren ein
(P/I)-Endschadenstand von ca. 86 %. Im Vergleich dazu liefert das Bavarian Additiv
einen (P/I)-Endschadenstand von ca. 99 %. Das bedeutet, dass die Liicke, die bei getrenn-
ter Projektion der Endschadenstinde mit dem klassischen Additiven Verfahren entsteht,
durch das Bavarian Additiv sehr gut geschlossen wird. Dieser Effekt ist vor allem bei den
jungen Anfalljahren 2012 bis 2015 zu sehen. Fiir &ltere Anfalljahre vor 2011 ist dieser
Effekt nicht mehr so stark sichtbar, da diese Anfalljahre schon weitestgehend abgewickelt

sind und daher Paid und Incurred ohnehin schon sehr nahe beieinander liegen.
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4 Schlussbemerkung

Das Bavarian Additiv hat bei der Anwendung auf echte Daten gezeigt, dass es das ein-
gangs formulierte Ziel sehr gut erfiillt. s verringert die Liicke zwischen Schadenzahlungs-
und Schadenaufwandsreserveschitzung, die bei Anwendung des klassischen Additiven
Verfahren entsteht, indem es beide Projektionen zusammenfiihrt. Das Verfahren besitzt
ein vollstdndiges mathematisches Modell, die Schitzung der Parameter beruht auf der
gingigen Methode der kleinsten Quadrate und fiir alle verwendeten Schitzer wurde die
Erwartungstreue bewiesen. Dariiber hinaus ist eine detaillierte Fehlerabschitzung vor-
handen, mit der man eine Aussage iiber die Qualitit der geschitzten Best Estimate
Reserve erhélt und mit der man das Verfahren auch mit anderen Reserveverfahren ver-

gleichen kann.

Fiir eine sinnvolle Anwendung des Bavarian Additiv ist es notwendig, das Modell und
seine Schétzer genau zu kennen bzw. zu wissen, welche reale Grofie hinter welchem Schét-
zer im Modell steht. Daher wurde im Theoriekapitel dieser Arbeit versucht die Schétzer
fiir @ und b so umzuformen, dass sich der praktische Anwender etwas vorstellen kann.
Insbesondere das im Theorieteil vorgenommene Aufspalten und Erweitern des Schétzers
b in einen Korrelationskoeffizienten A und den Quotienten der Standardabweichungen
von Reservequote und Schadenzuwachsquote hilft in der Praxis, die berechneten Schit-
zer einfacher interpretieren und mdogliche unplausible Entwicklungen schneller erkennen

zu konnen.

Wichtigster zu schétzender Parameter ist sicherlich der Parameter A. Durch ihn wird
das Zusammenwirken von Paid- und Incurred in Form einer Korrelation quantifizierbar.
Negative Werte fiir A konnen je nach Datenlage auftreten, sind aus praktischer Sicht
aber nie sinnvoll. Etwa wiirde die anschauliche Interpretation eines negativen Korrelati-
onsparameter A bei Paid im hiesigen Modell lauten, dass immer dort, wo besonders viele
Reserven vorhanden sind, eine besonders niedrige Auszahlung folgt. In der Realitét wire

ein solcher Zusammenhang allerdings dufserst fragwiirdig.

Wie sich im Praxisteil gezeigt hat, ist es unter Umstanden notwendig, als Modellierer ma-
nuell in das Verfahren einzugreifen, um sinnvolle Ergebnisse bei der Bestimmung der Best
Estimate Reserve zu gewdhrleisten. Im Kapitel Praktische Anwendung wurde ein solcher

Eingriff beispielsweise durch die Verwendung einer Residuenkorrelation aufgezeigt.

Mit dem hier vorgestellten Bavarian Additiv ist die Hoffnung verbunden, dass eine erwar-
tungstreue Schitzung der Reserve, die auf einer groferen Information (Paid und Incurred

Abwicklung) beruht, zu besseren Prognoseergebnissen fiithren kann.



64 4 Schlussbemerkung

Erklirung

Ich versichere, dass ich die vorliegende Arbeit selbstéindig verfasst, noch nicht an-
derweitig fiir Priifungszwecke vorgelegt, keine anderen als die angegebenen Quellen
oder Hilfsmittel beniitzt sowie wortliche und sinngeméife Zitate als solche gekenn-

zeichnet habe.

Rosenheim, den 14.03.2017




65

Literaturverzeichnis

[DAV13| Klausur Spezialwissen Schaden. 2013. - Deutsche Aktuarvereini-

[Mac02]

[Mac09]

[QM]

gung e. V., Verdffentlicht auf "https://aktuar.de/Loesungsvorschlaege_
klausuren/musterloesungen/004SMusterloesung2013.pdf Letzter Zugriff
am 25.02.2017

MAcK, Thomas: Schadensversicherungsmathematik. Karlsruhe : Verlag Versi-
cherungswirtschaft, 2002

MAcK, Thomas: Vortragsskript: Munich Chain Ladder. Wien: OFdV Seminar
,Stochastische Schaden-Reservierung “, 5./6. November 2009

QUARG, Gerhard ; MACK, Thomas: Munich Chain Ladder. Miinchner

Riickversicherungs-Gesellschaft



