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Zusammenfassung

Die europäische Aufsichtsbehörde für das Versicherungswesen und die betrieb-

liche Altersversorgung (EIOPA) hat mit Solvency II eine Richtlinie für Versi-

cherungsunternehmen festgelegt, um das Risiko der Insolvenz zu kontrollieren.

In diesem Rahmen sind Unternehmen verp�ichtet das 99, 5%-Quantil ihrer zu-

künftigen Basiseigenmittel zu berechnen. Vereinfacht ausgedrückt entsprechen

die Basiseigenmittel dem Marktwert der Anlagen des Unternehmens abzüglich

des Marktwerts der versicherungstechnischen Verp�ichtungen (Liabilities). In

der Lebensversicherung ist die Bestimmung des Marktwerts der Liabilities auf

Grund von möglichen Stornos und nicht absicherbaren Risiken kombiniert mit

langen Vertragslaufzeiten besonders schwierig. Sowohl in der akademischen

Forschung als auch in der Praxis werden daher überwiegend Monte-Carlo Me-

thoden untersucht und umgesetzt. Aktuell ist neben dem Least Square Monte-

Carlo Verfahren die Approximation über replizierende Portfolios das meist-

verwendete Verfahren. Hierbei wird versucht die durch Liabilities erzeugten

Cash-Flows mit einem statischen Portfolio aus Finanzinstrumenten nachzu-

bilden. Der Wert der zukünftigen Liabilities wird anschlieÿend mithilfe dieses

Portfolios geschätzt.

Diese Arbeit behandelt die Berechnung über replizierende Portfolios aus theo-

retischer Perspektive. Zunächst wird die Zielgröÿe allgemein als Risikomaÿ auf

der Wahrscheinlichkeitsverteilung der zukünftigen Basiseigenmittel de�niert.

Zur Findung eines adäquaten replizierenden Portfolios wird eine Klasse von

Optimierungsproblemen eingeführt, die den Abstand zwischen den Cash-Flow

Pro�len der Liabilities und des replizierenden Portfolios minimieren soll. Der

Abstand wird dabei mithilfe einer Norm auf dem Raum der Zufallsvariablen

quanti�ziert. Insbesondere beinhaltet diese Klasse ein neues Optimierungspro-

blem, das bisher sowohl in der akademischen Forschung als auch in der Praxis

unbekannt war. Die Lösung dieser Optimierungsprobleme ist ein replizierendes

Portfolio dessen zukünftiger Marktwert den der Liabilities in jedem Szenario

möglichst genau tre�en soll. Durch Ersetzen der Liabilities mit dem replizie-

renden Portfolio wird die Zielgröÿe schlieÿlich approximiert.

Für die gesamte Klasse von Optimierungsproblemen wird bewiesen, dass der
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Approximationsfehler Lipschitz-stetig bezüglich dem minimalen Zielfunktions-

wert ist. Eine beliebig gute Replikation zieht somit auch eine beliebig gute

Approximation der Zielgröÿe nach sich. Die Verwendung replizierender Port-

folios ist damit mathematisch fundiert.

Im nächsten Schritt wird in der Klasse der Optimierungsprobleme jenes ge-

sucht, das die kleinsten Schranken für den Approximationsfehler liefert, nu-

merisch robust und e�zient lösbar ist, sowie in einer Monte-Carlo Simulation

hohe Konvergenzraten des Schätzers im fast-sicheren Sinn aufweist. Freie Para-

meter sind dabei die Wahl der Norm und des Wahrscheinlichkeitsmaÿes, sowie

die Entscheidung ob Cash-Flows in jedem Zeitpunkt separat gut abgebildet

werden sollen (Cash-Flow Matching) oder nur deren aufsummierter rollierter

Endwert (Terminal-Value-Matching).

Zuerst wird als Norm die L2-Norm festgelegt, da in einer Monte-Carlo Si-

mulation der Rechenaufwand zur Lösung der Optimierungsprobleme von der

Anzahl der erzeugten Szenarien unabhängig ist. Für die resultierenden Opti-

mierungsprobleme wird daraufhin Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen

unter milden Annahmen bewiesen. Desweiteren werden Zusammenhänge und

Unterschiede zwischen den Optimierungsproblemen herausgearbeitet.

Als optimales Wahrscheinlichkeitmaÿ stellt sich ein zusammengesetztes Maÿ

heraus, das im ersten Jahr dem reellen und danach dem risikoneutralen Maÿ

entspricht.

Im Vergleich zwischen Cash-Flow Matching und Terminal-Value-Matching hat

Letzteres den Vorteil kleinere Schranken für den Approximationsfehler zu lie-

fern. Jedoch erweist es sich in empirischen Studien oft als wenig robust. Be-

sonders das in dieser Arbeit neu eingeführte Cash-Flow Matching Problem

ist in diesem Fall eine attraktive Alternative. Obwohl die Lösung nicht expli-

zit angegeben werden kann, ist es numerisch ebenso e�zient lösbar wie das

Terminal-Value-Matching. Gleichzeitig ist jedoch die Gefahr des Over�ttings

geringer, sodass es sich robuster in out-of-sample Tests verhalten sollte.

Zum Abschluss der Arbeit wird das Konvergenzverhalten von Monte-Carlo

Schätzern replizierender Portfolios untersucht. Die Schätzer sind asymptotisch

normalverteilt und konvergieren fast-sicher gegen das replizierende Portfolio

mit einer Rate gemäÿ dem Gesetz des iterierten Logarithmus. Basierend auf
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diesen Resultaten wird schlieÿlich bewiesen, dass auch Monte-Carlo Schätzer

der Zielgröÿe bis auf den Approximationsfehler fast-sicher gegen die echte Ziel-

gröÿe mit explizit angegebener Geschwindigkeit konvergieren.

Abstract

The European Insurance and Occupational Pensions Authority (EIOPA) has

released a directive for insurance companies named Solvency II to control the

risk of insolvency. Within this framework companies are obliged to compute the

99.5% quantile of their future basic own funds. In a simpli�ed balance sheet,

the basic own funds correspond to the di�erence between the market value of

the company's assets and the market value of its liabilities. In the life insurance

sector computing the market value of liabilities is particularly complex. Typi-

cal contracts have long maturities, include surrender options and their value is

dependent on non-hedgeable risks such as mortality. Therefore, in practice as

well as in the academic literature Monte-Carlo methods have been investigated

and implemented. Currently, alongside the Least-Square Monte-Carlo method

the most popular approach is the use of replicating portfolios. The idea is to

match liability cash-�ows with a static portfolio of �nancial instruments and

to approximate the value of liabilities by the value of the replicating portfolio.

This thesis analyses replicating portfolios from a theoretical perspective. First

of all, the true target value is de�ned as a risk measure applied to the probabi-

lity distribution of the future basic own funds. To �nd an adequate replicating

portfolio a class of optimization problems is introduced with the purpose of

minimizing the distance between the cash-�ow pro�le of liabilities and the

cash-�ow pro�le of the replicating portfolio. The distance is measured by a

speci�c norm on the space of random variables. In particular this class con-

tains a new optimization problem, which was unknown in academic research

and in practice. The solution to these optimization problems is a replicating

portfolio which future market value is supposed to closely match the future
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market value of liabilities in all scenarios. In the last step, the target value is

approximated by using the replicating portfolio as a replacement for liabilities.

For the whole class of optimization problems it is proved that the approxima-

tion error is Lipschitz continuous with respect to the minimal objective value.

An arbitrarily good replication therefore implies an arbitrarily good appro-

ximation of the true target value. Hence, the use of replicating portfolios is

mathematically founded.

In the next step I try to �nd an optimization problem within the class which

yields the smallest upper bounds for the approximation error, is numerically

robust and e�cient and which delivers high almost-sure convergence rates for

the estimator in a Monte-Carlo simulation. The class of optimization problems

o�ers some degrees of freedom: the choice of norm, the choice of probability

measure and the decision whether cash-�ows ought to be matched at each

point in time separately (cash-�ow matching) or only their terminal value of

cash-�ows (terminal value matching).

For the norm I settle on the L2 norm. This is because the numerical e�ort to

solve the corresponding optimization problems in a Monte-Carlo simulation is

independent of the number of scenarios generated. In the sequel existence and

uniqueness of solutions is proved under mild conditions. Moreover, connections

und di�erences between the optimization problems are derived.

The optimal probability measure turns out to be a composed measure corre-

sponding to the real measure in the �rst year and to the risk neutral measure

thereafter.

As for the comparison between cash-�ow matching and terminal value mat-

ching the latter has the advantage of delivering smaller upper bounds for the

approximation error. However, in empirical studies it often reveals not to be

su�ciently robust. Especially, the new cash-�ow matching problem of this the-

sis is a valuable alternative in this case. Although the solution does not have

an explicit form, it can be computed equally e�ciently as for the terminal va-

lue matching problem. At the same time the danger of over�tting is reduced.

Consequently, the new cash-�ow matching problem ought to be more robust

in out-of-sample tests.

The thesis concludes with the convergence analysis of Monte-Carlo estimators
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of replicating portfolios. The estimators are asymptotically normal and con-

verge almost-surely to the true replicating portfolio at a rate according to the

iterated law of the logarithm. Based on these results, it is �nally proven that

up to the approximation error, Monte-Carlo estimators of the target value also

converge almost-surely to the true target value at an explicitly speci�ed speed.
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1 Einleitung

Aufgabe jeder Versicherung ist es ausreichende Rückstellungen zu bilden um

allen Versicherungsansprüchen in der Zukunft nachkommen zu können. Dazu

werden stochastische Modelle für Schadensfälle herangezogen, auf deren Basis

berechnet wird, welche Rückstellungen nötig sind um mit einer vorgegebenen

Mindestwahrscheinlichkeit alle Ansprüche in der Zukunft decken zu können.

In der Lebensversicherung ist die Berechnung der nötigen Rückstellungen ein

besonders schwieriges Unterfangen. Der Hauptgrund ist die lange Laufzeit und

die Komplexität der Verträge.

1.1 Problemstellung

Im Rahmen der Solvency II Richtlinie (EIOPA (2009)) ist jede Versicherung

dazu verp�ichtet ihr Risikokapital entsprechend dem Solvency Capital Requi-

rement, kurz SCR, zu ermitteln um sicher zu stellen, dass das Unternehmen

durch ausreichende Rückstellungen solvent bleibt. Das SCR ist de�niert

als das 99, 5%-Quantil (Value-at-Risk) des Marktwerts der Basiseigenmittel

(engl. Basic Own Funds, kurz BOF ) in einem Jahr unter dem reellen

Wahrscheinlichkeitsmaÿ (vgl. EIOPA (2014, S. 7)). Die Basiseigenmittel

sind das Kapital, das der Versicherung nach Abzug aller Verp�ichtungen an

Versicherungsnehmer und Gläubiger zur Verfügung steht. Eine detaillierte

Beschreibung der BOF �ndet man u.a. in GDV (2007) und Oehlenberg u. a.

(2011).

Im Jahr 2008 verö�entlichte das CFO Forum, ein Forum aus Mitgliedern der

gröÿten europäischen Versicherungskonzerne, das Konzept des Market Con-
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Problemstellung

sistent Embedded Value (MCEV) zum Ziel �einer methodisch fundierten, über

Unternehmensgrenzen hinweg vergleichbaren und aussagekräftigen Messung

der Ertragskraft einzelner Versicherungsverträge sowie gesamter Bestände�

(siehe Becker u. a. (2014)). Der MCEV wurde zur Bestimmung der BOF im

Rahmen einer Marktwertbilanz angepasst (siehe Wilson (2015)). In Bauer u. a.

(2012) wird erwähnt, dass der Unterschied zwischen dem MCEV und den BOF

nur sehr gering ist und daher der MCEV im Rahmen akademischer Arbeiten

stellvertretend für die BOF verwendet werden kann. Die Autoren Özkan

u. a. (2011) verwenden gar direkt den Begri� MCEV anstatt der BOF. Die

BOF entsprechen also in etwa dem MCEV. Jedoch sollte darauf hingewiesen

werden, dass der MCEV im Gegensatz zu den BOF ursprünglich nicht zur

Festsetzung der Höhe des SCR eingeführt wurde. Er dient mehr als Maÿ

des Wertes einer Lebensversicherung aus Sicht des Aktionärs und nicht der

Festsetzung von nötigen Rückstellungen zum Schutz der Versicherungsnehmer.

In einer vereinfachten Marktwertbilanz (siehe z.B. Abb. 1.1) ergeben sich die

BOF aus dem Marktwert der Anlagen des Unternehmens abzüglich der Techni-

cal Provisions, die der Deckung aller Verp�ichtungen gegenüber Vertragsneh-

mern dient. Genauer ausgedrückt entsprechen die Technical Provisions genau

dem Preis, den das Unternehmen zahlen müsste, wenn es alle Rechte und Ver-

p�ichtungen aus abgeschlossenen Verträgen an eine andere Versicherung über-

tragen würde (siehe CEIOPS (2009)). Die Technical Provisions setzen sich im

Wesentlichen aus dem Best Estimate of Liabilities und einem Risk Margin zu-

sammen. Der Best Estimate of Liabilities entspricht dem heutigen Marktwert

aller Verp�ichtungen an Versicherungsnehmer. Dabei werden nur bereits ab-

geschlossene Verträge berücksichtigt, nicht jedoch zukünftige Verträge. Der in

Solvency II geforderte Risk Margin soll einen Pu�er bieten, der es einer anderen

Versicherung oder einer Rückversicherung ermöglichen soll, die Verp�ichtun-

gen im Falle der Insolvenz übernehmen zu können. Eine derartige vereinfachte

Bilanz ist in Abb. 1.1 abgebildet. Ich fasse im Folgenden zur Vereinfachung

den Risk Margin und den Best Estimate of Liabilities kurz als Liabilities zu-

sammen, da in dieser Arbeit nur die Aufteilung zwischen den Geld�üssen an
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Versicherungsnehmer und den Geld�üssen an Aktionäre von Bedeutung ist.
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Abbildung 1.1: Die BOF in der Bilanz eines Versicherungsunternehmens (vgl.

Reynolds (2015)).

Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit den Value-at-Risk des zu-

künftigen Marktwerts (vgl. Abb. 1.2) der BOF zu bestimmen, ist es also erfor-

derlich sowohl den zukünftigen Marktwert der Aktiva als auch den zukünftigen

Marktwert der Liabilities des Unternehmens, bedingt auf die ökonomische Ent-

wicklung in der Zukunft, zu berechnen. Die Aktiva des Unternehmens sind zu

jedem Zeitpunkt leicht zu bewerten, da sie üblicherweise bereits aus handelba-

ren Finanzinstrumenten bestehen, für deren Bewertung analytische Formeln

oder e�ziente numerische Algorithmen bekannt sind. Anders verhält es sich

bei den Liabilities. In Verträgen der Lebensversicherung be�nden sich Risiko-

faktoren, die vom Markt nicht abgebildet werden. Dazu gehören zum Beispiel

Sterblichkeit und frühzeitige Verkaufsoptionen, aber auch die Länge der laufen-

den Verträge. Laufzeiten von bis zu vierzig Jahren sind durchaus üblich. Es gibt

jedoch kaum Produkte am Finanzmarkt, die eine ähnliche Laufzeit haben, was

eine marktkonsistente Bewertung deutlich erschwert. Hinzu kommt die Kom-

plexität der Verträge. Versicherungsnehmer werden häu�g an den Gewinnen
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Lösungsansätze

des Unternehmens beteiligt und erhalten einen jährlichen Garantiezins, der

nicht unterschritten werden darf. Diese Kreditierung erzeugt Auszahlungspro-

�le der Verträge, welche die Berechnung der Rückstellungen mit analytischen

Methoden aussichtslos macht. Damit ist selbst die Bewertung der heutigen

BOF nicht trivial. Für die Bestimmung der zukünftigen Verteilung ist also ein

geschickter Lösungsansatz unumgänglich.
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 (marktkonsistent) 

99,5 % Quantil 

Abbildung 1.2: Idealerweise kennt man den marktkonsistenten Wert der BOF

in einem Jahr für jedes beliebige Szenario und liest das 99, 5%-

Quantil ab.

1.2 Lösungsansätze

In der akademischen Forschung ist man daraufhin zunehmend auf Monte-Carlo

Methoden aufmerksam geworden. Bei der klassischen Monte-Carlo Simulation

werden für die Bewertung Verlaufspfade der zukünftigen Auszahlungen an

Versicherungsnehmer (Liability Cash-Flows) unter Verwendung eines risiko-
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neutralen Wahrscheinlichkeitsmaÿes erzeugt. Aus diesen Pfaden wird dann

durch Mittelung approximativ der marktkonsistente Wert berechnet (siehe

Abb. 1.3).

Grosen u. Jørgensen (2000) sind einer der Vorreiter in der Bewertung von Le-

bensversicherungen über Monte-Carlo Simulation. Sie formulieren ein zeitste-

tiges Finanzmarktmodell und eine an die Praxis angelehnte Kreditierungsstra-

tegie der Versicherungsverträge. Daraufhin simulieren sie risikoneutrale Ver-

laufspfade eines Vertrags und bestimmen den Wert des Vertrags durch Mitte-

lung. Es ist nicht ihr Ziel die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Marktwertes

in einem Jahr zu bestimmen. Ihr Augenmerk liegt vorwiegend auf der Unter-

suchung von Sensitivitäten des Vertrags bezüglich diverser Markt- und Kredi-

tierungsparameter. Allerdings ist ihr Modell zur Kreditierung der Verträge ein

Novum, da es die Gewinnbeteiligung der Versicherungsnehmer an den Gewin-

nen des Unternehmens einbezieht, ein Merkmal, welches in aktuellen Verträgen

üblich ist. Dementsprechend wird es zur weiteren Analyse von Lebensversiche-

rungen verwendet, wie z.B. in Bacinello (2001), Hansen u. Miltersen (2002)

oder Schmeiser u. Wagner (2013).

Eine naheliegende Methode die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Marktwertes

in einem Jahr zu bestimmen, wäre zunächst einjährige Szenarien unter dem re-

ellen Maÿ zu generieren (äuÿere Szenarien) und für jedes dieser Szenarien durch

Monte-Carlo Simulation (innere Szenarien) den marktkonsistenten Wert zu be-

stimmen (vgl. Abb. 1.3). Ein solches Vorgehen nennt man Nested Monte-Carlo

Verfahren. Das risikoneutrale Maÿ Q zur Erzeugung der inneren Szenarien ist

dabei vom äuÿeren Szenario unabhängig. Es wird nicht für jedes äuÿere Sze-

nario i ein risikoneutrales Maÿ Qi neu kalibriert sondern basierend auf den

heutigen Marktdaten ein festes Q für den gesamten Zeithorizont bestimmt.

Die Erzeugung solcher Szenarien ist jedoch auf Grund der groÿen Anzahl an

Risikofaktoren und der bereits erwähnten komplexen Struktur der Verträge

numerisch sehr aufwändig. Für das Nested Monte-Carlo Verfahren müssen vie-

le Szenarien generiert werden, was diese Methode numerisch ine�zient macht.

Dies wird mitunter in der Arbeit von Bauer u. a. (2010) deutlich. Zur Bewer-
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Lösungsansätze

tung einer amerikanischen Option mit einer Laufzeit von zehn Jahren, erzeu-

gen sie Verlaufspfade der Marktrisikofaktoren mit einer Baumstruktur. Die

Berechnung des Marktwerts der Option erfolgt dann durch Rückwärtsindukti-

on. Bei 5000 Trinomialbäumen, was einem Simulationsaufwand von insgesamt

5000× 310 ≈ 300 Millionen Szenarien entspricht, erhalten sie für den Wert der

Option relative Schätzfehler von über 2%. Die Berechnung der Schätzer dauert

mehr als 11 Minuten. Bei einer Anwendung auf Verträge in der Lebensversi-

cherung wäre dieser Nachteil noch schwerwiegender, da durch die Komplexität

und Dauer der Verträge die Erzeugung von 1000 Verlaufspfaden der Liability

Cash-Flows bereits etwa 10 Minuten erfordert. Daher sind alternative Monte-

Carlo Verfahren untersucht worden.

Nested Monte Carlo Verfahren 
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Abbildung 1.3: Für jedes generierte einjährige Anfangsszenario werden risiko-

neutrale Szenarien generiert und der marktkonsistente Wert

approximativ durch Mittelung bestimmt. L steht für die ku-

mulierten Auszahlungen des Unternehmens an die Versiche-

rungsnehmer.

Bergmann (2011) erwähnt in ihrer Arbeit das stochastische Gitter Verfahren
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von Broadie u. Glasserman (2004). Für die Umsetzung dieses Verfahrens wird

jedoch die Kenntnis der Übergangsdichten aller Risikofaktoren benötigt. Die-

se sind in der Praxis nicht bekannt. Der Versicherung stehen zur Berechnung

oft nur sogenannte �ESG� Dateien zur Verfügung. Diese Dateien enthalten le-

diglich simulierte Szenarien der Geld�üsse aus Verp�ichtungen, nicht jedoch

die Zustände der Risikofaktoren. Für eine Anwendung des Gitter Verfahrens

wären deutlich reichhaltigere Informationen mit Einbezug von Übergangswahr-

scheinlichkeiten notwendig. Versicherungen verwenden jedoch bis zu 300 Risi-

kofaktoren, von denen viele stochastische Abhängigkeiten aufweisen. Für die

Berechnung einer gemeinsamen Dichte würde bei dieser Dimension eine gewal-

tige Datenmenge erforderlich sein, die übliche Hardwarekapazitäten übersteigt.

Nach bestem Wissen gibt es bisher keine Anwendung dieses Verfahrens in der

Berechnung der BOF.

Eine Vielzahl von Autoren setzt dagegen das bekannte Least Square Monte-

Carlo (LSMC) Verfahren ein, das von Longsta� u. Schwartz (2001) verwendet

worden ist um amerikanische Optionen zu bewerten. Die Schwierigkeit bei der

Bewertung amerikanischer Optionen besteht darin, einen bestimmten beding-

ten Erwartungswert in jedem Zeitpunkt und in jedem Szenario zu bestimmen.

Das Nested Monte-Carlo Verfahren ist dafür unbrauchbar, da die Anzahl an

benötigten Szenarien exponentiell mit der Anzahl der Zeitschritte wächst. Das

LSMC Verfahren umgeht diesen numerischen Aufwand, indem ausschlieÿlich

unverzweigte Verlaufspfade erzeugt werden. Für jeden Zeitpunkt wird mit Hilfe

einer Linearkombination geeignet gewählter Basisfunktionen versucht, den be-

dingten Erwartungswert in jedem Knoten möglichst genau zu approximieren.

Die Approximation erfolgt dabei über die Methode der kleinsten Quadrate.

Ähnlich wie bei amerikanischen Optionen muss auch die Versicherung den

Marktwert der Liability Cash-Flows in einem Jahr, also auch einen beding-

ten Erwartungswert, in jedem Szenario bestimmen. Analog erzeugt man hier

für jedes einjährige reelle Anfangsszenario einen fortführenden Pfad unter dem

risikoneutralen Maÿ (siehe Abb. 1.4). Zum LSMC Verfahren �ndet man eine

groÿe Auswahl an Literatur. Abgesehen von Longsta� u. Schwartz (2001) wird

die Methode unter anderem von Tsitsiklis u. van Roy (2001), Glasserman u.

Yu (2004), Stentoft (2004), Eglo� u. a. (2007), Beutner u. a. (2013) und Zanger
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Lösungsansätze

(2009) zur Bewertung von amerikanischen Optionen verwendet. In Andreatta

u. Corradin (2003), Baione u. a. (2006), Bernard u. Lemieux (2008) und Bauer

u. a. (2010) �ndet man Anwendungen des LSMC Verfahrens auf die Bewertung

der Liability Cash-Flows. Im bereits erwähnten Simulationsbeispiel benötigen

Bauer u. a. (2010) mit dem LSMC Verfahren für einen relativen Schätzfeh-

ler von weniger als 0, 2% nur etwa 24 Sekunden. Verglichen mit dem Nested

Monte-Carlo Verfahren ist das LSMC Verfahren damit klar überlegen.

Bei Versicherungen ist das Least Square Monte-Carlo Verfahren nicht beliebt.

Stattdessen hat sich eine dritte Monte-Carlo Methode etabliert, welche das

Thema meiner Dissertation ist - replizierende Portfolios.

Least Square Monte Carlo Verfahren 
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Abbildung 1.4: Für jedes generierte einjährige Anfangsszenario wird ein (oder

nur wenige) risikoneutrales Szenario generiert. Der Marktwert

der BOF in einem Jahr wird durch eine Linearkombination

von in einem Jahr messbaren Basisfunktionen approximiert.

Es wird also in den einjährigen Szenarien regressiert. Die Re-

gression erfolgt durch die Methode der kleinsten Quadrate.
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1.3 Lösung über replizierende Portfolios

Pelsser (2003) führte rückblickend vermutlich als Erster die Idee ein, das Pro�l

der Liability Cash-Flows mit einem statischen Portfolio aus Finanzinstru-

menten zu replizieren. Er betrachtet einen Lebensversicherungsvertrag mit

Gewinnbeteiligung und Garantiezins und versucht dessen Cash-Flow Pro�l

durch ein Portfolio aus Vanilla Swaptions nachzubilden. Dadurch gelingt ihm

eine bemerkenswert gute Annäherung an den Marktwert und die Cash-Flows

des Vertrags.

Das Konzept das Auszahlungspro�l eines Wertpapiers mit Finanzinstru-

menten dynamisch zu replizieren ist in der Finanzmathematik bekannt. In

ihrem berühmten Paper führen Black u. Scholes (1973) einen vollständigen

Markt ein und beweisen, dass jedes Auszahlungspro�l durch eine dynamische

Delta-Hedging-Strategie perfekt nachgebildet werden kann. Dieses Ergebnis ist

daraufhin ausgiebig in der Literatur zur Bewertung angewendet worden (siehe

z.B. Cox u. Ross (1976) oder Leland (2001)). Das hat Pelsser (2003) motiviert,

die Replikationstheorie in der Bewertung von Optionen mit Garantieverzin-

sung, wie sie typischerweise als Verträge in der Lebensversicherung angeboten

werden, einzusetzen. Tatsächlich ist Pelssers Replikation zum Zweck des

Bilanzstrukturmanagement gedacht mit dem Ziel das Zinsrisiko abzusichern.

Er argumentiert, dass der Einsatz von dynamischen Delta-Hedging-Strategien

für Optionen mit langer Laufzeit in der Praxis inadäquat sei. Zum Einen

könnten diese Strategien sogenannte �Feedback-Loops� hervorrufen. Mit

der Zeit müssten Versicherungen zunehmend groÿe Positionen im Portfolio

umschichten um delta-neutral zu bleiben bis zu dem Grad, dass diese

Umschichtungen den Preis der Anlagen beein�ussten. Diese Preisänderungen

würden für die Delta-Neutralität wiederum eine Umschichtung erfordern,

was der Anfang einer gefährlichen Spirale bedeute. Zum Anderen seien die

Transaktionskosten einer Hedging Strategie über einen langen Zeithorizont

sehr groÿ. Daher schlägt er vor statisch zu replizieren.

Diese Idee der Replikation wurde erst später durch Oechslin u. a. (2007)

erstmalig im Risikomanagement der Lebensversicherung verwendet.
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Lösung über replizierende Portfolios

Die zu Grunde liegende Idee der Replikation zur Bewertung von Versiche-

rungsverträgen ist einfach. Man versucht mit einer bestimmten Anzahl an

ausgewählten leicht bewertbaren Finanzinstrumenten über ein Optimierungs-

problem ein Portfolio zu erstellen, dessen Cash-Flow Pro�l dem der Liabilities

möglichst nahe kommt. Da die Aktiva bereits aus einem Portfolio aus Fi-

nanzinstrumenten bestehen, reicht es lediglich die Cash-Flows der Liabilities

nachzubilden. Ist die Ähnlichkeit zwischen den Cash-Flow Pro�len groÿ

genug, sollte sich zu jedem Zeitpunkt und in jedem Szenario der Marktwert

der Liability Cash-Flows mit dem Wert des Portfolios abschätzen lassen. Der

Vorteil besteht darin, dass die Bewertung von Finanzinstrumenten mithilfe

analytischer Formeln und e�zienter numerischer Methoden vergleichsweise

einfach ist. Es ist jedoch maÿgeblich welche Kriterien angesetzt werden

um zu entscheiden wann zwei Cash-Flow Pro�le ausreichende Ähnlichkeit

besitzen. Dabei muss im Auge behalten werden, welches Ziel mit der Re-

plikation angestrebt wird. In Kapitel 3 werde ich die tatsächliche Zielgröÿe

des Versicherers klar de�nieren und zeigen, dass Replikation der Liability

Cash-Flows tatsächlich geeignet ist um ihren Marktwert gut zu approximieren.

Das Verfahren der Replikation ist dem Least Square Monte-Carlo Verfahren

nicht unähnlich. Auch hier werden über Monte-Carlo Simulation unverzweigte

Verlaufspfade erzeugt und die Cash-Flow Pro�le verglichen. Allerdings wird

nun nicht in den einjährigen Szenarien regressiert, sondern typischerweise die

abdiskontierten Terminal Values zum Ende des Zeithorizonts1 (siehe Abb. 1.5).

Glasserman u. Yu (2004) untersuchen den Unterschied zwischen der Regression

zu früheren (Regress-Now) und späteren Zeitpunkten (Regress-Later) im Rah-

men der Bewertung amerikanischer Optionen. Üblicherweise wird die Regress-

Now Variante als das klassische Least Square Monte-Carlo Verfahren verstan-

den, da es so von Longsta� u. Schwartz (2001) verwendet wurde. Beim Ver-

gleich stellte sich heraus, dass Regression zum späteren Zeitpunkt mit einem

höheren Bestimmtheitsmaÿ R2 und kleineren Kovarianzen der resultierenden

1Beim Cash-Flow-Matching, das ich später einführen werde, wird mithilfe einer festgelegten

Zielfunktion über alle Zeitpunkte regressiert an denen Cash-Flows statt�nden
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Schätzer einhergeht. Beutner u. a. (2013) zeigen, dass replizierende Portfolios

exakt der Regress-Later Variante in Glasserman u. Yu (2004) entsprechen.

Replizierende Portfolios 

 

BOF = EQ(A-L|1 Jahr) 
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Abbildung 1.5: Wie bei LSMC werden für die Replikation unverzweigte Ver-

laufspfade der Cash-Flows erzeugt. Jedoch �ndet hier die Re-

gression zum Zeitpunkt T (bzw. zum Zeitpunkt der Cash-

Flows) statt.

Lange gab es keine theoretischen Resultate bezüglich replizierender Portfolios.

Erst in den letzten Jahren haben Beutner u. a. (2015), Pelsser u. Schweizer

(2015) und Beutner u. a. (2013) in einer Reihe von Publikationen einen

groÿen Beitrag zur mathematischen Fundierung replizierender Portfolios

geleistet. Sie analysieren detailliert den Unterschied zwischen dem Least

Square Monte-Carlo Verfahren und replizierenden Portfolios und kommen

zu dem Schluss, dass replizierende Portfolios aus mehreren Gründen zu

bevorzugen sind. Das Hauptargument ist, dass das LSMC Verfahren einen

zusätzlichen sogenannten �Projektionsfehler� erzeugt. Dieser entsteht dadurch,

dass Erwartungen bedingt auf die einjährigen Szenarien regressiert werden.

Mit replizierenden Portfolios vermeidet man diesen Fehler, da immer zum
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Lösung über replizierende Portfolios

Zeitpunkt des Cash-Flows (oder später) regressiert wird. Zusätzlich zeigen sie,

dass das Bestimmtheitsmaÿ R2 nur bei replizierenden Portfolios ein sinnvoller

Maÿstab für die Güte der Regression ist. Der dritte Vorteil besteht darin, dass

die Rate, mit welcher der Approximationsfehler bei Steigerung der Anzahl

von Replikationsinstrumenten und erzeugten Szenarien in beschränkter

Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert, höher sein kann als für das LSMC

Verfahren. Zusammen mit den erwähnten Erkenntnissen von Glasserman u.

Yu (2004) erscheint damit die Methode der replizierenden Portfolios gegenüber

dem Least Square Monte-Carlo Verfahren vorteilhafter. Allerdings betre�en

diese Resultate nur die Güte des Approximationsfehlers. Es fehlt jedoch eine

vom Approximationsfehler isolierte Analyse des Monte-Carlo Fehlers sowie

eine Aussage darüber, wie sich dieser Fehler auf das Risikokapital auswirkt.

Cambou u. Filipovic (2016) haben neben Natolski u. Werner (2017c) als Erste

eine mathematische Begründung des Replikationsverfahrens hergeleitet. Sie

beweisen u.a., dass sich der Unterschied zwischen den Verteilungen der ein-

jährigen marktkonsistenten Werte durch den Replikationsfehler beschränken

lässt. Insbesondere setzt sich der Fehler in der Verteilung (gemessen durch

Anwendung des kohärenten Risikomaÿes Average Value-at-Risk2) höchstens

linear mit dem Replikationsfehler fort. Für den Value-at-Risk zeigen Cambou

u. Filipovic (2016) das schwächere Resultat der fast-sicheren Konvergenz des

Fehlers bei wachsender Anzahl an Replikationsinstrumenten.

Diese Dissertation beschäftigt sich ebenfalls mit der Theorie der replizieren-

den Portfolios, weswegen die Resultate inhaltlich unter die hier genannten

Publikationen eingereiht werden können. Trotz der vorhandenen Arbeiten,

sind noch etliche Lücken nicht geschlossen worden. In Abschnitt 1.4 folgt eine

Einordnung der Dissertation in die vorhandene Literatur und eine genaue

Erörterung der o�enen Lücken, welche im Laufe der Arbeit gefüllt werden.

Obwohl diese Arbeit keinen direkten Beitrag zu praktischen Aspekten repli-

zierender Portfolios leistet, lohnt sich eine knappe Darstellung der Resultate

2Der Average Value-at-Risk ist auch bekannt als Expected Shortfall, Conditional oder Tail

Value-at-Risk
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aus der Anwendung um ein umfassendes Bild der Thematik zu scha�en.

In der Literatur ist Replikation zur Bewertung in der Lebensversicherung

aus praktischer Perspektive bereits studiert worden. Zur Berechnung des

replizierenden Portfolios haben sich aus nicht vollständig transparenten Grün-

den zwei Optimierungsprobleme durchgesetzt. Das Erste zielt darauf ab den

Liability Cash-Flow in jedem einzelnen Zeitpunkt gut abzubilden und wird

üblicherweise als Cash-Flow-Matching bezeichnet (Regression zum Zeitpunkt

des Cash-Flows). Der zweite Ansatz ist weniger restriktiv, da es hier nur

darauf ankommt ob die abgezinsten kumulierten Cash-Flows (Discounted Ter-

minal Values) getro�en werden (Regression zum Ende des Zeithorizonts). Die

Cash-Flows in einzelnen Zeitpunkten dürfen sich dabei deutlich unterscheiden.

Es wird deshalb als Terminal-Value-Matching bezeichnet. Bislang gibt es keine

einheitliche Meinung, welches der beiden Probleme zielführender ist. Nach

Ansicht von Oechslin u. a. (2007) ist das Cash-Flow-Matching inadäquat, da

Versicherungen und Versicherungsnehmer versuchen Cash-Flows über die Zeit

auszugleichen. Beispielsweise würde ein Jahr mit hohen Erträgen nicht sofort

mit Kunden geteilt werden. Das träfe erst nach mehreren ertragreichen Jahren

hintereinander ein. Analog würden auch Kunden ihren Vertrag nach einem

Jahr mit hohen Überschussbeteiligungen nicht sofort kündigen. Dies sei ein

E�ekt, der sich von einem statischen Portfolio kaum darstellen lässt und es sei

zu vermuten, dass der Optimalwert beim Cash-Flow-Matching groÿ ausfallen

dürfte, was die Beurteilung der Güte eines Portfolios beeinträchtige. Diese

Argumentation bleibt jedoch qualitativ, da diesbezüglich keine Fallstudien

unternommen wurden. In einer numerischen Studie nehmen auch Daul u.

Vidal (2009) einen Vergleich vor. Die Güte replizierender Portfolios wird

durch das Mittel der absoluten Abweichungen zwischen den diskontierten

Terminal Values (Tracking Error) und das Bestimmtheitsmaÿ R2 gemessen.

Beim Vergleich des Cash-Flow-Matchings mit dem Terminal-Value-Matching

stellt sich wenig überraschend heraus, dass das in-sample Bestimmtheitsmaÿ

beim Terminal-Value-Matching höher ist. Allerdings ist der out-of-sample

Tracking Error beim Cash-Flow-Matching niedriger, was insgesamt eher

für das Cash-Flow-Matching spricht. Eine rein analytische Aufdeckung der

Unterschiede zwischen den Ansätzen ist bislang ausgeblieben. Diese hole
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Lösung über replizierende Portfolios

ich in Kapitel 7 nach. Dabei wird sich herausstellen, dass beide Ansätze

ähnliche Eigenschaften haben. Sowohl Existenz und Eindeutigkeit der opti-

malen Lösungen sind unter sehr milden Voraussetzungen gegeben. Auch der

Marktwert der optimalen Portfolios entspricht dem Marktwert der Liability

Cash-Flows. Als spannende Frage stellt sich heraus, welches der Probleme

numerisch e�zienter zu lösen ist. Die Antwort auf diese Frage hängt unter

anderem davon ab welches Cash-Flow-Matching Problem gewählt wird, da

in der Praxis und in der Literatur unterschiedliche Zielfunktionen verwendet

werden.

In einer Reihe von Publikationen wird detailliert untersucht, wie sich die Güte

des replizierenden Portfolios verbessern lässt. Eine einfache Verbesserung er-

reichen Oechslin u. a. (2007), indem sie der Optimierung die Übereinstimmung

der heutigen Marktwerte des replizierenden Portfolios und der Liability Cash-

Flows als Nebenbedingung hinzufügen. Daul u. Vidal (2009) nehmen zusätzlich

zu den simulierten auch künstlich erzeugte Szenarien in die Optimierung auf.

In den künstlich erzeugten Szenarien sind ausgewählte instantane Schocks aus

dem Finanzmarkt enthalten, die eine signi�kante Veränderung des Marktwerts

der Liability Cash-Flows vermuten lassen. Durch eine Umgewichtung der si-

mulierten Szenarien mit groÿen Gewichten auf Szenarien mit einem hohen dis-

kontierten Terminal Value und vice versa, wird gezielter in hohe Quantile opti-

miert also insbesondere im Bereich des Value-at-Risk. Mit instantanen Schocks

rechnen Özkan u. a. (2011) ein numerisches Beispiel des Cash-Flow-Matchings

durch. Ihnen gelingt es ein hohes Bestimmtheitsmaÿ R2 mit gleichzeitig sehr

genauem Match in den Schockszenarien zu erhalten. Probleme in der Robust-

heit des replizierenden Portfolios merzen sie ohne merkliche Verschlechterung

der Replikationsqualität durch Einführung von Transaktionskosten aus. Auch

Dubrana (2011) fügt analog zu Daul u. Vidal (2009) künstliche, durch instan-

tane Schocks erzeugte Stressszenarien zur Optimierung hinzu. Er fordert durch

zusätzliche Nebenbedingungen, dass der Fehler des abdiskontierten Terminal

Values in diesen Szenarien nicht zu groÿ wird. Dadurch erreicht er eine gute

Übereinstimmung zwischen dem Marktwert des replizierenden Portfolios und
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den Liability Cash-Flows nach Anwendung der Schocks. Seemann (2011) führt

in seiner Dissertation eine genau dokumentierte Replikation anhand von simu-

lierten Daten aus. Schritt für Schritt analysiert er welche Risikofaktoren mittels

welcher Instrumente angemessen einbezogen werden können. Auch er schlieÿt

Schockszenarien ein und vergleicht die jeweilige Änderung der Marktwerte.

Sein Fazit ist, dass die Einführung von Nebenbedingungen um Marktwerte in

den Schockszenarien zu tre�en wenig sinnvoll ist. Zum einen würden die Ne-

benbedingungen den zulässigen Bereich in der Optimierung zu stark einschrän-

ken und damit die Replikation in den Szenarien ohne Schock verschlechtern.

Zum anderen könnten die Szenarien mit Schock nicht mehr in der Zielfunktion

eingesetzt werden, womit neue aufwendig erzeugte Szenarien nötig seien. Im

Gegensatz zu Dubrana (2011) fordert er jedoch in seinen Nebenbedingungen,

dass die Marktwerte exakt getro�en werden. Es wird keine Aussage getro�en

für den Fall, dass gewisse Fehlerschranken erlaubt sind.

Der zu Grunde liegende Gedanke bei der Analyse instantaner Schocks basiert

auf der Ho�nung, dass einjährige Szenarien, die innerhalb des Jahres eine ex-

treme Änderung eines Risikofaktors bzw. einen Schock erfahren, durch instan-

tane Schocks nahezu perfekt ersetzt werden können. Es wird also der zeitliche

Verlauf aller anderen Risikofaktoren und deren Auswirkungen auf zukünftige

Cash-Flows ignoriert (vgl. Abb 1.6). Jedoch wurde diese Annahme bisher nie

theoretisch veri�ziert. Der Fehler aus der Negierung des zeitlichen Verlaufes al-

ler Risikofaktoren bleibt zu quanti�zieren. In dieser Arbeit werde ich auf diese

Fragestellung nicht näher eingehen.

Chen u. Skoglund (2012) führen in ihrer Optimierung weitere Nebenbedingun-

gen zur Verbesserung der Eigenschaften des replizierenden Portfolios ein. Dazu

schränken sie den zulässigen Bereich auf Portfolios ein, deren Cash-Flows

in jedem Zeitpunkt einen vorgegebenen Fehler im Average Value-at-Risk,

in der absoluten Norm nicht überschreiten. Zur Berechnung des optimalen

Portfolios formulieren sie ein lineares Programm. Dadurch sind sie in der

Lage zu überprüfen, ob die Instrumente zur Replikation angemessen gewählt

wurden. Hat das Problem keinen zulässigen Bereich, deutet das auf eine

schlechte Auswahl von replizierenden Instrumenten hin. Durch Beschränkung
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Einordnung der Arbeit

Replizierende Portfolios – instantane Schocks 

 

BOF (heute geschockt) – BOF (1 Jahr) 

T   Regression 

Innere Szenarien  Äußere Szenarien 

Heute geschockt 1 Jahr 

A-L 

Abbildung 1.6: Auf Basis von instantanen Schocks wird versucht extreme

Quantile genauer zu tre�en. Dabei wird angenommen, dass

der Unterschied zwischen einem instantanen Schock und ei-

nem einjährigen Szenario in dem dieser Schock statt�ndet (rot

gekennzeichnet) vernachlässigbar ist.

des Conditional Value-at-Risk vermeiden sie groÿe Abweichungen in den

Extremszenarien, die in Hinsicht auf die Solvency II Vorgaben besonders

relevant sind.

1.4 Einordnung der Arbeit

Vor Beginn dieser Arbeit hat es keine mathematische Untersuchung replizieren-

der Portfolios gegeben, lediglich die zahlreichen erwähnten numerischen Stu-

dien. Daher ist Forschungsziel dieser Arbeit gewesen, eine möglichst tie�ie-

gende mathematische Untersuchung replizierender Portfolios durchzuführen.

Diese Dissertation dient also ganzheitlich der theoretischen Behandlung repli-
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zierender Portfolios in der Lebensversicherung. Die Erkenntnisse der Arbeit

sind Ergänzung zu und Erweiterung von den bereits erwähnten theoretischen

Publikationen Beutner u. a. (2015), Pelsser u. Schweizer (2015), Beutner u. a.

(2013) und Cambou u. Filipovic (2016), welche während meiner Forschung

erschienen sind. Dies wird in folgenden Punkten genauer konkretisiert.

• Die genannten Publikationen behandeln in ihrer Analyse nur eines von

mehreren in der Praxis verwendeten Replikationsformulierungen, das

Terminal-Value-Matching. Es hat den Vorteil gut mit dem Least Square

Monte-Carlo Verfahren verglichen werden zu können und e�zient lösbar

zu sein3. Den Studien von Daul u. Vidal (2009) zufolge ist es jedoch we-

niger robust als das Cash-Flow-Matching, die Gefahr des Over�ttings ist

gegeben. Die Untersuchung der Vor- und Nachteile und der Vergleich ver-

schiedener Replikationsprobleme ist eine der zentralen Elemente dieser

Arbeit. Daher werden hier alle in der Praxis üblichen Probleme, einge-

nommen das Cash-Flow-Matching, in Betracht gezogen.

• Beutner u. a. (2015), Pelsser u. Schweizer (2015) und Beutner u. a. (2013)

tre�en nur Aussagen über Konvergenzgeschwindigkeiten des Approxima-

tionsfehlers mit wachsender Anzahl an Replikationsinstrumenten, jedoch

leiten sie keine Fehlerschranken an das Risikokapital her, wenn, wie in

der Realität, die Anzahl der Instrumente vorgegeben ist. Zeitgleich zu

unseren Ergebnissen in Natolski u. Werner (2017c) haben Cambou u. Fi-

lipovic (2016) Schranken für den Fall erhalten, dass das zu berechnende

Risikomaÿ der Expected Shortfall ist. Somit sind replizierende Portfolios

nur beim Terminal-Value-Matching und nur für den Expected Shortfall

mathematisch begründet worden. In der gesamten Dissertation wird die

Anzahl der Replikationsinstrumente als fest und gegeben vorausgesetzt

und Fehlerschranken an das Risikokapital für kohärente Risikomaÿe und

den unter Solvency II geforderten Value-at-Risk hergeleitet. Die mathe-

matische Begründung wird somit auf eine groÿe Bandbreite von Repli-

kationsproblemen und weitere Risikomaÿe ausgeweitet.

3E�zienz der Lösbarkeit verschiedener Replikationsprobleme wird in Abschnitt 5.4 genauer

betrachtet.
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Einordnung der Arbeit

• In der gesamten Literatur zu replizierenden Portfolios in der Lebens-

versicherung wird, mit Ausnahme der in diesem Abschnitt erwähnten

theoretischen Arbeiten, die Verwendung des risikoneutralen Wahrschein-

lichkeitsmaÿes im Replikationsproblem vorausgesetzt. Der Hauptgrund

ist, dass damit die marktkonsistenten Werte des replizierenden Portfo-

lios und der Liability Cash-Flows übereinstimmen (vgl. Oechslin u. a.

(2007)). Vorteile im Vergleich zum reellen Maÿ werden auch von Cam-

bou u. Filipovic (2016) ausgeführt. Eine genauere Untersuchung welches

Wahrscheinlichkeitsmaÿ sich für die Replikation am besten eignet, ist bis-

her ausgeblieben. In Kapitel 4 zeige ich, dass die Wahl des Wahrschein-

lichkeitsmaÿes für eine Begründung der Replikation keine Rolle spielt.

Sowohl unter dem risikoneutralen als auch unter dem reellen Maÿ erhält

man eine obere Fehlerschranke für die Zielgröÿe der Versicherung. Neben

dem reellen und dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaÿ führe ich

ein drittes (gemischtes) Wahrscheinlichkeitsmaÿ ein, welches gegenüber

den anderen beiden Maÿen hinsichtlich der Zielsetzung bevorzugt werden

sollte. Für alle drei Wahrscheinlichkeitsmaÿe und für jedes Replikations-

problem gebe ich explizite Fehlerschranken an, die auch in der Praxis

leicht zu berechnen sind.

• In Cambou u. Filipovic (2016) werden zum ersten Mal auch Konvergen-

zeigenschaften eines Monte-Carlo Schätzers für das replizierende Port-

folio untersucht und die fast-sichere Konvergenz des resultierenden ge-

schätzten SCR gegen den festen, mit einem Replikationsportfolio appro-

ximierten, SCR bewiesen. Allerdings setzen sie die Kenntnis der gemisch-

ten zweiten Momente aller Auszahlungspro�le im Markt voraus. Diese

Annahme ist jedoch fraglich, da die Berechnung dieser Momente analy-

tisch nicht möglich ist, sondern numerischer Methoden bedarf. Ungeklärt

bleibt, ob dies e�zienter als mit Monte-Carlo Methoden umgesetzt wer-

den kann. Parallel zu ihrer Publikation beweise auch ich in Natolski u.

Werner (2017a) grundlegende Konvergenzeigenschaften von Monte-Carlo

Schätzern. Dabei leite ich sowohl für das Terminal-Value-Matching als

auch für das Cash-Flow-Matching ohne Kenntnis der zweiten Momen-
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te fast-sichere Konvergenz des geschätzten SCR her. Diese Ergebnisse

werden in Kapitel 8 ausgeführt.

Im Zuge und abseits dieser Beiträge sind weitere bedeutende Resultate ent-

standen, die zum Verständnis und zur Erweiterung der Replikationstheorie

wesentlich beitragen.

• In der Literatur ist bis heute ausschlieÿlich zwischen zwei Formen des

Cash-Flow-Matchings unterschieden worden, dem absoluten Cash-Flow-

Matching und dem quadrierten Cash-Flow-Matching. Dem quadrierten

Cash-Flow-Matching ist als Metrik stets die Euklidische Norm des Vek-

tors aus L2-Fehlern über alle Zeitpunkte zu Grunde gelegt worden. Die

Wahl hat den Vorteil das resultierende Replikationsproblem analytisch

handhabbar zu machen. In Natolski u. Werner (2014) führen wir ein

neues Matching Problem ein, indem wir die Euklidische Norm durch

die Summennorm ersetzen. Zunächst erscheint dies unvorteilhaft, da die

analytischen Eigenschaften des Replikationsproblems wegfallen. Es stellt

sich jedoch heraus, dass die eindeutige Lösung numerisch ebenso e�zient

berechnet werden kann wie unter Verwendung der Euklidischen Norm.

Desweiteren verringert die Verwendung der Summennorm im Vergleich

zur Euklidischen Norm die Gefahr, konzentriert in Zeitpunkten zu opti-

mieren, in denen es schwieriger ist eine gute Approximation zu erreichen.

Dies ist vor allem in langen Laufzeiten zu erwarten, für die nur wenige

replizierende Instrumente zur Verfügung stehen. Damit wird das neue

Cash-Flow-Matching Problem eine attraktive Alternative, die zusätzli-

che Robustheit der Lösung liefern könnte. Die Ergebnisse sind aus Na-

tolski u. Werner (2017b) entnommen und werden in Abschnitt 5.4 sowie

Kapitel 6 präsentiert.

• Zum Verständnis der Unterschiede und Gemeinsamkeiten der Replika-

tionsprobleme trägt besonders Kapitel 7 bei. Zwischen dem Terminal-

Value-Matching und den zwei Cash-Flow-Matching Problemen leite ich

direkte Zusammenhänge her. Insbesondere kann das in Natolski u.

Werner (2014) eingeführte Cash-Flow-Matching Problem leicht in das

Terminal-Value-Matching Problem überführt werden. Wenn man die For-
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Aufbau der Arbeit

derung der Statik des replizierenden Portfolios abschwächt und zulässt,

dass mit dem Numéraire dynamisch repliziert werden darf, verschmelzen

die beiden Probleme in eines. Weiter stellt sich heraus, dass die beiden

Cash-Flow-Matching Probleme identisch sind, sobald die Cash-Flows der

Instrumente zeitlich separiert werden können. In dem Fall �nden Cash-

Flows zweier Instrumente entweder ausschlieÿlich an disjunkten oder

immer zu denselben Zeitpunkten statt. Zuletzt kann auch der Zusam-

menhang des Terminal-Value-Matching mit dem ursprünglichen Cash-

Flow-Matching mittels simultaner Diagonalisierung hergeleitet werden.

Die Ergebnisse dieses Teils sind bereits in Natolski u. Werner (2014)

publiziert.

• Auf dem Weg zur Begründung der Replikation unter dem risikoneutralen

Maÿ, beweise ich in Abschnitt 4.3 eine neue Version des Hauptsatzes

der Finanzmathematik. Er erweitert den Satz von Dalang, Morton und

Willinger (siehe Dalang u. a. (1990)) in diskreter Zeit um die zusätzliche

Forderung, dass der Maÿwechsel vom risikoneutralen Maÿ zurück zum

reellen Maÿ in der ersten Zeitperiode beschränkt ist. Isoliert ist dieser

Satz für die Replikationstheorie von geringer Bedeutung, jedoch erweist

er sich entscheidend für die Begründung der Replikationstheorie, wie sie

in der Praxis umgesetzt wird. Der Beweis des Satzes ist in Natolski u.

Werner (2017c) enthalten.

1.5 Aufbau der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es replizierende Portfolios als mathematisch fundierte Me-

thode zur Ermittlung des SCR zu etablieren und einen Vergleich analytischer,

numerischer und statistischer Eigenschaften verschiedener Replikationsmetho-

den zu unternehmen.

Zunächst bedarf es eines mathematisch klar de�nierten Ziels, das mittels der

Replikation erreicht werden soll. Neben der Zielformulierung stelle ich in Ka-

pitel 3 alle in der Praxis verwendeten Replikationsformulierungen vor und de-

�niere darauf basierend eine breite Klasse von Replikationsproblemen. O�ene
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Punkte sind dabei

• die Präzisierung der Normen unter denen das Terminal-Value-Matching

und das Cash-Flow-Matching gelöst werden sollen. Favoriten sind dabei

die Normen L1 und L2.

• die Wahl des Wahrscheinlichkeitsmaÿes unter dem repliziert werden soll.

In der Praxis und in der Literatur (mit Ausnahme von Cambou u. Fili-

povic (2016)) wird ohne Hinterfragung das risikoneutrale Maÿ gewählt.

• die Wahl zwischen Terminal-Value-Matching und Cash-Flow-Matching,

eine Frage, die in vielen Artikeln angesprochen und qualitativ untersucht

wurde. Bisher herrscht dahingehend kein Konsens.

Aus dieser Klasse soll ein möglichst e�zientes und zielführendes Problem

ermittelt werden unter Beantwortung der o�enen Punkte.

Der erste Schritt ist die Klärung der Frage ob überhaupt ein Zusammenhang

zwischen der Zielsetzung und einem Replikationsproblem hergestellt werden

kann. In stetiger Zeit ist eine Verbindung zwischen der Zielvorgabe und dem

Terminal-Value-Matching bereits von Cambou u. Filipovic (2016) etabliert

worden. Zeitgleich haben wir in Natolski u. Werner (2017c) in diskreter

Zeit einen stärkeren Zusammenhang sowohl für das Cash-Flow- als auch

für das Terminal-Value-Matching gefunden. Diesen Zusammenhang werde

ich in Kapitel 4 detailliert erläutern. Man wird feststellen, dass unter ge-

eigneten Voraussetzungen alle Replikationsprobleme sinnvolle Methoden zur

Berechnung des SCR darstellen. Im Laufe dieser mathematischen Fundierung

der Replikationsmethode werden sich gleichzeitig erste Hinweise auf die

Beantwortung der Frage des optimalen Wahrscheinlichkeitsmaÿes und des

Matching-Problems ergeben.

Zur genaueren Beantwortung der o�enen Fragen führe ich zunächst in Kapitel

5 eine Diskussion über Vor- und Nachteile der verschiedenen Replikationspro-

bleme. Im Zuge dessen wird sich herausstellen, dass Probleme bei denen die

Fehler zwischen Cash-Flows quadratisch in die Zielfunktion eingehen, einen
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Aufbau der Arbeit

entscheidenden Vorteil bei der numerischen Lösung haben. Die Anzahl der

verwendeten Szenarien für die Optimierung erzeugt bei diesen Problemen

keinen zusätzlichen Rechenaufwand. Glücklicherweise bietet die L2-Norm

viel Struktur, die für eine mathematische Analyse genutzt werden kann,

um weitere Erkenntnisse über die Eigenschaften und Zusammenhänge der

Replikationsprobleme zu gewinnen. Neben Existenz und Eindeutigkeit von

Lösungen in Kapitel 6, leite ich in Kapitel 7 Zusammenhänge her und erläutere

im Umkehrschluss die Konsequenzen für die Eigenschaften der replizierenden

Portfolios.

In Kapitel 8 prüfe ich schlieÿlich replizierende Portfolios auf Konvergenzeigen-

schaften von Monte-Carlo Schätzern. Dabei zeige ich Konsistenz und asym-

ptotische Normalität der Schätzer und leite Konvergenzgeschwindigkeiten im

fast-sicheren Sinn her. Insbesondere entspringt daraus die Konsistenz der empi-

rischen Zielfunktionen, welche die Verwendung replizierender Portfolios im Ri-

sikomanagement endgültig rechtfertigt. Keines der Replikationsprobleme kris-

tallisiert sich hierbei als besonders vorteilhaft heraus. Jedoch liefert das Kapi-

tel Resultate, die in der praktischen Anwendung nützlich für das Testen und

Validieren der Schätzer sein können.
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2 Mathematischer Aufbau und

Problemstellung

Der Aufbau und die Notation ist überwiegend aus Natolski u. Werner (2014)

entnommen.

2.1 Das mathematische Modell

Ausgehend von der diskreten Zeitachse1 T0 := {0} ∪ T mit T := {1, . . . , T}
für beliebiges T ∈ N, wird ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum W :=(
Ω,F , (Ft)t∈T0 ,W

)
de�niert. Dabei sei F0 vollständig und es gelte FT = F .

Ferner seien P und Q zwei weitere Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf dem messbaren

�ltrierten Raum
(
Ω,F , (Ft)t∈T0

)
. Auf diesem Raum ist folgender Finanzmarkt

mit reellem Maÿ P de�niert:

1. N := (Nt)t∈T0 bezeichne einen positiven stochastischen Prozess, sodass

Q ein risikoneutrales Maÿ mit N als Numéraire bildet.

2. Sei
(
RA
t

)
t∈T0

:=
(
RA

1,t, . . . , R
A
lA,t

)
t∈T0

ein adaptierter Markovscher sto-

chastischer Prozess, der sämtliche Risikofaktoren im Finanzmarkt abbil-

det (z.B. Ausfall- oder Zinsrisiko).

3. Sei
(
RL
t

)
t∈T0

:=
(
RL

1,t, . . . , R
L
lL,t

)
t∈T0

ein adaptierter Markovscher sto-

chastischer Prozess, unter P unabhängig von
(
RA
t

)
t∈T0

, der sämtliche Ri-

sikofaktoren der Verbindlichkeiten des Versicherers abbildet (z.B. Ster-

1In der gesamten Arbeit kann jede beliebige endliche Zeitachse {t0, . . . , tT } gewählt werden.
Zur Vereinfachung der Notation verwende ich stellvertretend die natürlichen Zahlen.
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Das mathematische Modell

beraten).

4.
(
RA
t

)
t∈T0

und
(
RL
t

)
t∈T0

generieren jeweils die Filtrationen
(
FAt
)
t∈T0

und(
FLt
)
t∈T0

auf (Ω,F) und es gilt Ft = FAt ∨ FLt , ∀t ∈ T0.

5. Es be�nden sich m handelbare Finanzmarktinstrumente auf dem Markt,

deren Wertentwicklungen Pfadabhängigkeit aufweisen können. Es exis-

tiert ein RdA-wertiger
(
FAt
)
-adaptierter Prozess

(
DA
t

)
t∈T und eine Funk-

tion CA
i : T ×RdA → R für jede Anlage i ∈ {1, . . . ,m}, sodass CA

i (t,DA
t )

den Cash-Flow der Anlage i zum Zeitpunkt t darstellt. Für t = T ent-

spricht diese Barzahlung dem aktuellen Wert der Anlage.

6. Analog existiert ein RdL-wertiger FL-adaptierter Prozess
(
DL
t

)
t∈T und

eine Funktion CL : RdA×RdL → R sodass CL(t,DA
t , D

L
t ) dem Cash-Flow

der Liabilities zum Zeitpunkt t entspricht.

7. Zusätzlich existiert ein Geldmarktkonto (Cash-Account) B mit Anfangs-

wert B0 = 1 und stochastischer Rendite r(t,DA
t ) > −1 zum Zeitpunkt t.

Bezeichne

Bt =
t−1∏
s=0

(
1 + r

(
s,DA

s

))
den Geldwert des Geldmarktkontos zur Zeit t.

Das Geldmarktkonto wird als Anlage i = 0 bezeichnet, sodass

CA
0

(
t,DA

t

)
=

0, t = 1, . . . , T − 1

BT , t = T
.

8. Mit S
(
t,DA

t

)
=
(
Si
(
t,DA

t

))
i=0,...,m

wird der Preisprozess der m + 1

Finanzinstrumente zum Zeitpunkt t bezeichnet.

9. x ∈ Rm+1 bezeichne das Anlagenportfolio des Versicherungsunterneh-

mens.

Im Fall, dass lediglich Plain Vanilla Optionen auf dem Markt gehandelt

werden, ist es hinreichend
(
DA
t

)
t∈T =

(
RA
)
t∈T zu setzen. Sobald aber pfad-

abhängige Optionen zugelassen werden, ist auch der Pfad der Risikofaktoren

RA relevant. So ist z.B. eine asiatische Option auf eine Aktie abhängig vom
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arithmetischen Mittel aller vergangener Aktienkurse. Dieses Mittel kann

dann im Prozess DA gespeichert werden. Man kann sich also DA als Prozess

vorstellen aus dem alle für die gehandelten Finanzinstrumente relevanten

Informationen abgelesen werden können.

Analog lässt sich bei den Verbindlichkeiten des Versicherers argumentieren.

Cash-Flows hängen hier im Regelfall von der Zuweisungspolitik und der

Bilanzierung in der Vergangenheit ab (vgl. Bauer u. a. (2010)). Sowohl der

Bilanzverlauf als auch die vergangenen Zuweisungen werden im Prozess DL

zusammengefasst.

Zur Vereinfachung der Notation führe ich folgende Bezeichnungen ein.

C̃L
t :=

CL
(
t,DA

t , D
L
t

)
Nt

,

L̃ :=
T∑
t=1

C̃L
t ,

C̃A
i,t :=

CA
i

(
t,DA

t

)
Nt

,

Ãi :=
T∑
t=1

C̃A
i,t,

S̃i,t :=
Si
(
t,DA

t

)
Nt

bezeichnen jeweils die (aufsummierten) abdiskontierten Cash-Flows der Lia-

bilities und der Anlage i ∈ {0, . . . ,m} sowie den abdiskontierten Preisprozess

aller Anlagen. Die Cash-Flows der Finanzinstrumente zur Zeit t und deren

Summe werden jeweils in einem Vektor zusammengefasst.

C̃A
t :=

(
C̃A

0,t, . . . , C̃
A
m,t

)>
,

Ã :=
(
Ã0, . . . , Ãm

)>
=

T∑
t=1

C̃A
t ,

S̃t :=
(
S̃0,t, . . . , S̃m,t

)>
.
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Problemstellung

Für die Beziehung zwischen Preisen und Cash-Flows der Anlagen gilt wie üb-

lich (vgl. Daul u. Vidal (2009))

S̃t = EQ

(
T∑
s=t

C̃A
s

∣∣∣Ft) .
Insbesondere gilt damit C̃A

T = S̃T , sodass der letzte Cash-Flow dem Wert der

Anlage entspricht. Die Interpretation ist, dass alle Anlagen zum Endzeitpunkt

T verkauft werden. Anlagen werden zum Zeitpunkt t ge- und verkauft bevor

der Cash-Flow zum Zeitpunkt t statt�ndet.

2.2 Problemstellung

Ziel des Versicherers ist es die Verteilung der BOF in einem Jahr, also die

Verteilung der Zufallsvariable

BOF1 = EQ
(
N1 ·

(
x>Ã− L̃

) ∣∣F1

)
= N1 · EQ

(
x>Ã− L̃

∣∣F1

)
, (2.1)

unter dem reellen Maÿ P zu bestimmen. Der Grund ist, dass die Solvency

II Richtlinie von Versicherungen verlangt, das 99, 5%-Quantil (Value-at-Risk)

von BOF1 unter dem reellen Maÿ zu schätzen. Die Verteilung der Aktiva

N1 · EQ
(
x>Ã

∣∣F1

)
bei gegebenem Portfolio x ist entweder vollständig be-

kannt oder kann durch e�ziente numerische Methoden sehr gut angenähert

werden. Die Schwierigkeit liegt darin die Verteilung des zukünftigen Wertes

der Liabilities N1 · EQ
(
L̃
∣∣F1

)
und deren stochastische Abhängigkeit von den

Aktiva zu schätzen. In der Praxis gibt es keine Möglichkeit die Verteilung der

Liabilities analytisch zu bestimmen. Wie schon in der Einleitung erwähnt, ist

der naheliegende Versuch die Verteilung mit der Nested Monte-Carlo Methode

zu bestimmen, mit einem zu hohen Rechenaufwand verbunden. Selbst bei ei-

ner Simulationsdauer von über 11 Minuten erreichten Bauer u. a. (2010) einen

relativen Schätzfehler von über 2%. Im Vergleich dazu erhalten sie bei Anwen-

dung des Least Square Monte-Carlo Verfahrens und einer Berechnungsdauer

von 24 Sekunden einen Schätzfehler von weniger als 0, 2%. In dieser Arbeit

widme ich mich dem Ansatz der replizierenden Portfolios. Der Rechenaufwand
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ist auf Grund der Verwandtschaft ähnlich zum Least Square Monte-Carlo Ver-

fahren (siehe Pelsser u. Schweizer (2015)) und damit deutlich geringer, weil

lediglich unverzweigte Simulationspfade benötigt werden. Die Frage ist natür-

lich inwieweit ein replizierendes Portfolio den bedingten Erwartungswert (2.1)

zufriedenstellend approximieren kann.
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3 Einführung in die

replizierenden Portfolios

In einem vollständigen Markt ohne Transaktionskosten kann jeder Claim

durch eine geeignete selbst�nanzierende Handelsstrategie perfekt repliziert

werden (vgl. Föllmer u. Schied (2011)). In einem unvollständigen Markt ist

dies per De�nition nicht möglich. Man kann aber versuchen eine selbst�nan-

zierende Strategie zu �nden deren Auszahlungspro�l der des Claims möglichst

nahe kommt. Mithilfe dieser Strategie kann die Wertentwicklung des Claims

approximiert und der Claim abgesichert werden. Analog könnte im Rahmen

des Risikomanagements in der Lebensversicherung eine Strategie gefunden

werden, die ähnliche Cash-Flows produziert, wie die Liabilities. In diesem

Kontext ist Zweck der Strategie ein Risikomaÿ des zukünftigen Werts der Lia-

bilities zu berechnen. Allerdings ist auf Grund von Vertragslaufzeiten von über

40 Jahren die dynamische Replikation von Cash-Flows eine rechenaufwändige

und wenig robuste Methode. Laut Pelsser (2003) sind dynamische Strategien

über einen solchen Zeitraum wegen der Transaktionskosten teuer und können

mit der Zeit zu derart groÿen Umschichtungen führen, dass der Preis der

Anlagen durch diese Umschichtungen beein�usst wird. Daher bevorzugt er,

garantierte Rentenoptionen, wie sie in der Lebensversicherung klassischerweise

vorkommen, statisch zu replizieren. Oechslin u. a. (2007) haben als Erste

statische Replikation in den direkten Zusammenhang mit der Berechnung des

Risikokapitals in der Lebensversicherung gebracht. Ihr primäres Ziel ist dabei

die Approximation des Terminal Value der Liabilities mithilfe eines statischen

Portfolios. Die Berechnung des Risikokapitals erwähnen sie dabei zunächst

nur als mögliche Anwendung.
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Um ein geeignetes Replikationsportfolio zu �nden, muss klar im Auge behalten

werden, dass es schlieÿlich zur Berechnung des Risikokapitals dienen soll.

Ausgehend von der Di�erenz zwischen dem über das Portfolio genäherten und

dem tatsächlichen unbekannten Risikokapital, muss untersucht werden wie der

Abstand zweier Cash-Flow Pro�le de�niert werden soll. Bei entsprechender

De�nition besteht die Ho�nung, über Minimierung dieses Abstands eine gute

Näherung des Risikokapitals zu erhalten.

Dieses Kapitel ist in drei Abschnitte aufgeteilt. Im ersten Teil erläutere ich,

welche Gröÿe Versicherungen tatsächlich quanti�zieren wollen. Der zweite Teil

zeigt, welches Problem in der Praxis derzeit gelöst wird. Um eine Brücke zwi-

schen der Zielgröÿe der Versicherer und dem aktuell behandelten Problem in

der Praxis zu schlagen, de�niere ich im dritten Teil ein allgemeines Replika-

tionsproblem. Dieses enthält das Problem aus Teil zwei als Spezialfall. Die

Ergebnisse basieren überwiegend auf den Arbeiten Natolski u. Werner (2014)

und Natolski u. Werner (2017c).

3.1 Zielgröÿe des Versicherers

Wie in Abschnitt 2.2 demonstriert, wollen Versicherungen die Verteilung der

BOF in einem Jahr unter dem reellen Maÿ berechnen. Eine entscheidende

Frage in diesem Kontext ist jedoch wie eine gute Annäherung einer Vertei-

lung de�niert wird. Diesbezüglich sind zwei Herangehensweisen naheliegend.

Eine Möglichkeit ist den Abstand zweier Verteilungen über eine Metrik auf

Wahrscheinlichkeitsmaÿen zu de�nieren. Hier steht eine breite Auswahl zur

Verfügung, wie die Kolmogorov, Lévy oder Prokhorov Metriken. Einen gu-

ten Überblick �ndet man in Gibbs u. Su (2002). Unabhängig von der Wahl

der Metrik, ist die gesamte Verteilungsfunktion entscheidend bei der Beur-

teilung ob sie gut approximiert wird. Anders kann es sich bei der De�nition

eines Abstandsbegri�s über Risikomaÿe verhalten. Der Value-at-Risk und der

Average-Value-at-Risk sind Beispiele, in denen nur ein bestimmter Teil der

Verteilungsfunktion eine Rolle spielt. Die Frage ist also, ob es reicht nur einen
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Zielgröÿe des Versicherers

bestimmten Teil der Verteilung anzunähern oder ob eine globale Schätzung

von Interesse ist.

Wie bereits bekannt, ist für Solvency II eine Schätzung des Value-at-Risk be-

reits ausreichend. Zum Zweck der Allgemeinheit sei ρP : X 7→ R ein beliebiges

Risikomaÿ1, wobei X ⊆ L0 (P) ein geeigneter noch zu wählender Unterraum

ist, der später in Abschnitt 4.1 bestimmt wird.

Die wahre Zielgröÿe ist ρP angewendet auf die Verteilung der BOF (2.1), also

ρP (BOF1) = ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã− L̃

∣∣F1

))
. (3.1)

Allgemein möchte man mit einem Replikationsportfolio α ∈ Rm+1 dement-

sprechend folgende Di�erenz minimieren.∣∣∣ρP (N1 · EQ
(
x>Ã−α>Ã

∣∣F1

))
− ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã− L̃

∣∣F1

)) ∣∣∣.
Zur Vereinfachung der Darstellung de�niere ich den marktkonsistenten Wert

der Liability Cash-Flows (FVL) L̃1 := N1 ·EQ
(
L̃
∣∣F1

)
und der Anlagen Ã1 :=

N1 · EQ
(
Ã
∣∣F1

)
in einem Jahr.

Um ein besseres Verständnis für den Zusammenhang zwischen dieser Zielgröÿe

und dem Replikationsproblem zu erlangen, sei nun beispielhaft angenommen,

ρP sei ein subadditives Risikomaÿ. Dann gilt

ρP

(
x>Ã1 − L̃1

)
− ρP

(
(x−α)>Ã1

)
= ρP

(
(x−α)>Ã1 + α>Ã1 − L̃1

)
− ρP

(
(x−α)>Ã1

)
≤ ρP

(
(x−α)>Ã1

)
+ ρP

(
α>Ã1 − L̃1

)
− ρP

(
(x−α)>Ã1

)
= ρP

(
α>Ã1 − L̃1

)
und analog

ρP

(
(x−α)>Ã1

)
− ρP

(
x>Ã1 − L̃1

)
= ρP

(
x>Ã1 − L̃1 + L̃1 −α>Ã1

)
− ρP

(
x>Ã1 − L̃1

)
1Derzeit wird im Zuge der Solvency II Richtlinie der Value-at-Risk zum Signi�kanzniveau

99,5% als Risikomaÿ angesetzt. Dieser ist für alle Verteilungen wohlde�niert.
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≤ ρP

(
x>Ã1 − L̃1

)
+ ρP

(
L̃1 −α>Ã1

)
− ρP

(
x>Ã1 − L̃1

)
= ρP

(
L̃1 −α>Ã1

)
,

sodass insgesamt folgt∣∣∣ρP ((x−α)>Ã1

)
− ρP

(
x>Ã1 − L̃1

) ∣∣∣
≤ max

{
ρP

(
α>Ã1 − L̃1

)
, ρP

(
L̃1 −α>Ã1

)}
. (3.2)

Unter der Annahme, dass (x − α)>Ã1 und α>Ã1 − L̃1 oder x>Ã1 − L̃1 und

L̃1 − α>Ã1 komonoton sind, gilt für alle komonoton additiven Risikomaÿe

sogar Gleichheit. Aus dieser Tatsache lässt sich vermuten, dass (3.2) sogar

eine scharfe obere Schranke ist. Da Subadditivität eine wünschenswerte

Eigenschaft eines Risikomaÿes ist, stellt (3.2) die eigentlich zu minimierende

Zielgröÿe dar.

Vorteilhaft an (3.2) ist die Tatsache, dass das Portfolio x verschwunden ist.

Da x bekannt ist, ist die direkte Approximation des FVL über replizierende

Portfolios, wie in der Praxis umgesetzt, intuitiv. Die Schranke (3.2) liefert

eine mathematisch begründete Rechtfertigung. Die Approximation der BOF

erfolgt damit parallel zur Approximation des FVL, weswegen in der Folge

lediglich vom FVL gesprochen wird.

Der Value-at-Risk ist bekanntlich nicht subadditiv, womit (3.2) nicht gilt.

In Abschnitt 4.2 wird demonstriert, dass die Replikationstheorie trotzdem

auch für den Value-at-Risk erschlossen werden kann. Jedoch sprechen gewisse

Aspekte gegen die direkte Minimierung von (3.2). Aus regulatorischer Sicht

lässt sich argumentieren, dass die Approximation eines kleinen Teils der Ver-

teilung des FVL unzureichend ist um das allgemeine Verhalten der Liabilities

zu erklären. Hinzu kommt, dass bei der Aggregation mehrerer Portfolios (z.B.

von Tochter�rmen eines groÿen Konzerns) ein gröÿerer Teil der FVL Verteilung

einbezogen werden muss, während im Asset Liability Management innerhalb

des Unternehmens sogar eine gute Annäherung der gesamten Verteilung benö-

tigt wird. In Abschnitt 4.1 führe ich Zielfunktionen ein, die den Abstand einer
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Lösungsansätze in der Praxis

Zufallsvariable zum FVL mit einer Norm auf X messen. Bei Minimierung die-

ser Zielfunktionen wird dann die gesamte Verteilung des FVL angenähert.

3.2 Lösungsansätze in der Praxis

Zwar ist für konvexe Risikomaÿe (3.2) eine leicht zu minimierende Gröÿe, je-

doch ist man in der Praxis, wie oben ausgeführt, an einer allgemeineren Appro-

ximation der Verteilung des FVL interessiert. Daher versucht man den FVL in

einer zuvor festgelegten Norm zu approximieren. Weder in der Literatur noch

in der Praxis gibt es eine einhellige Meinung, welche Norm zu bevorzugen ist.

Derzeit werden vorwiegend zwei Debatten geführt. Die Erste bezieht sich auf

die Wahl eines normierten Raums (L(W), ‖.‖W), auf dem alle Zufallsvariablen

de�niert sein sollen und über dessen Norm der Abstand zwischen zwei Zufalls-

variablen gemessen wird. Bis auf Ausnahmen (Beutner u. a. (2013), Pelsser u.

Schweizer (2015), Beutner u. a. (2015), Cambou u. Filipovic (2016) und Ha

(2016)) wird ohne Erwägung W = Q gesetzt. Jedoch ist man sich uneinig

welche der Normen L1(Q) oder L2(Q) zu wählen ist. Die zweite Debatte be-

zieht sich auf die Frage ob der abdiskontierte Cash-Flow (DCF) der Liabilities

in jedem Zeitpunkt separat oder lediglich die aufsummierten abdiskontierten

Cash-Flows bzw. der abdiskontierte Terminal Value (DTV) durch das Portfolio

möglichst genau abgebildet werden sollte. Ich stelle die Probleme im Folgenden

vor.

3.2.1 Das Terminal-Value-Matching

In Oechslin u. a. (2007) wird argumentiert, dass es beim Vergleich zwischen

zwei Cash-Flows nur auf deren DTV ankommt. Jeder Geldbetrag kann sofort

in den Numéraire angelegt werden und dort gehalten werden bis zum End-

zeitpunkt T . Anders gesagt können Cash-Flows rolliert werden. Der auf heute

abgezinste Endwert entspricht dann dem DTV des Cash-Flows. Es ist also

irrelevant zu welchem Zeitpunkt die Geldbeträge �ieÿen, solange nur deren

abgezinste Summe übereinstimmt. Haben zwei Cash-Flows den gleichen DTV,
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3.2.2 Das 2-Cash-Flow-Matching

so haben sie wegen des �law of one price� zu jedem Zeitpunkt den gleichen

fairen Wert unter Berücksichtigung der vorausgegangenen Zahlungen. Mit ei-

ner guten Replikation des DTV der Liability Cash-Flows, sollte auch der faire

Wert der Replikation in t = 1 wenig abweichen. Mit dieser Begründung empfeh-

len Oechslin u. a. (2007) das Lösen des DTV-Problems. Als normierten Raum

wählen sie den L2 (Q) und formulieren damit folgendes Optimierungsproblem.

inf
α∈Rm+1

[
EQ
([
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

. (QTV)

Das analoge Problem im Raum L1 (Q) taucht in der Literatur überraschen-

derweise kaum auf. Eine Erwähnung �ndet man in Seemann (2011). Es wird

jedoch in der Praxis verwendet, weil es numerisch e�zient zu lösen ist. Es ist

gegeben durch

inf
α∈Rm+1

EQ
(∣∣∣L̃−α>Ã

∣∣∣∣∣∣∣F0

)
. (LTV)

3.2.2 Das 2-Cash-Flow-Matching

Oechslin u. a. (2007) geben als Alternative zum Terminal-Value-Matching an,

dem Zeitpunkt der Zahlungsbeträge Bedeutung zu geben:

inf
α∈Rm+1

[
T∑
t=1

EQ
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

. (QSCF)

Das analoge Problem im Raum L1 (Q) wurde bisher nach meinem besten Wis-

sen von niemandem formuliert. Der Vollständigkeit halber formuliere ich es

hier:

inf
α∈Rm+1

[
T∑
t=1

[
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F0

)]2
] 1

2

. (LSCF)

33



Lösungsansätze in der Praxis

3.2.3 Das 1-Cash-Flow-Matching

In Natolski u. Werner (2014) und Natolski u. Werner (2017b) wird das folgende

alternative Cash-Flow-Matching Problem

inf
α∈Rm+1

T∑
t=1

[
EQ

([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2

∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

. (QACF)

angegeben.

Das analoge Problem im Raum L1 (Q) wird beispielsweise in Özkan u. a.

(2011), Chen u. Skoglund (2012) und Adelmann u. a. (2016) verwendet.

inf
α∈Rm+1

T∑
t=1

EW
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F0

)
. (LACF)

Der Unterschied zwischen dem 1-Cash-Flow-Matching und dem 2-Cash-Flow-

Matching, besteht lediglich darin, dass im Letzteren auf dem Raum RT implizit

die Euklidische Norm festgesetzt wurde, während im Ersteren die Summen-

norm gewählt worden ist, was die Namensgebung begründet.

Obwohl bekanntlich alle Normen auf dem endlich dimensionalen Raum RT

äquivalent sind, wird sich noch herausstellen, dass die Lösungen der beiden

Probleme QSCF und QACF äuÿerst unterschiedlich sind.

Bemerkung 3.2.1

Es wird manchmal noch eine weitere Variante in Betracht gezogen. Dabei

partitioniert man das Zeitgitter T in sogenannte Buckets und summiert die

Cash-Flows in jedem dieser Buckets. Sei T = {1, . . . , t1} ∪ {t1, . . . , t2} ∪ . . . ∪
{tK−1 + 1, . . . , tK = T} eine solche Partition und setze t0 := 0. Dann sind

C̃A
k :=

tk∑
t=tk−1+1

C̃A
t , ∀k = 1, . . . , K,

C̃L
k :=

tk∑
t=tk−1+1

C̃L
t , ∀k = 1, . . . , K
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3.2.3 Das 1-Cash-Flow-Matching

die aufsummierten abdiskontierten Cash-Flows in jedem Bucket. Die Zielfunk-

tion wird exakt wie im Cash-Flow-Matching gewählt, wobei statt über alle t ∈ T
nun über alle k = 1, . . . , K aufsummiert wird.

Dieses Matching Problem wird kurz in Seemann (2011) eingeführt, aber nicht

weiter analysiert. Es �ndet in der Praxis häu�g Anwendung. Da es aber aus der

mathematischen Perspektive vom Cash-Flow-Matching nicht zu unterscheiden

ist, wird es in der Folge nicht behandelt.

Insgesamt werden also sechs Zielfunktionen (mit Ausnahme von LSCF) in der

Praxis bevorzugt.

fQ
QTV (α) :=

[
EQ
([
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

,

fQ
LTV (α) := EQ

(∣∣∣L̃−α>Ã
∣∣∣∣∣∣∣F0

)
,

fQ
QSCF (α) :=

[∑
t∈T

EQ
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

,

fQ
LSCF (α) :=

[∑
t∈T

[
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F0

)]2
] 1

2

,

fQ
QACF (α) :=

∑
t∈T

[
EQ
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

,

fQ
LACF (α) :=

∑
t∈T

EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F0

)

Zwei Aspekte dieser Zielfunktionen sind dabei unerwartet. Bedenkt man, dass

das Risikomaÿ ρP für die FVL Verteilung unter dem reellen Maÿ P berechnet

werden soll, ist es überraschend, dass alle Funktionen auch der ersten Periode

von t = 0 nach t = 1 das risikoneutrale Maÿ zuordnen. Da der heutige faire

Wert der Liabilities zweitrangig ist, wäre es naheliegend hier in der ersten Pe-

riode das reelle Maÿ anzusetzen und erst danach das risikoneutrale Maÿ.

Der Grund ist, dass Versicherungsunternehmen Monte-Carlo Pfade der Cash-

Flows üblicherweise mit einem Simulationsprogramm erzeugen, das auf Szena-

rien basiert, die von einem �Economic Scenario Generator� (ESG) bereitgestellt
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De�nition des Replikationsproblems

werden. Laut aktueller Informationen sind diese Generatoren derzeit noch nicht

in der Lage, zuerst reelle Szenarien für die erste Periode und risikoneutrale Sze-

narien für die folgenden Perioden zu erzeugen. In Cambou u. Filipovic (2016)

wird argumentiert, dass sich reelle Szenarien durch einen Maÿwechsel von Q
nach P leicht extrahieren lassen. Jedoch sind solche Maÿwechsel in den ESG

Tools des öfteren nicht verfügbar.

Der zweite Aspekt ist, dass alle Cash-Flows auf t = 0 abdiskontiert sind.

Betrachtet man die Zielgröÿe (2.1), würde man den Faktor N1 in der Zielfunk-

tion erwarten. Nach meinem besten Wissen, gibt es keine plausible Erklärung,

warum dieser Faktor nicht auftaucht. Rücksprache mit Aktuaren hat ergeben,

dass die meisten Versicherungen die Zinsrate im ersten Jahr als konstant an-

nehmen, da der Numéraire als vorhersehbar vorausgesetzt wird. In dem Fall

spielt der konstante Faktor N1 keine Rolle in der Optimierung. Ein zweites

Argument ist, dass die erste Periode nicht als das erste Jahr interpretiert wird,

sondern nur einen kleinen Zeitschritt ε > 0 nach einem instantanen Schock

(vgl. Abb. 1.6). In dieser kurzen Zeitspanne ändert sich der Numéraire kaum

und kann somit approximativ als konstant angenommen werden.

3.3 De�nition des Replikationsproblems

Die eben vorgestellten Zielfunktionen lassen sich in einer gesamten Klasse von

Zielfunktionen zusammenfassen. In Anbetracht der Kritik an der Wahl des

Wahrscheinlichkeitsmaÿes Q in der Optimierung lasse ich das MaÿW frei wähl-

bar.

De�nition 3.3.1 (Replikationsproblem)

Bezeichne L (W) einen Vektorraum reeller Zufallsvariablen aufW. Ferner sei-

en ‖.‖W und ‖.‖T jeweils zugehörige Normen auf L (W) und RT . Dann heiÿen

die Optimierungsprobleme

inf
α∈Rm+1

∥∥∥L̃−α>Ã
∥∥∥
W
, (3.3)

inf
α∈Rm+1

∥∥∥∥(∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥
W

)
t∈T

∥∥∥∥
T

(3.4)
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Replikationsprobleme.

Problem (3.3) wird fortan alsDTV-Problem für �Discounted Terminal Value�

und (3.4) als DCF-Problem für �Discounted Cash-Flow� bezeichnet.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Minimierung jeder Zielfunktion aus

Kapitel 3.2 ein Replikationsproblem darstellt. Insbesondere erhält man die

Zielfunktionen aus allen Kombinationen der Normen ‖.‖W = ‖.‖Q,1, ‖.‖Q,2
und ‖.‖T = ‖.‖1, ‖.‖2. O�ensichtlich gehören fQ

QTV und fQ
LTV zur Klasse der

DTV-Probleme, während fQ
QSCF , f

Q
LSCF , f

Q
QACF und fQ

LACF der Klasse der

DCF-Probleme zugeordnet werden können.

Folgende Freiheitsgrade bleiben in De�nition 3.3.1 vorerst noch o�en.

• Präzisierung des Raums L (W) und der Normen ‖.‖W, ‖.‖T

• Wahl des Wahrscheinlichkeitsmaÿes W

• Wahl des Numéraires N

• Wahl zwischen DTV und DCF

Die Frage, wie man das Replikationsproblem am besten präzisiert, begleitet

den Lauf der gesamten Arbeit. Hierbei ist es wichtig im Auge zu behalten,

was man mit dem Replikationsportfolio am Ende erreichen möchte. Auf einige

dieser Fragen werde ich keine eindeutige Antwort bieten können. Jedoch wird

man die Auswirkungen auf das Replikationsportfolio und dessen Eigenschaften

besser verstehen.

Zunächst muss jedoch überprüft werden, ob ein Replikationsproblem für die

in Abschnitt 2.2 eingeführte Problemstellung überhaupt zielführend sein kann.

Es ist also eine Begründung der Replikation nötig. Im Zuge dieser Begründung

wird sich bereits eine bestimmte Wahl für W als vorteilhaft erweisen.
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4 Begründung der

Replikationstheorie

Wie in der Einleitung bereits erwähnt, haben bereits Beutner u. a. (2013),

Pelsser u. Schweizer (2015), Beutner u. a. (2015) und Cambou u. Filipovic

(2016) zeitgleich mit Natolski u. Werner (2017c) zum Thema dieses Kapitels

beigetragen. Trotzdem sind einige Lücken o�en geblieben.

In ihrer Analyse gehen Beutner u. a. (2013), Pelsser u. Schweizer (2015) und

Beutner u. a. (2015) stets vom DTV-Problem aus. Das ebenfalls in der Praxis

beliebte DCF-Problem wird nicht behandelt. Zudem gilt ihr Augenmerk

dem asymptotischen Verhalten der replizierenden Portfolios. Der wesentliche

Beitrag der Arbeiten ist die Angabe der Geschwindigkeit mit welcher die

Varianz des Fehlers zwischen den Terminal Values und damit auch die Varianz

des Fehlers im FVL mit der Anzahl der Replikationsinstrumente und der

simulierten Szenarien gegen Null konvergiert. Es werden jedoch keine Feh-

lerschranken für eine feste Anzahl an Instrumenten hergeleitet. Desweiteren

wird nicht geklärt warum es hinreichend ist für das Replikationsproblem, wie

in der Praxis üblich, das risikoneutrale Maÿ W = Q zu wählen.

Dagegen leiten Cambou u. Filipovic (2016) Fehlerschranken für den Terminal

Value bei fester Anzahl an Replikationsinstrumenten her. Jedoch arbeiten sie

in einem zeitstetigen Modell, was auch sie daran hindert das DCF-Problem

einzubeziehen. Zudem lassen sie in der Replikation lediglich das reelle und das

risikoneutrale Maÿ zu und kommen zu dem Schluss, dass das risikoneutrale

Maÿ gewählt werden sollte. Andere potentielle Wahrscheinlichkeitsmaÿe

werden in ihrer Arbeit nicht berücksichtigt.
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Insgesamt wurde also bereits Einiges für die Begründung der Replikationstheo-

rie geleistet. Jedoch fehlt vorwiegend eine Begründung des DCF-Problems.

Dazu bleibt auch die Frage nach der Wahl eines eventuell besser geeigneten

Wahrscheinlichkeitsmaÿes W.

Im Folgenden werde ich diese o�enen Fragen behandeln und somit eine prä-

zisere und mathematisch fundierte Formulierung des Replikationsproblems er-

arbeiten. Die hier präsentierten Resultate sind im Wesentlichen aus Natolski

u. Werner (2017c) entnommen.

4.1 Zielführender Lösungsansatz für kohärente

Risikomaÿe

Wie zuvor erwähnt sind Versicherungen an einer umfassenderen Annäherung

der Liabilities interessiert, obwohl die Minimierung von (3.2) für konvexe Risi-

komaÿe ein einfach zu lösendes konvexes Optimierungsproblem darstellt. Des-

wegen minimieren sie einen Abstand zwischen den Cash-Flows der Liabilities

und des replizierenden Portfolios mittels der Zielfunktionen (3.3) und (3.4) aus

Abschnitt 3.2. Es bleibt also zu klären, wie die Zielfunktionen mit der Haupt-

zielgröÿe (3.2) vereinbart werden können.

Um diese Lücke zu füllen, würde man gerne das Risikomaÿ ρP durch eine Lp-
Norm mit 1 ≤ p ≤ ∞ in folgender Form beschränken:

ρP (X) ≤ const · ‖X‖P,p , ∀X ∈ Lp (P) . (4.1)

Bemerkung 4.1.1

Tatsächlich gilt für den Average-Value-at-Risk eine solche Ungleichung. Kaina

u. Rüschendorf (2009, Theorem 4.1) beweisen, dass der Average-Value-at-Risk

zum Signi�kanzniveau β ∈ (0, 1) die Darstellung

AV aRβ(X) = sup
W∈Zβ

EW (X) , ∀X ∈ L1 (P) ,
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Zielführender Lösungsansatz für kohärente Risikomaÿe

hat, wobei Zβ :=
{
W : dW

dP ≤
1
β

}
Daher kann folgende Ungleichung für jedes

1 ≤ p ≤ ∞, X ∈ Lp (P) hergeleitet werden:

∣∣AV aRβ(X)
∣∣ =

∣∣ sup
W∈Zβ

EP

(
dW
dP
·X
) ∣∣ ≤ 1

β
EP
(∣∣X∣∣) ≤ 1

β
‖X‖P,p .

Allgemein gilt Satz 4.1.2 (Kaina u. Rüschendorf (2009, Korollar 2.6)).

Satz 4.1.2

Jedes endliche kohärente Risikomaÿ ρ : Lp 7→ R ist Lipschitz-stetig.

Somit ist (4.1) für alle kohärenten Risikomaÿe mit möglicherweise unbekannter

Konstante erfüllt.

Man nehme nun an es gelte N1 ∈ Lq (P) für ein 1 ≤ q ≤ ∞. Durch die

Hölder-Ungleichung erhält man für beliebiges X ∈ Lp (P) mit 1
p

+ 1
q

= 1:∣∣ρP(N1 ·X)
∣∣ ≤ const · ‖N1X‖P,1 ≤ const · ‖N1‖P,q ‖X‖P,p . (4.2)

Ist also ρP kohärent und endlich und N1 ∈ Lq (P), so ist ρP auch Lipschitz-

stetig bezüglich der Lp-Norm, wobei p dual zu q ist. Wie die Zielfunktionen

in Abschnitt 3.2 andeuten, sind in der Praxis die L1- und L2-Normen üblich.

Daher sollte die Annahme N1 ∈ L2 (P) bzw. N1 ∈ L∞ (P) erfüllt sein.

O�ensichtlich spielt X die Rolle des Residuums EQ
(
α>Ã− L̃

∣∣F1

)
. Um Un-

gleichung (4.2) als Schranke verwenden zu können, muss folgende minimale

Annahme der Integrierbarkeit getro�en werden.

Annahme 1

Es gilt

S̃1 = EQ
(
Ã
∣∣F1

)
∈ L1(P)m+1,

EQ
(
L̃
∣∣F1

)
∈ L1(P).
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Annahme 1 wird später in Abschnitt 4.3 eine wichtige Rolle spielen, da sie

sich als wichtige Bedingung für den in Satz 4.3.4 formulierten Hauptsatz der

Finanzmathematik herausstellen wird.

O�ensichtlich möchte man die Schranke (4.2) auch für höhere Lp(P)-Normen

verwenden. Eine einfache Möglichkeit ist, die Integrierbarkeitsforderung aus

Annahme 1 entsprechend auf Lp(P) zu erweitern. Das letztlich angestrebte

Ziel ist jedoch eine obere Schranke bezüglich der Zielfunktion eines Replikati-

onsproblems wie in Abschnitt 3.2 zu �nden. Um diese wiederum wohlzude�nie-

ren, wären weitere Voraussetzungen nötig. Um eine einheitliche und möglichst

minimale Voraussetzung der Integrierbarkeit zu �nden, lohnt es sich den in

Satz 4.3.4 formulierten Hauptsatz der Finanzmathematik vorwegzunehmen.

Aus ihm geht hervor, dass Annahme 1 bereits die Existenz eines risikoneu-

tralen Maÿes Q garantiert, sodass dP
dQ

∣∣∣
F1

∈ L∞ (P) und dQ
dP ∈ L

∞ (P) gilt.

Proposition 4.1.3 nutzt diese Aussage um sowohl Schranke (4.2) als auch die

Zielfunktionen aus Abschnitt 3.2 wohlzude�nieren.

Proposition 4.1.3 (Wohlde�niertheit)

Sei Annahme 1 erfüllt und für festes 1 ≤ p < ∞ gelte C̃A
t ∈ Lp(P)m+1 und

C̃L
t ∈ Lp(P) für alle t ∈ T . Dann existiert ein äquivalentes risikoneutrales Maÿ

Q, sodass

EQ
(
Ã
∣∣∣F1

)
∈ Lp(P)m+1,

EQ
(
L̃
∣∣F1

)
∈ Lp(P)

und C̃A
t ∈ Lp(Q)m+1 und C̃L

t ∈ Lp(Q) für alle t ∈ T .

Insbesondere sind für p = 1 und p = 2 jeweils die Zielfunktionen fQ
LTV , f

Q
LSCF ,

fQ
LACF und fQ

QTV , f
Q
QSCF , fQ

QACF wohlde�niert.

Beweis. Nach Satz 4.3.4 existiert ein risikoneutrales Maÿ Q, sodass dP
dQ

∣∣∣
F1

∈

L∞ (P) und dQ
dP ∈ L

∞ (P).
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Zielführender Lösungsansatz für kohärente Risikomaÿe

Für jedes Y ∈ Lp(P) gilt dann

∥∥∥EQ
(
Y
∣∣∣F1

)∥∥∥
P,p

=

∥∥∥∥∥EP

(
dP
dQ

∣∣∣∣
F1

· Y
∣∣∣∣F1

)∥∥∥∥∥
P,p

≤

∥∥∥∥∥ dPdQ
∣∣∣∣
F1

∥∥∥∥∥
P,∞

·
∥∥∥EP

(
Y
∣∣∣F1

)∥∥∥
P,p

Jensen

≤

∥∥∥∥∥ dPdQ
∣∣∣∣
F1

∥∥∥∥∥
P,∞

· ‖Y ‖P,p

<∞

Auf Grund des beschränkten Maÿwechsels dQ
dP ∈ L

∞ (P) gilt auch C̃A
t ∈

Lp(Q)m+1 und C̃L
t ∈ Lp(Q) für alle t ∈ T , woraus die zweite Aussage direkt

folgt.

Tatsächlich sind die Annahmen von Proposition 4.1.3 hinreichend um alle in

dieser Arbeit eingeführten Zielfunktionen wohlzude�nieren. Dementsprechend

wird von nun an mit Q implizit ein risikoneutrales Maÿ wie in Satz 4.3.4

bezeichnet. An entsprechender Stelle werde ich darauf wiederholt hinweisen.

Betrachtet man nun Schranke (4.2) mit den typischen Parametern p = 2 bzw.

p = 1, so sind die neuen Zielfunktionen

fP,Q
QTV (α) :=

[
EP
([

EQ
(
L̃
∣∣F1

)
− EQ

(
α>Ã

∣∣F1

)]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

(4.3)

=
∥∥∥EQ

(
L̃
∣∣F1

)
− EQ

(
α>Ã

∣∣F1

)∥∥∥
P,2
,

=
∥∥∥EQ

(
L̃−α>Ã

∣∣F1

)∥∥∥
P,2
,

fP,Q
LTV (α) := EP

(∣∣∣EQ
(
L̃
∣∣F1

)
− EQ

(
α>Ã

∣∣F1

) ∣∣∣∣∣∣∣F0

)
(4.4)

=
∥∥∥EQ

(
EQ
(
L̃
∣∣F1

)
−α>Ã

∣∣F1

)∥∥∥
P,1
,

=
∥∥∥EQ

(
L̃−α>Ã

∣∣F1

)∥∥∥
P,1
.
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nach Proposition 4.1.3 wohlde�niert1 und durch nachfolgende Proposition 4.1.4

motiviert. Die Proposition schlägt die Brücke zwischen der umfassenden Ap-

proximation der Verteilung der Liabilities und einer guten Schätzung der Ziel-

gröÿe.

Proposition 4.1.4

Ist ρP kohärent und endlich, so gilt∣∣∣ρP(BOF1

)
− ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣F1

)) ∣∣∣
≤ const · ‖N1‖P,q

∥∥∥EQ
(
L̃−α>Ã

∣∣F1

)∥∥∥
P,p

= const ·

‖N1‖P,2 f
P,Q
QTV (α), für q = p = 2,

‖N1‖P,∞ fP,Q
LTV (α), für q =∞, p = 1.

Beweis. Aus (3.2) und Satz 4.1.2 folgt∣∣∣ρP(BOF1

)
− ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣F1

)) ∣∣∣
=
∣∣∣ρP (N1 · EQ

(
x>Ã− L̃

∣∣F1

))
− ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣F1

)) ∣∣∣
≤ max

{
ρP

(
α>Ã1 − L̃1

)
, ρP

(
L̃1 −α>Ã1

)}
≤ const ·

∥∥∥N1 · EQ
(
L̃−α>Ã

∣∣F1

)∥∥∥
P,p

und somit ist die erste Ungleichung Konsequenz der Hölder Ungleichung.

Die Gleichung entsteht daraufhin durch direktes Einsetzen der De�nitionen

von fP,Q
QTV und fP,Q

LTV .

Bemerkung 4.1.5

Ist der Numéraire vorhersehbar, so ist N1 konstant, also insbesondere N1 ∈
L∞ (P) und es kann die L1 (P)-Norm fP,Q

LTV für die Optimierung gewählt werden.

Folgt dagegen die Zinsrate einem Hull-White oder CIR Modell, das in diskreten

Zeitpunkten beobachtet wird, müssen quadratische Fehler minimiert werden wie

1Für fP,QQTV setze ich entsprechend Proposition 4.1.3 zusätzlich C̃A
t ∈ L2(P)m+1 für alle

t ∈ T und L̃ ∈ L2(P) voraus.
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Zielführender Lösungsansatz für kohärente Risikomaÿe

in fP,Q
QTV . Auf Grund der Ungleichung fP,Q

LTV (α) ≤ fP,Q
QTV (α) für jedes α ∈ Rm+1

liefert fP,Q
LTV allerdings schärfere Schranken.

Bemerkung 4.1.6

Ist ρP der Average-Value-at-Risk auf gegebenem Signi�kanzniveau β > 0, liefert

Proposition 4.1.4

∣∣∣ρP(BOF1

)
− ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣F1

)) ∣∣∣
≤

 1
β
‖N1‖P,2 f

P,Q
QTV (α), falls N1 ∈ L2 (P) ,

1
β
‖N1‖P,∞ f

P,Q
LTV (α), falls N1 ∈ L∞ (P) .

Bemerkung 4.1.7

Proposition 4.1.4 kann leicht von kohärenten auf endliche konvexe Risikomaÿe

erweitert werden, wenn der Fehler in der entsprechenden Lp (P)-Norm hin-

reichend klein ist, da lediglich die lokale Lipschitz-Stetigkeit des Risikomaÿes

benötigt wird.

Daher sind die beiden Zielfunktionen fP,Q
QTV und fP,Q

LTV naheliegende Kandi-

daten für die Optimierung, um die Verteilung der Liabilities anzunähern.

Jedoch stellen diese beiden Zielfunktionen noch kein Replikationsproblem

nach De�nition 3.3.1 dar. Tatsächlich braucht man für deren Minimierung

Szenarien der Zufallsgröÿe EQ
(
L̃
∣∣F1

)
. Das wäre allerdings gleichbedeutend

mit der Erzeugung von Szenarien der BOF in einem Jahr. Gerade auf Grund

der zeitaufwendigen Erzeugung solcher Szenarien wurden die replizierenden

Portfolios erst eingeführt.

Nichtsdestotrotz ist die Einführung der Zielfunktionen fP,Q
QTV und fP,Q

LTV sehr
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nützlich. De�niert man das Wahrscheinlichkeitsmaÿ O durch

O(A) := EP (EQ (1A∣∣F1

))
, ∀A ∈ F , (4.5)

so entspricht dies exakt der Zuordnung des reellen Wahrscheinlichkeitsmaÿes

P auf alle Szenarien bis t = 1 und des risikoneutralen Maÿes Q ab t = 1.

Bemerkung 4.1.8

Ha (2016) de�niert das Maÿ O (in seiner Arbeit notiert mit P̃) äquivalent

durch den Maÿwechsel

dO
dP

:=
dQ
dP

EP
(
dQ
dP

∣∣∣F1

)
Setzt man W = O und wählt die Normen L1(O) und L2(O), sowie die Sum-

mennorm ‖.‖1 und die Euklidische Norm ‖.‖2 auf RT im DTV-Problem bzw.

DCF-Problem, so erhält man analog zu den Zielfunktionen in Abschnitt 3.2

fO
QTV (α) :=

[
EP
(
EQ
([
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

=
∥∥∥L̃−α>Ã

∥∥∥
O,2

,

fO
LTV (α) := EP

(
EQ
(∣∣∣L̃−α>Ã

∣∣∣∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)
=
∥∥∥L̃−α>Ã

∥∥∥
O,1

,

fO
QSCF (α) :=

[∑
t∈T

EP
(
EQ
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

=

[∑
t∈T

∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥2

O,2

] 1
2

,

fO
LSCF (α) :=

[∑
t∈T

[
EP
(
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)]2
] 1

2

=

[∑
t∈T

∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥2

O,1

] 1
2

,
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Zielführender Lösungsansatz für kohärente Risikomaÿe

fO
QACF (α) :=

∑
t∈T

[
EP
(
EQ
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

=
∑
t∈T

∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥
O,2

,

fO
LACF (α) :=

∑
t∈T

EP
(
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)
=
∑
t∈T

∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥
O,1

.

Per De�nition erzeugen alle sechs Zielfunktionen fO
QTV , f

O
LTV , f

O
QSCF , f

O
LSCF ,

fO
QACF und fO

LACF Replikationsprobleme. Ihre Wohlde�niertheit kann unter

denselben Voraussetzungen garantiert werden, wie im Fall der analogen Ziel-

funktionen unter dem Maÿ Q aus Abschnitt 3.2 (vgl. Proposition 4.1.3).

Proposition 4.1.9

Sei Annahme 1 erfüllt und für festes 1 ≤ p < ∞ gelte C̃A
t ∈ Lp(P)m+1 und

C̃L
t ∈ Lp(P) für alle t ∈ T . Dann gilt auch C̃A

t ∈ Lp(O)m+1 und C̃L
t ∈ Lp(O)

für alle t ∈ T .
Insbesondere sind für p = 1 und p = 2 jeweils die Zielfunktionen fO

LTV , f
O
LSCF ,

fO
LACF und fO

QTV , f
O
QSCF , fO

QACF wohlde�niert.

Beweis. Nach Satz 4.3.4 ist dP
dQ

∣∣∣
F1

∈ L∞ (P) und dQ
dP ∈ L

∞ (P). Für jedes

Y ∈ Lp(P) gilt also nach Formel von Bayes (Musiela u. Rutkowski (2005,

Lemma A.1.4)):

‖Y ‖O,p = EP
(
EQ
(∣∣Y ∣∣p∣∣∣F1

)) 1
p

Bayes
= EP

(
EP

(
dQ
dP
· dP
dQ

∣∣∣∣
F1

·
∣∣Y ∣∣p∣∣∣∣F1

)) 1
p

≤

∥∥∥∥∥dQdP · dPdQ
∣∣∣∣
F1

∥∥∥∥∥
1
p

P,∞

· ‖Y ‖P,p

<∞.
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Für fO
QTV , f

O
QSCF , f

O
QACF und fO

LTV , f
O
LSCF , f

O
LACF muss also jeweils für p = 2

und p = 1 zusätzlich die Annahme C̃A
t ∈ Lp(P)m+1, C̃L

t ∈ Lp(P) für alle t ∈ T
gemacht werden.

Die nächste Proposition zeigt, dass jede Zielfunktion auch eine obere Schranke

für (3.2) darstellt. Damit sind es diese Funktionen, die Versicherungen tatsäch-

lich in der Optimierung verwenden sollten.

Proposition 4.1.10

Für alle α ∈ Rm+1 gelten die folgenden Ungleichungsketten

fP,Q
QTV (α) ≤ fO

QTV (α) ≤ fO
QACF (α) ≤

√
T · fO

QSCF (α),

fP,Q
LTV (α) ≤ fO

LTV (α) ≤ fO
LACF (α) ≤

√
T · fO

LSCF (α).

Tatsächlich gilt noch eine Reihe weiterer Ungleichungen zwischen den Zielfunk-

tionen, die das Bild über relative Gröÿenordnungen erweitern. Diese werden

später in Propositionen 5.3.3 und 5.3.4 für beliebige Wahrscheinlichkeitsmaÿe

hergeleitet. Proposition 4.1.10 dient zunächst nur der Herstellung einer Ver-

bindung zwischen (3.2) und den eben eingeführten Zielfunktionen.

Beweis. Anwendung der Jensen-Ungleichung ergibt für alle α ∈ Rm+1

fP,Q
QTV (α) =

[
EP

([
EQ
(
L̃−α>Ã

∣∣∣∣F1

)]2 ∣∣∣∣F0

)] 1
2

≤
[
EP
(
EQ
((

L̃−α>Ã
)2
∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

= fO
QTV (α)

und analog

fP,Q
LTV (α) ≤ fO

LTV (α).

Aus der Minkowski Ungleichung folgt
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Der Fall Value-at-Risk

fO
QTV =

∥∥∥L̃−α>Ã
∥∥∥
O,2

=

∥∥∥∥∥∑
t∈T

C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥∥∥
O,2

≤
∑
t∈T

∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥
O,2

= fO
QACF (α)

und analog

fO
LTV (α) ≤ fO

LACF (α).

Schlieÿlich liefert die Cauchy-Schwartz Ungleichung

fO
QACF (α) =

∑
t∈T

∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥
O,2

≤

[∑
t∈T

12

] 1
2

·

[∑
t∈T

∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥2

O,2

] 1
2

,

=
√
T · fO

QSCF (α)

und analog

fO
LACF (α) ≤

√
T · fO

LSCF (α).

Damit ist die Ungleichungskette vollständig.

4.2 Der Fall Value-at-Risk

Der Spezialfall des Value-at-Risk, welcher durch die Solvency II Richtlinie

als Risikomaÿ vorgegeben ist, erweist sich als etwas komplizierter. O�enbar

kann man das Vorgehen für kohärente Risikomaÿe nicht wiederverwenden, da

der Value-at-Risk bekanntermaÿen nicht subadditiv ist. Um das Replikati-

onsproblem in diesem Kontext zu begründen muss von vorne begonnen werden.
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Einen guten Anfang macht hier Lemma 4.2.1. Es ist durch Satz 7 in Henrion

u. Outrata (2005) inspiriert, welches ein ähnliches Ergebnis in der Kolmogorov

Metrik statt der Prokhorov Metrik beweist.

Lemma 4.2.1

Sei β ∈ (0, 1) und X beliebige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion FX , die

an der Stelle VaRβ(X) di�erenzierbar ist mit

F ′ (VaRβ(X)) > γ (4.6)

für ein γ > 0.

Dann existiert eine Konstante δ > 0, sodass ∀Y mit dP (X, Y ) < δ gilt

∣∣VaRβ(X)− VaRβ(Y )
∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
· dP (X, Y ),

wobei dP die Prokhorov Metrik bezeichnet (siehe z.B. Huber (2004)).

Dieses Ergebnis ist nützlich um eine Art Lipschitz Schranke für den Value-at-

Risk herzuleiten. Da die zukünftigen Basic Own Funds BOF1 (de�niert in 2.1)

einer festen Zufallsvariable entsprechen, kann BOF1 die Rolle von X in Lemma

4.2.1 einnehmen. Es bleibt dann noch den Prokhorov Abstand zwischen BOF1

und einer beliebigen Zufallsvariable Y in einer ε-Umgebung von BOF1 im L1

Sinne zu beschränken.

Beweis. O�ensichtlich ist FX an der Stelle VaRβ(X) stetig und streng monoton

steigend ist. Daher gilt

FX (VaRβ(X)) = β.

Weiter folgt aus (4.6), dass es eine Konstante η > 0 gibt, sodass ∀ε ∈ (0, η)

FX (VaRβ(X))− FX (VaRβ(X)− ε) ≥ γ · ε, (4.7)

FX (VaRβ(X) + ε)− FX (VaRβ(X)) ≥ γ · ε. (4.8)
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Sei dP (X, Y ) = ε < δ := γ · η. Dann gilt

P
(
Y ≤ VaRβ(X)−

(
1 +

1

γ

)
ε

)
dP=ε

≤ P
(
X ≤ VaRβ(X)− 1

γ
ε

)
+ ε

= FX

(
VaRβ(X)− ε

γ

)
+ ε

(4.7)

≤ FX (VaRβ(X))− ε+ ε

= β.

und analog

P
(
Y ≤ VaRβ(X) +

(
1 +

1

γ

)
ε

)
dP=ε

≥ P
(
X ≤ VaRβ(X) +

1

γ
ε

)
− ε

= FX

(
VaRβ(X) +

ε

γ

)
− ε

(4.8)

≥ FX (VaRβ(X)) + ε− ε

= β.

Somit erhält man

VaRβ(X)−
(

1 +
1

γ

)
ε ≤ VaRβ(Y ) ≤ VaRβ(X) +

(
1 +

1

γ

)
ε

bzw. ∣∣∣VaRβ(X)− VaRβ(Y )
∣∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
dP (X, Y )

Da Y mit dP (X, Y ) < δ beliebig war, ist der Beweis vollständig.

Proposition 4.2.2

Für X = BOF1 und β ∈ (0, 1), seien die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1

für ein γ > 0 erfüllt. Dann existiert eine Konstante δ > 0, sodass für alle Y

mit dP (BOF1, Y ) < δ gilt

∣∣VaRβ (BOF1)− VaRβ(Y )
∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
·
(
EP (|BOF1 − Y |)

) 1
2 .
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Beweis. Bezeichne mit dW die 1-Wasserstein Metrik, die de�niert ist durch

dW (X, Y ) := inf
U
d
=X

V
d
=Y

EP (|U − V |) .

In Gibbs u. Su (2002) wird folgende allgemeine Ungleichung bewiesen:

dP (X, Y ) ≤
√
dW (X, Y ).

Nach Lemma 4.2.1 gibt es eine Konstante δ > 0, sodass ∀Y mit

dP (BOF1, Y ) < δ gilt∣∣VaR(BOF1)β − VaR(Y )β
∣∣ ≤ L · dP (BOF1, Y ) ≤

(
1 +

1

γ

)
·
√
dW (BOF1, Y ).

Unter Einbezug der o�ensichtlichen Ungleichung

dW (BOF1, Y ) ≤ EP (|BOF1 − Y |) ,

folgt damit∣∣VaR(BOF1)β − VaR(Y )β
∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
·
(
EP (|BOF1 − Y |)

) 1
2 .

Korollar 4.2.3

Sei β > 0. Erfüllt X = BOF1 die Voraussetzungen aus Lemma 4.2.1

für ein γ > 0, dann existiert δ > 0, so dass unter der Bedingung

dP

(
BOF1, N1 · EQ

(
(x−α)> Ã

∣∣∣F1

))
< δ folgt∣∣∣∣VaRβ (BOF1)− VaRβ

(
N1 · EQ

(
(x−α)> Ã

∣∣∣F1

)) ∣∣∣∣
≤


(

1 + 1
γ

)
·
√
‖N1‖P,2

√
fP,Q
QTV (α), falls N1 ∈ L2 (P) ,(

1 + 1
γ

)
·
√
‖N1‖P,∞

√
fP,Q
LTV (α), falls N1 ∈ L∞ (P) .

Beweis. Folgt direkt aus Proposition 4.2.2 und Anwendung der Cauchy-

Schwarz Ungleichung.
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Der Fall Value-at-Risk

Bemerkung 4.2.4

In der Praxis ist es normalerweise unmöglich Eigenschaft (4.6) für die Vertei-

lung von BOF1 zu überprüfen. Jedoch kann sie durch Simulation hinreichend

genau veri�ziert werden.

Wie das folgende Resultat von Henrion (2006) verdeutlicht, kann Annahme

(4.6) nicht wesentlich abgeschwächt werden um Lipschitz-Stetigkeit des Value-

at-Risk, wie in Proposition 4.2.2, zu erhalten.

Satz 4.2.5

Sei β ∈ (0, 1) und X eine beliebige eindimensionale Zufallsvariable mit stetiger

Verteilungsfunktion. Dann ist der Value-at-Risk zum Niveau β für kein α > 0

lokal Hölder-α-stetig um X bezüglich jeder Metrik auf dem Raum der Wahr-

scheinlichkeitsmaÿe, die schwächer ist als die Metrik der totalen Variation.

Ihr Gegenbeispiel kann ohne Schwierigkeiten modi�ziert werden um zu zeigen

dass auch bezüglich jeder Lp-Norm keine (lokale) Hölder-Stetigkeit gegeben ist.

Zusammenfassend kann man also bei zusätzlichen Informationen über die Re-

gularität der Verteilung von BOF1, auch für den Value-at-Risk von BOF1

Schlüsse aus der Lösung des Replikationsproblems ziehen. Damit ist die theore-

tische Begründung des Replikationsproblems hergeleitet. Die bisher wichtigsten

Erkenntnisse sind in Satz 4.2.6 zusammengefasst.

Satz 4.2.6 (Fundierung der Replikation unter O)
Sei Annahme 1 erfüllt und C̃A

t ∈ Lp(P)m+1, C̃L
t ∈ Lp(P) für alle t ∈ T , sowie

N1 ∈ Lq(P), wobei 1
p

+ 1
q

= 1.

Ist ρP kohärent und endlich, dann gibt es eine Konstante Kρ > 0, sodass∣∣∣ρP(BOF1

)
− ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣F1

)) ∣∣∣
≤ Kρ ·

‖N1‖P,2 f
O
QTV (α), für q = p = 2,

‖N1‖P,∞ fO
LTV (α), für q =∞, p = 1.
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Insbesondere kann im Fall ρP = AVaRβ, β ∈ (0, 1) Kρ = 1
β
gesetzt werden.

Sei β ∈ (0, 1) und erfülle X = BOF1 zusätzlich die Voraussetzungen aus Lem-

ma 4.2.1 für ein γ > 0. Dann existiert δ > 0, sodass

dP

(
BOF1, N1 · EQ

(
(x−α)> Ã

∣∣∣F1

))
< δ impliziert∣∣∣∣VaRβ(BOF1

)
− VaRβ

(
N1 · EQ

(
(x−α)> Ã

∣∣∣F1

)) ∣∣∣∣
≤


(

1 + 1
γ

)
·
√
‖N1‖P,2

√
fO
QTV (α), für q = 2, p = 2,(

1 + 1
γ

)
·
√
‖N1‖P,∞

√
fO
LTV (α), für q =∞, p = 1.

Beweis. Folgt direkt aus Proposition 4.1.4 bzw. Bemerkung 4.1.6 und Korollar

4.2.3, sowie Proposition 4.1.10.

Ich werde nun überprüfen ob das Replikationsproblem auch für andere Maÿe

sinnvoll ist. Insbesondere ist interessant, ob die Wahl W = Q wie in der Praxis

üblich, ebenso obere Schranken für (3.2) liefert.

4.3 Replikation unter W = Q

Da die Zielfunktionen fO
QTV und fO

LTV bereits als obere Schranken für den Ap-

proximationsfehler ausgemacht wurden, reicht es diese Funktionen wiederum

durch die Zielfunktionen unter Q nach oben zu beschränken. Der folgende Satz

liefert den Schlüssel.

Satz 4.3.1 (Fundierung der Replikation unter Q)
Sei Annahme 1 erfüllt, F0 trivial und C̃A ∈ Lp (P)m+1, C̃L ∈ Lp (P) für 1 ≤
p < ∞. Dann existiert ein äquivalentes risikoneutrales Maÿ Q, sodass C̃A ∈
Lp (Q)m+1, C̃L ∈ Lp (Q) und Z := dP

dQ

∣∣∣
F1

∈ L∞ (Q) und für 2 ≤ p <∞, q > 1

mit 2
p

+ 1
q

= 1 gilt ∀α ∈ Rm+1 :

fO
QTV (α) ≤

√
‖Z‖Q,q ·

[
EQ
(∣∣∣L̃−α>Ã

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1

p
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Replikation unter W = Q

≤
√
‖Z‖Q,q ·

∑
t∈T

[
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

≤ T 1− 1
p ·
√
‖Z‖Q,q ·

[∑
t∈T

EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

.

Analog, gilt für 1 ≤ p <∞, q > 1 mit 1
p

+ 1
q

= 1

fO
LTV (α) ≤ ‖Z‖Q,q ·

[
EQ
(∣∣∣L̃−α>Ã

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

≤ ‖Z‖Q,q ·
∑
t∈T

[
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

≤ T 1− 1
p · ‖Z‖Q,q ·

[∑
t∈T

EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

Korollar 4.3.2

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3.1 gilt

fO
QTV ≤

√
‖Z‖Q,∞·f

Q
QTV ≤

√
‖Z‖Q,∞·f

Q
QACF ≤

√
T ·
√
‖Z‖Q,∞·f

Q
QSCF ,

fO
LTV ≤ ‖Z‖Q,∞ · f

Q
LTV ≤ ‖Z‖Q,∞ · f

Q
LACF ≤

√
T · ‖Z‖Q,∞ · f

Q
LSCF .

Beweis von Korollar 4.3.2. Die Aussage folgt jeweils direkt durch Einsetzen

von p = 2 und p = 1 in Satz 4.3.1 bis auf fQ
LACF ≤

√
T · fQ

LSCF . Diese Unglei-

chung ist Konsequenz der Cauchy-Schwarz Ungleichung.

Bemerkung 4.3.3

Es gilt allgemein für R = LTV, QTV, QSCF, LSCF, QACF, LACF

fO
R ≤

√
‖Z‖Q,∞ · f

Q
R .

Der Beweis ist trivial, da aus jeder Zielfunktion lediglich die ‖.‖∞-Norm des

Maÿwechsels dP
dQ

∣∣∣
F1

herausgezogen werden muss. Daraus kann entnommen wer-

den, dass Replikation unter dem aus P und Q kombinierten Maÿ O grundsätz-

lich bessere Schranken liefert und daher bevorzugt werden sollte.
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Der Beweis des Satzes 4.3.1 ist technisch und bedarf einiger Vorbereitungen.

Die Annahme der Existenz eines risikoneutralen Maÿes Q wie in Satz 4.3.1 ist

nicht trivial. Im Black-Scholes Modell in stetiger Zeit ist die Radon-Nikodym

Ableitung dP
dQ auf Grund des Satzes von Girsanov bekanntlich lognormal ver-

teilt. Daher wäre das Black Scholes Modell hier nicht anwendbar. In diskreter

Zeit ist die Situation anders. Satz 4.3.4 liefert das Kernresultat, welches ich

über mehrere Etappen beweise.

Satz 4.3.4 (Hauptsatz der Finanzmathematik)

Sei Annahme 1 erfüllt und F0 trivial. Dann existiert ein äquivalentes risiko-

neutrales Maÿ Q, sodass dP
dQ

∣∣∣
F1

∈ L∞ (P) und dQ
dP ∈ L

∞ (P).

Insbsondere existiert ein Maÿ Q wie in Satz 4.3.1 unter der Bedingung C̃A ∈
Lp (P)m+1, C̃L ∈ Lp (P) für 1 ≤ p <∞.

Ich schlage den Weg über das sogenannte Gain-Loss-Ratio ein, welches von

Bernardo u. Ledoit (2000) eingeführt wurde.

Bezeichne ∆S̃t := S̃t−S̃t−1 den Vektor der Gewinne bzw. Verluste jeder Anlage

zwischen t−1 und t und sei die Menge der vorhersehbaren selbst�nanzierenden

beschränkten Strategien de�niert durch

H :=

(Ht)t∈T0 ∈ L
∞ (P)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Ht −Ht−1)> S̃t−1 = 0, t ∈ T

Ht ∈ Ft−1, t ∈ T

H>0 S̃0 ∈ R

 .

Weiter bezeichne

K :=

{
T∑
t=1

H>t ∆S̃t
∣∣ (Ht)t∈T0 ∈ H

}
(4.9)

den konvexen Kegel der zulässigen Gewinne zum Endzeitpunkt T .
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Replikation unter W = Q

Da jede Strategie in H beschränkt ist und S̃1 ∈ L1 (P)m+1 nach Annahme 1,

gilt auch K ⊂ L1 (P). Dies ist der Grund für die Notwendigkeit von Annahme

1.

De�nition 4.3.5 ((Best) Gain-Loss Ratio)

Für K ∈ K \ {0}, heiÿt die Zahl

Φ(K) :=
EP (K+)

EP (K−)

Gain-Loss Ratio von K. Das Supremum über diese Zahlen

Φ∗ := sup
K∈K\{0}

EP (K+)

EP (K−)

nennt man das Best Gain-Loss Ratio.

In Biagini u. Pinar (2013) wurde folgendes Resultat bewiesen.

Satz 4.3.6

Wenn Φ∗ <∞, dann existiert ein äquivalentes risikoneutrales Maÿ Q, sodass

ess sup dQ
dP

ess inf dQ
dP

= Φ∗

Insbesondere sind dP
dQ and dQ

dP beschränkt durch Φ∗.

Satz 4.3.6 ist die Schlüsselaussage, die für die Existenz eines geeigneten Q
nötig ist. Der Grund ist, dass Satz 4.3.6 auf alle einperiodische arbitragefreie

Märkte anwendbar ist, sofern die σ-Algebra F0 als trivial angenommen wird.

Dies zeigt Lemma 4.3.7.

Lemma 4.3.7

Sei Annahme 1 erfüllt, T = 1, F0 trivial und der Numéraire ein handelbares

Finanzinstrument. Unter der Annahme, dass es keine redundanten Anlagen

gibt, also @H1 ∈ Rm+1 \ {0} so dass H>1 S̃1 = 0, ist Φ∗ aus De�nition 4.3.5

endlich.
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Beweis. Angenommen es wäre Φ∗ =∞. Dann gibt es eine Folge (Kn)n∈N in K
so dass

Φ (Kn) =
EP (K+

n )

EP (K−n )
> n, ∀n ∈ N.

Sei Hn ∈ Rm+1, n ∈ N so dass Kn = (Hn)>∆S̃1. Sei die Anlage S̃m,1 = 1 der

Numéraire und em = (0, . . . , 0, 1)> ∈ Rm+1 die Investition in eine Stückzahl des

Numéraires . Da Kn o�enbar unabhängig von der Investition in den Numéraire

ist, kann o.B.d.A. angenommen werden, dass Hn
m = 0 für alle n ∈ N. Ferner,

da Φ skaleninvariant ist, d.h. Φ(λK) = Φ(K) ∀K ∈ K und ∀λ > 0, kann

auÿerdem o.B.d.A. angenommen werden, dass ‖Hn‖2 = 1 ∀n ∈ N, wobei ‖.‖2

die Euklidsche Norm darstellt.

Da (Hn)n∈N eine beschränkte Folge ist, existiert eine Teilfolge (Hnk)k∈N, die

gegen ein H∗ ∈ Rm+1 mit ‖H∗‖2 = 1 konvergiert, bzw.

lim
k→∞
‖Hnk −H∗‖2 = 0.

Zusätzlich hat man die Ungleichung

EP (K+
nk

)
+ EP (K−nk) = EP (∣∣Knk

∣∣) = EP
(∣∣∣ (Hnk)>∆S̃1

∣∣∣) ≤ EP
(∥∥∥∆S̃1

∥∥∥
2

)
.

und somit

Φ (Knk) =
EP
(
K+
nk

)
EP
(
K−nk

) ≤ EP
(∥∥∥∆S̃1

∥∥∥
2

)
EP
(
K−nk

) − 1.

bzw.

EP (K−nk) ≤ EP
(∥∥∥∆S̃1

∥∥∥
2

)
Φ (Knk) + 1

<
EP
(∥∥∥∆S̃1

∥∥∥
2

)
nk + 1

.

Daher folgt

0 = lim
k→∞

EP (K−nk) = lim
k→∞

EP
((

(Hnk)>∆S̃1

)−)
= EP

((
(H∗)>∆S̃1

)−)
.

Die Bedingung der Arbitragefreiheit impliziert aber

(H∗)>∆S̃1 = 0 f.s.,
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Replikation unter W = Q

oder anders

(H∗)> S̃1 = (H∗)> S̃0 f.s..

Setzt man κ := (H∗)> S̃0, erhält man

(H∗)> S̃1 = κ = κ · e>mS̃1 f.s.

bzw.

(H∗ − κem)> S̃1 = 0 f.s.

Da es nach Annahme keine redundanten Anlagen gibt, folgt

H∗ = κem.

Aus ‖Hn‖2 = 1 und Hn
m = 0 ∀n ∈ N leitet man ab, dass gilt ‖H∗‖2 = 1 und

H∗m = 0.

Also ist κ = 0 im Widerspruch zu ‖H∗‖2 = 1.

Bemerkung 4.3.8

In einer praktischen Anwendung kann eine obere Schranke für Φ∗ wie folgt

gefunden werden.

Da Φ skaleninvariant ist, kann man sich auf die Portfolios H mit ‖H‖∞ = 1

zurückziehen. Für jedes solche H gilt die Ungleichung

EP (K+
)

+ EP (K−) = EP (∣∣K∣∣) = EP
(∣∣∣H>S̃1

∣∣∣) ≤ ‖H‖2 · EP
(∥∥∥S̃1

∥∥∥
2

)
≤
√
m · ‖H‖∞ · EP

(∥∥∥S̃1

∥∥∥
2

)
=
√
m · EP

(∥∥∥S̃1

∥∥∥
2

)
.

Folglich gilt für jedes K ∈ K

Φ (K) =
EP (K+)

EP (K−)
≤

√
m · EP

(∥∥∥S̃1

∥∥∥
2

)
EP (K−)

− 1.

Es bleibt noch eine untere Schranke für EP (K−) zu �nden. Dazu beachte

man, dass die Funktion f : H 7→ EP
((

H>S̃1

)−)
konvex ist. Weiter kann die

Minimierung auf der Ober�äche des Hyperwürfels {x ∈ Rm+1 : ‖x‖∞ = 1} in
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2(m+ 1) unabhängige Minimierungen auf nur jeweils einer Seite aufgespalten

werden. Die Minimierung einer konvexen Funktion auf einer Seite ist einfach

und damit kann der Nenner berechnet werden.

Insgesamt erhält man damit

Φ∗ ≤

√
m · EP

(∥∥∥S̃1

∥∥∥
2

)
min
‖H‖∞=1

EP

((
H>S̃1

)−) − 1.

Korollar 4.3.9

In einem Einperiodenmarkt
(
S̃0, S̃1

)
auf

(
Ω,F , (Ft)t=0,1 ,P

)
mit S̃1 ∈ L1(P)

und trivialer σ-Algebra F0 existiert ein äquivalentes risikoneutrales Maÿ Q,
sodass dP

dQ und dQ
dP beschränkt sind.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Satz 4.3.6 und Lemma 4.3.7. Es fehlt nur

die Annahme, dass es keine redundanten Anlagen auf dem Markt gibt. Exis-

tieren jedoch redundante Anlagen, kann man einfach ein Q auf dem Teilmarkt

unter Ausschluss der redundanten Anlagen �nden. Wegen der Arbitragefrei-

heit muss dieses Q ebenfalls ein risikoneutrales Maÿ auf dem gesamten Markt

sein.

Jetzt sind die nötigen Ergebnisse vorhanden um Satz 4.3.4 zu beweisen.

Beweis des Satzes 4.3.4. Laut dem Satz von Dalang, Morton und Willinger

Dalang u. a. (1990) existiert ein risikoneutrales Maÿ Q̃, sodass die Dichte dQ̃
dP

beschränkt ist. Der schwierige Teil ist also zu zeigen, dass man zusätzlich
dP
dQ̃

∣∣∣
F1

annehmen kann.

In seinem Beweis des Satzes von Dalang, Morton und Willinger bedient sich

Rogers (1994) geeignet gewählter Nutzenfunktionen. Damit ist er in der Lage

Q̃ so zu konstruieren, dass nicht nur dQ̃
dP beschränkt ist, sondern auch der

Maÿwechsel in jedem Zeitpunkt, also dQ̃
dP

∣∣∣
Ft
· dP
dQ̃

∣∣∣
Ft−1

∈ L∞ (P) für alle t ∈ T .
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Replikation unter W = Q

Insbesondere folgt daraus durch Multiplikation dQ̃
dP ·

dP
dQ̃

∣∣∣
F1

∈ L∞ (P). Damit

ist der Maÿwechsel von t = 1 nach t = T beschränkt. Es bleibt nun einen in

beide Richtungen beschränkten Maÿwechsel von t = 0 nach t = 1 zu �nden

und ihn mit dem Wechsel von t = 1 nach t = T zu einem risikoneutralen Maÿ

zu verknüpfen.

Wegen Korollar 4.3.9 existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q1 auf dem

Einperioden-Teilraum
(

Ω,F , (Ft)t=0,1

)
, sodass dP

dQ1
und dQ1

dP beschränkt sind

und das die Martingaleigenschaft EQ1
(
S̃1

∣∣F0

)
= S̃0 garantiert. Unter Verwen-

dung von Q1 konstruiere ich nun ein neues Maÿ Q auf dem gesamten Raum

(Ω,F) durch

Q̃(A) := EQ1

(
EQ̃ (1A∣∣F1

))
, ∀A ∈ F .

Es ist leicht zu überprüfen, dass damit ein neues Wahrscheinlichkeitsmaÿ de-

�niert wird und es gilt

EQ (Z∣∣F1

)
= EQ̃ (Z∣∣F1

)
, ∀Z ∈ L1

(
F , Q̃

)
,

EQ (Z) = EQ1 (Z) , ∀Z ∈ L1 (F1,Q1) ⊆ L1 (F1,P) .

Insbesondere ist
(
S̃t

)
t∈T0

ein Martingal unter Q wegen

EQ
(
S̃t

∣∣∣Fs) = EQ̃
(
S̃t

∣∣∣Fs) = S̃s, ∀ 1 ≤ s ≤ t ≤ T,

EQ
(
S̃t

∣∣∣F0

)
= EQ

(
EQ
(
S̃t

∣∣∣F1

) ∣∣∣F0

)
= EQ1

(
EQ̃
(
S̃t

∣∣∣F1

) ∣∣∣F0

)
= EQ1

(
S̃1

∣∣∣F0

)
= S̃0, ∀ t ≤ T.

und per De�nition ist dP
dQ

∣∣∣
F1

= dP
dQ1

beschränkt.

Nun gilt auÿerdem

dQ
dP

=
dQ1

dP
·

(
dQ̃
dP
· dP
dQ̃

∣∣∣∣∣
F1

)
.
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Da Q̃ so gewählt wurde, dass dQ̃
dP ·

dP
dQ̃

∣∣∣
F1

∈ L∞ (P) und aus der Konstruktion

von Q1 folgt dQ1

dP ∈ L
∞ (P), folgt auch die Beschränktheit von dQ

dP .

Für den letzten Teil folgt wegen C̃A ∈ Lp (P)m+1, C̃L ∈ Lp (P) für 2 ≤ p <

∞ bzw. 1 ≤ p < ∞ und aus der Beschränktheit des Maÿwechsels dQ
dP , dass

C̃A ∈ Lp (Q)m+1, C̃L ∈ Lp (Q) und damit hat Q alle Eigenschaften aus Satz

4.3.1.

Die entscheidende Arbeit im Beweis des Satzes 4.3.1 ist die Existenz des Maÿes

Q mit den geforderten Eigenschaften nachzuweisen. Der Rest des Beweises ist

Standard.

Beweis des Satzes 4.3.1. Mit Satz 4.3.4 ist die Existenz des Maÿes Q gezeigt.

Der Rest des Beweises verläuft analog für fO
QTV und fO

LTV . Daher zeige ich die

Aussage nur für fO
QTV .

Durchführung des Maÿwechsels im äuÿeren Erwartungswert liefert

fO
QTV (α) =

[
EQ
(
Z · EQ

([
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

.

Wegen Z ∈ L∞ (Q) ⊂ Lq (Q) kann Hölders Ungleichung eingesetzt werden und

man erhält [
EQ
(
Z · EQ

([
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

≤
√
‖Z‖Q,q ·

[
EQ
(
EQ
(∣∣∣L̃−α>Ã

∣∣∣p∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
p

=
√
‖Z‖Q,q ·

[
EQ
(∣∣∣L̃−α>Ã

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

.

Die Ungleichungen

[
EQ
(∣∣∣L̃−α>Ã

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1

p

≤
∑
t∈T

[
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p
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Replikation unter W = P

und

∑
t∈T

[
EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

≤ T 1− 1
p ·

[∑
t∈T

EQ
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣p∣∣∣∣F0

)] 1
p

folgen jeweils direkt aus der Minkowski- und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Damit ist auch die Begründung der Replikation, wie in der Praxis umgesetzt,

vollständig. Wie in Abschnitt 3.2 bereits erwähnt, sind die aktuellen Simulati-

onsprogramme scheinbar nicht in der Lage Szenarien aus O zu erzeugen. Eine

naheliegende Frage ist nun, ob Replikation unter P besser ist als unter Q.

4.4 Replikation unter W = P

Wählt man das reelle Maÿ P für das Replikationsproblem, liegt der Vorteil dar-

in, dass kein risikoneutrales Maÿ erst gefunden und ausgesucht werden muss.

Tatsächlich stellt sich zudem heraus, dass es deutlich einfacher ist, Schranken

für (3.2) herzuleiten, wenn unter P statt Q simuliert wird. Man wird jedoch

sehen, dass die Gröÿe der oberen Schranke implizit von der Wahl des risikoneu-

tralen Maÿes Q abhängt. Die Konstruktion des risikoneutralen Maÿes bleibt

einem trotzdem erspart. Man kann annehmen, dass jenes Q eingesetzt wird,

welches die kleinste Schranke bildet. Satz 4.4.1 und Bemerkung 4.4.2 liefern

die Details.

In Analogie zu den Zielfunktionen aus Abschnitten 3.2 und 4.1 de�niere ich

folgende Zielfunktionen für das reelle Maÿ P.

fP
QTV (α) :=

[
EP
([
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

,

fP
LTV (α) := EP

(∣∣∣L̃−α>Ã
∣∣∣∣∣∣∣F0

)
,

fP
QSCF (α) :=

[∑
t∈T

EP
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

,
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fP
LSCF (α) :=

[∑
t∈T

[
EP
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F0

)]2
] 1

2

,

fP
QACF (α) :=

∑
t∈T

[
EP
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

,

fP
LACF (α) :=

∑
t∈T

EP
(∣∣∣C̃L

t −α>C̃A
t

∣∣∣∣∣∣∣F0

)

Es sei hier angemerkt, dass für die Wohlde�niertheit dieser Zielfunktionen

o�ensichtlich die Annahme C̃A
t ∈ Lp(P)m+1, C̃L

t ∈ Lp(P) für alle t ∈ T und

p = 1 bzw. p = 2 ausreicht.

Satz 4.4.1 zeigt, dass man die gleiche obere Schranke erhält wie im Fall W = Q
bis auf den konstanten Faktor.

Satz 4.4.1 (Fundierung der Replikation unter P)
Sei Annahme 1 erfüllt und C̃A

t ∈ L2 (P)m+1, C̃L
t ∈ L2(P) für alle t ∈ T . Dann

existiert ein äquivalentes risikoneutrales Maÿ Q und eine Konstante CP,Q > 0

sodass für beliebiges α ∈ Rm+1 gilt

fO
QTV (α) ≤

√
CP,Q·fP

QTV (α) ≤
√
CP,Q·fP

QACF (α) ≤
√
T ·
√
CP,Q·fP

QSCF (α),

fP,Q
LTV (α) ≤ CP,Q · fP

LTV (α) ≤ CP,Q · fP
LACF (α) ≤

√
T · CP,Q · fP

LSCF (α).

Beweis. Wie im Fall W = Q reicht es wegen Analogie die Aussage für fO
QTV

zu beweisen. Dieses Mal führt man einen Maÿwechsel von Q nach P durch.

fO
QTV (α) ≤

[
EP
(
EQ
([
L̃−α>Ã

]2 ∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

=

[
EP
(
EP
(
dQ
dP

[
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F1

) ∣∣∣∣F0

)] 1
2

=

[
EP
(
dQ
dP

[
L̃−α>Ã

]2
∣∣∣∣F0

)] 1
2

.

Nach dem Satz von Dalang Morton Willinger (Dalang u. a. (1990)) existiert

nun ein risikoneutrales MaÿQ, sodass dQ
dP beschränkt ist. Setzt man also CP,Q :=
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Replikation unter W = P

∥∥dQ
dP

∥∥
∞, so erhält man die Aussage. Die übrigen Ungleichungen werden wie in

Satz 4.3.1 bewiesen.

Bemerkung 4.4.2

Man beachte, dass in Satz 4.4.1 jedes risikoneutrale Maÿ mit beschränkter

Radon Nikodym Dichte dQ
dP ausreichend ist. Idealerweise würde man natür-

lich gerne Q so wählen, dass die Konstante CP,Q möglichst klein ist. In Del-

baen u. Schachermayer (2006) wird gezeigt, dass die kleinste obere Schranke

C∗P,Q := inf
{∥∥dQ

dP

∥∥
∞ : Q ist risikoneutral

}
durch

C∗P,Q = inf
{
k : AV aR 1

k
(K) ≤ 0, ∀K ∈ K

}
= min

{
k : AV aR 1

k
(K) ≤ 0, ∀K ∈ K

}
,

charakterisiert werden kann. Dabei ist K die Menge der zulässigen Gewinne

zum Endzeitpunkt wie in (4.9) de�niert. Das Minimum wird angenommen, da

der Average-Value-at-Risk AV aRβ stetig bezüglich des Signi�kanzniveaus β ist

(siehe Rockafellar u. Uryasev (2002, Proposition 13)). Für Φ∗ wie in Satz 4.3.6

gilt auÿerdem C∗P,Q ≤ Φ∗. Daher liefert Replikation unter P tatsächlich bessere

Schranken als unter Q.

Am Ende dieser Arbeit ist das Ziel, eine Empfehlung für das am besten

geeignete Replikationsproblem zu geben. Zum einen steht die Forderung

nach der e�zienten Lösbarkeit der Probleme im Vordergrund. Diese Frage

werde ich in Abschnitt 5.4 behandeln. Dabei wird sich herausstellen, dass

der Rechenaufwand für die Lösung der Probleme QTV, QSCF und QACF in

einer Monte-Carlo Simulation nicht von der Anzahl der erzeugten Szenarien

abhängt, ein groÿer Vorteil gegenüber LTV, LSCF und LACF. Zum anderen

möchte ich ein besseres Verständnis für die qualitativen Unterschiede zwischen

den Replikationsproblemen erreichen. Da QTV, QSCF und QACF auf der

L2-Norm auf W basieren, bieten sie Raum für analytische Mathematik.

Wie man in Kapitel 7 sehen wird, erlaubt diese Gegebenheit die Probleme

ineinander überzuführen und damit quantitative Unterschiede zwischen den
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Replikationsportfolios aufzudecken.

Bemerkungen 4.3.3 und 4.4.2 liefern bereits eine gute Grundlage um zu ent-

scheiden, welches Wahrscheinlichkeitsmaÿ für das Replikationsproblem am bes-

ten geeignet ist. Zum Zweck der Allgemeinheit wird das Wahrscheinlichkeits-

maÿ W, wenn nicht explizit gewählt, für die Replikation beliebig angenommen.

Das folgende Kapitel geht näher auf die noch o�enen Parameter des Replika-

tionsproblems ein und scha�t einen Überblick der Argumente aus Forschung

und Praxis. Darunter fällt die Diskussion über die Wahl der Normen ‖.‖W
und ‖.‖T und die Frage ob Terminal-Value-Matching, 1-Cash-Flow-Matching

oder 2-Cash-Flow-Matching prinzipiell zu bevorzugen ist. Zudem untersuche

ich inwieweit die Wahl des Numéraires einen E�ekt auf das resultierende Re-

plikationsportfolio haben kann.
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5 Diskussion der

Replikationsparameter

Dieses Kapitel beginnt mit der Bedeutung des Numéraires in der Repli-

kation. Daraufhin wird diskutiert, welche Norm auf dem Raum L (W) ge-

wählt werden sollte, bevor schlieÿlich auf die Unterschiede zwischen Terminal-

Value-Matching, 1-Cash-Flow-Matching und 2-Cash-Flow-Matching eingegan-

gen wird.

5.1 Numéraire und Martingalmaÿ

Eine Freiheit, die bei der Formulierung der Replikationsprobleme bisher au-

ÿen vor war, ist die Wahl des Numéraires N zur Abdiskontierung. Wenn der

WahrscheinlichkeitsraumW nicht in endlich viele Atome zerlegt werden kann,

ist der Markt unvollständig und es gibt unendlich viele risikoneutrale Maÿe für

jeden potentiellen Numéraire. Äquivalent dazu gibt es unendlich viele (nicht

unbedingt handelbare) Numéraire Prozesse für jedes potentielle risikoneutrale

Maÿ.

Proposition 5.1.1 (Change of Numéraire)

Sei Ñ = (Ñt)t∈T ein positiver stochastischer Prozess, sodass
(
Ñt
Nt

)
t∈T

Martin-

gal unter Q ist. Dann ist das Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q̃ de�niert durch

dQ̃
dQ

:=
ÑT

Ñ0

· N0

NT
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risikoneutral mit Numéraire Ñ und für alle s < t gilt

EQ
(

St
Nt

∣∣∣∣Fs) = EQ̃
(

St

Ñt

∣∣∣∣Fs) .
Umgekehrt sei neben Q auch Q̃ ein risikoneutrales Maÿ zu Numéraire N. Dann

ist der Prozess Ñ := (Ñt)t∈T de�niert durch

Nt

Ñt

:= EQ

(
dQ̃
dQ

∣∣∣∣Ft
)
, t ∈ T

ebenfalls Numéraire zum risikoneutralen Maÿ Q.

Beweis. Der erste Teil der Aussage ist der bekannte �Change of Numéraire�

(siehe z.B. Brigo u. Mercurio (2006, Proposition 2.2.1)).

Für den zweiten Teil, sei bemerkt, dass (Ñt)t∈T o�ensichtlich ein positiver

stochastischer Prozess ist. Auÿerdem gilt für s < t

EQ
(

St

Ñt

∣∣∣∣Fs) = EQ
(
Nt

Ñt

· St
Nt

∣∣∣∣Fs) = EQ

(
EQ

(
dQ̃
dQ

∣∣∣∣Ft
)
· St
Nt

∣∣∣∣Fs
)
.

Anwendung der Formel von Bayes (siehe Musiela u. Rutkowski (2005, Lemma

A.1.4)) liefert

EQ

(
EQ

(
dQ̃
dQ

∣∣∣∣Ft
)
· St
Nt

∣∣∣∣Fs
)

= EQ

(
dQ̃
dQ

∣∣∣∣Fs
)
· EQ̃

(
St
Nt

∣∣∣∣Fs) .
Da Q̃ ein risikoneutrales Maÿ zu Numéraire N ist, folgt

EQ

(
dQ̃
dQ

∣∣∣∣Fs
)
· EQ̃

(
St
Nt

∣∣∣∣Fs) =
Ns

Ñs

· Ss
Ns

=
Ss

Ñs

.

Es gibt also eine groÿe Bandbreite an Numéraire-Martingalmaÿ Paaren aus

welchen sich Replikationsprobleme formulieren lassen. Üblicherweise legt man

sich zuerst auf einen Numéraire fest, bevor das risikoneutrale Maÿ gewählt
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Numéraire und Martingalmaÿ

wird. Angesichts Bemerkungen 4.3.8 und 4.4.2 ist sowohl bei Replikation

unter Q als auch unter P die Wahl von Q entscheidend.

Bei Replikation unter Q lassen sich einige interessante Tatsachen feststellen.

• Bei gegebenem Numéraire hängen die Zielfunktionen fQ
QTV , f

Q
QSCF ,

fQ
QACF von der Wahl von Q ab. Das optimale Replikationsportfolio1 än-

dert sich dementsprechend mit der Wahl des risikoneutralen Maÿes eben-

so wie dessen fairer Wert. Nur im Falle einer perfekten Replikation, wenn

also der Zielfunktionswert gleich Null ist, hat die Wahl des Maÿes oder

Numéraires keinen Ein�uss auf das optimale Replikationsportfolio.

• Anders verhält es sich jedoch, wenn gleichzeitig mit dem Numéraire auch

das risikoneutrale Maÿ entsprechend geändert wird. Der faire Wert der

Liabilities und des Replikationsportfolios bleibt dann unverändert (Pro-

position 5.1.1), nur die Optimallösung ändert sich.

Dass die Optimallösung nicht gleich bleibt, folgt aus folgender Über-

legung. Sei (Ñt)t∈T eine positive Anlage, die zum neuen Numéraire

werden soll, wobei (Ñt/Nt)t∈T ein Martingal unter Q ist. O.B.d.A. sei

Ñ0 = N0 = 1. Dann ist das aus Q abgeleitete neue risikoneutrale Maÿ Q̃,
de�niert durch dQ̃/dQ = ÑT/NT risikoneutral mit Numéraire (Ñt)t∈T .

Das neue QACF-Problem sieht dann wie folgt aus.

inf
α∈Rm+1

T∑
t=1

[
EQ̃

([
CL
t

Ñt

−α>
CA
t

Ñt

]2
∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

.

Aufgrund des bekannten Maÿwechsels ist dieses Problem äquivalent zum

Problem

inf
α∈Rm+1

T∑
t=1

[
EQ

(
Nt

Ñt

[
CL
t

Nt

−α>
CA
t

Nt

]2
∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

.

Analoge Formulierungen lassen sich für das QTV-Problem und das

QSCF-Problem herleiten.

1Dessen Existenz und Eindeutigkeit wird für jedes der drei Replikationsprobleme in Kapitel

6 bewiesen.
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Dies entspricht also einer Neugewichtung der Fehler um den Faktor

Nt/Ñt. Wie extrem die Neugewichtung und damit die Änderung der

Optimallösung ist, hängt davon ab, wie sehr sich die Preisprozesse der

beiden Numéraires voneinander unterscheiden.

Führt man dagegen den neuen Numéraire und den Maÿwechsel in den

Problemen LTV, LSCF und LACF durch, so stellt man fest, dass die

Optimallösungen durch einen Change of Numéraire nicht geändert wer-

den. In dieser Hinsicht bietet die L1-Norm einen Vorteil gegenüber der

L2-Norm.

• Bei der Untersuchung der Eigenschaften von Optimallösungen für QTV,

QSCF und QACF wird sich in Kapitel 6 herausstellen, dass unter schwa-

chen Annahmen der faire Wert des Replikationsportfolios mit dem fairen

Wert der Liabilities übereinstimmt, d.h.

EQ
(
L̃
)

= EQ
(
α>Ã

)
.

Dabei ist die Wahl des Numéraire-Martingalmaÿ Paares irrelevant.

Zusammengefasst hängt das optimale Portfolio von der Wahl des Numéraire-

Martingalmaÿ Paares ab. Ausnahme ist der Fall, wenn es ein perfekt

replizierendes Portfolio gibt.

Es bleibt die Frage, welches Numéraire-Martingalmaÿ Paar gewählt werden

sollte. Als risikoneutrales Maÿ bietet sich das reelle Maÿ P an. Es bietet den

Vorteil , dass die Maÿe Q, P und O zusammenfallen. Insbesondere liefert Re-

plikation unter P die kleinsten Schranken und Verlaufspfade können komplett

unter einem Maÿ erzeugt werden.

Tatsächlich lässt sich auch ein Numéraire bestimmen, sodass alle abdiskontier-

ten Preisprozesse unter P Martingale sind. Dieser Numéraire entspricht gerade

dem Portfolio, das die logarithmische Nutzenfunktion maximiert. Genauer be-

zeichne πt = (π0
t , . . . , π

m
t ) eine selbst�nanzierende vorhersehbare Handelsstra-

tegie in allen Finanzinstrumenten und (V π
t )t∈T den zugehörigen Wertprozess.
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Wahl der Norm ‖.‖W

Sei (π∗t )t∈T die Lösung zu

arg max
(πt)t∈T

EP
(

log

(
V π
T

V0

))
.

Dann ist das reelle Maÿ P ein Martingalmaÿ bezüglich des Numéraires(
V π∗
t

)
t∈T (siehe Korn u. Schäl (1999)). Dieses Ergebnis liefert eine elegante

Lösung zur Bestimmung eines Numéraire-Martingalmaÿ Paares. Jedoch wird

dieser Ansatz trotz seines theoretischen Vorteils in der Praxis meist nicht

angewendet. Dafür gibt es zwei mögliche Gründe. Erstens verwenden Versiche-

rungen externe �Economic Scenario Generators�, welche bereits risikoneutrale

Szenarien mit festgelegtem Numéraire (üblicherweise das Geldmarktkonto)

erstellen. Zweitens sind diese Szenarien nicht in Form einer Baumstruktur

gegeben sondern als unverzweigte Pfade, was die Berechnung der optimalen

Handelsstrategie erschwert. Mit ausreichend vielen Szenarien könnte aber

obiges Problem möglicherweise über das LSMC Verfahren gelöst werden.

Im weiteren Verlauf spielt die Wahl des Numéraires und des Martingalmaÿes

keine Rolle. Der Numéraire N ist ein beliebiger positiver stochastischer

Prozess und Q, wenn relevant, ein zugehöriges risikoneutrales Maÿ.

5.2 Wahl der Norm ‖.‖W

In der Literatur wurden bereits einige Normen vorgeschlagen und behandelt.

Jedoch sind Begründungen für deren Wahl entweder gar nicht oder nur

unbefriedigend ausgeführt worden.

Oechslin u. a. (2007) lösen in ihrer Replikation das DTV- und das DCF-

Problem unter den Normen L2 (Q) und der Euklidischen Norm auf RT . Dies

entspricht der Optimierung der in Abschnitt 3.2 eingeführten Zielfunktionen

fQ
QTV und fQ

QSCF bzw. den Replikationsproblemen QTV und QSCF. Dieselben

Replikationsprobleme wurden auch in Daul u. Vidal (2009) behandelt. Das

DTV-Problem mit der L2 (Q)-Norm wurde später auch zum Beispiel in

70



Seemann (2011), Dubrana (2011) und Cambou u. Filipovic (2016) untersucht.

Nur Cambou u. Filipovic (2016) geben einen expliziten Grund für diese

Wahl an. Nach einem Rechentest mit der L1(W)-Norm (sie lassen die Wahl

des Wahrscheinlichkeitsmaÿes o�en) können sie keine Vorteile gegenüber der

L2(W)-Norm feststellen. Der Approximationsfehler ist bei beiden vergleichbar.

Auf Grund der analytischen Eigenschaften entscheiden sie sich daher für die

L2(W)-Norm. Allgemein sind die analytischen Eigenschaften eine naheliegende

Erklärung bei allen Autoren, da insbesondere QTV und QSCF quadratische

Optimierungsprobleme darstellen2 und daher explizite Lösungen vorhanden

sind.

Chen u. Skoglund (2012) wählen neben dem QSCF-Problem für das Cash-

Flow-Matching auch die L1 (Q)-Norm zusammen mit der Summennorm auf

RT (entspricht der Zielfunktion fQ
LACF bzw. dem Problem LACF), sowie

die L∞ (Q)-Norm mit der ‖.‖∞-Norm auf RT . Hier wird argumentiert, der

Vorteil der Letzteren bestünde darin, dass das Problem durch ein lineares

Programm gelöst werden könne. Allerdings gilt dieses Argument auch für

die Verwendung der Ersteren, welche bedeutend geringere Anforderungen an

die Integrierbarkeit der Cash-Flows stellt. Der Vorteil liegt darin, dass im

Vergleich zum LACF-Problem die Anzahl der Zusatzvariablen im linearen

Programm nicht so schnell wächst. Die Beschränktheit der Cash-Flows ist

jedoch eine zu starke Voraussetzung. Zudem erzeugt die L∞ (Q)-Norm groÿe

Zielfunktionswerte und damit groÿe Schranken für den Approximationsfehler.

Das Problem LACF wird von Özkan u. a. (2011) und Adelmann u. a. (2016)

bewusst gewählt. Als Begründung geben sie ein Argument an, das die Ver-

wendung der L2 (Q)-Norm diskreditiert. Werden in einem Finanzmarktmodell

exorbitant hohe Zinsszenarien generiert, so entstehen in diesen Szenarien

gleichzeitig groÿe Cash-Flows. Die L2-Norm gewichtet solche Ausreiÿer

deutlich stärker als die L1-Norm, sodass alle gewöhnlichen Szenarien in der

Optimierung nur vernachlässigbaren Ein�uss haben. Ein solches Zinsmodell ist

2Diese Aussage wird in Abschnitt 5.4 demonstriert.
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Wahl der Norm ‖.‖W

beispielsweise das Modell von Black und Karasinski (siehe Black u. Karasinski

(1991)). Dies führe dazu, dass die Replikation in den meisten Szenarien

äuÿerst unbefriedigend sei. Adelmann u. a. (2016) argumentieren zusätzlich,

dass die L1-Norm zur Identi�kation von Ausreiÿern besser geeignet sei. Diese

Argumente werden allerdings in Natolski u. Werner (2016) relativiert, da die

Konsequenz der Optimierung in wenige extreme Szenarien nur dann auftritt,

wenn mit inadäquatem Faktor abdiskontiert wird. Insbesondere wenn mit dem

Geldmarktkonto abgezinst wird, werden groÿe Cash-Flows, die Folge exorbi-

tanter Zinsen sind, entsprechend mit einem groÿen Diskontfaktor abgezinst

und zumindest nicht aus diesem Grund in der Optimierung bevorzugt. Özkan

u. a. (2011) geben den Numéraire nicht explizit an. Eine Vermutung ist daher,

dass Nullkuponanleihen zur Abdiskontierung herangezogen wurden. Das war

die Grundlage für Natolski u. Werner (2016) das Argument der Autoren in

einem numerischen Beispiel zu falsi�zieren. Dort vergleichen wir die relativen

Matching Fehler mit dem Wert des Geldmarktkontos zum Endzeitpunkt.

Bei der Abdiskontierung mit Anleihen zeichnet sich eine klar erkennbare

Abhängigkeit zwischen dem Fehler und dem Wert des Geldmarktkontos

ab. Die Gröÿe des Fehlers steigt exponentiell mit der Nullkuponrate. Wie

erwartet ist diese Abhängigkeit wesentlich deutlicher unter der L2-Norm zu

erkennen. Wird dagegen mit dem Geldmarktkonto selbst abgezinst, welches

im verwendeten Modell der Numéraire ist, verschwindet diese Abhängigkeit

unabhängig von der gewählten Norm.

Es existiert jedoch ein weiteres Argument gegen den Einsatz der L2-Norm. Das

aus dem DTV-Problem resultierende kleinste Quadrate Problem ist häu�g

schlecht konditioniert (siehe Natolski u. Werner (2016)). Ein Grund dafür ist

die unterschiedliche Gröÿenordnung der Cash-Flows. Während eine Aktie im

dreistelligen Bereich gehandelt werden kann, ist eine Anleihe ungefähr einen

Euro wert. Die Konsequenz ist, dass kleine Cash-Flows nahezu redundant in

der Optimierung erscheinen und somit das Problem schlecht konditioniert

wird. Allerdings wird auch dieses Argument in Natolski u. Werner (2016) mit

Hilfe des numerischen Beispiels entschärft. Dort zeige ich, dass dieses Problem
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durch geeignete Umskalierung der Cash-Flows umgangen werden kann.

Die Vorteile der analytischen Eigenschaften eines Replikationsproblems

verschwinden beim Einsatz der L2-Norm, wenn sie mit der Summennorm auf

RT im DCF-Problem kombiniert wird. Dieses Problem entspricht dann dem

in Natolski u. Werner (2014) ursprünglich eingeführten Problem QACF bzw.

der Minimierung von fQ
QACF . Es lässt sich im Gegensatz zu QTV und QSCF

nicht als quadratisches Problem darstellen, womit keine explizite Lösung

angegeben werden kann. In Natolski u. Werner (2017b) beschäftigen wir uns

intensiv mit diesem Replikationsproblem mit dem Fazit, dass obwohl keine

analytische Lösung angegeben werden kann, der Rechenaufwand der Lösung

trotzdem übersichtlich bleibt. Näheres dazu bespreche ich in Abschnitt 5.4.

Es kann also derzeit keine Aussage getro�en werden, welche Norm zu bevorzu-

gen ist. Allerdings stellt die L2-Norm keine besonders strengen Anforderungen

an die stochastischen Eigenschaften der Cash-Flows und zudem bietet sie im

Gegensatz zur L1-Norm viel Raum für analytische Mathematik. Die hier prä-

sentierten Ergebnisse dienen einem Vergleich zwischen den Normen, weswegen

von nun an die quadratische Integrierbarkeit der Cash-Flows angenommen

wird, d.h. ∀i ∈ {0, . . . ,m} , t ∈ T gilt

C̃L
t , C̃

A
i,t ∈ L2 (Ω,Ft,W) . (5.1)

An dieser Stelle sei noch einmal erinnert, dass Annahme (5.1) mit W = P
zusammen mit Annahme 1 auch hinreichend für Annahme (5.1) mit W = Q
und W = O ist (siehe Propositionen 4.1.3 und 4.1.9).

5.3 TV vs. 1-CF vs. 2-CF

Allgemein ist zu erwarten, dass ein Portfolio aus Finanzinstrumenten, des-

sen Cash-Flow den Liability Cash-Flow im Sinne des Cash-Flow-Matchings

genauer abbildet als ein anderes Portfolio, auch im Sinne des Terminal-Value-
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Matchings besser approximiert. Jedoch ist die Umkehrung sicher nicht wahr. Es

kann zwei Portfolios geben deren Terminal Values identisch sind, aber sehr un-

terschiedliche Cash-Flows aufweisen. Es scheint also, dass die DTV-Probleme

mehr Freiheit bei der Auswahl des replizierenden Portfolios zulassen. Diese

Freiheit rührt daher, dass die DTV-Probleme im Gegensatz zu den DCF-

Problemen erlauben Cash-Flows intertemporal zu hedgen. Sind zwei Zahlun-

gen zu einem Zeitpunkt stark unterschiedlich, so kann das mit den zukünftigen

Zahlungen ausgeglichen werden. Das wird mit den folgenden zwei Beispielen

illustriert.

Beispiel 5.3.1 (Hedging in den Liabilities)

Man betrachte den einfachen Fall mit nur zwei Zeitpunkten (T = 2) und belie-

bigen Liability Cash-Flows

C̃L
2 = −C̃L

1 .

Die Summe der abgezinsten Liability Cash-Flows ist null und kann daher beim

Terminal-Value-Matching trivial perfekt repliziert werden. Jedoch nur unter

der Bedingung, dass jeder einzelne Cash-Flow perfekt repliziert werden kann,

kann es einen perfekten Cash-Flow-Match geben.

Beispiel 5.3.2 (Hedging in der Zeit)

Sei wieder T = 2 und man nehme an, dass der Liability Cash-Flow zum Zeit-

punkt t = 2 identisch zum Cash-Flow eines Finanzinstruments i zum Zeitpunkt

t = 1, also

C̃L
2 = C̃A

i,1

Dann kann der Liability Cash-Flow bei t = 2 im DTV-Problem perfekt durch

Anlage i repliziert werden. Beim Cash-Flow-Matching ist das nicht mehr mög-

lich, da die Cash-Flows nicht zur gleichen Zeit eintre�en.

Die Unterschiede zwischen Terminal-Value-Matching und Cash-Flow-Matching

wurden bereits teilweise in der Literatur diskutiert.

Laut Oechslin u. a. (2007) ist Cash-Flow-Matching der falsche Ansatz. Sie
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argumentieren, dass sowohl Kunden als auch Anbieter von Lebensversi-

cherungen versuchen Cash-Flows über die Zeit auszugleichen. Ein solches

Verhalten erzeuge Pfadabhängigkeit der Cash-Flows, die mit einem stati-

schen Portfolio nicht nachgebildet werden können. Diese Pfadabhängigkeit

verliere erst beim Terminal-Value-Matching seine Relevanz. Daul u. Vidal

(2009) vergleichen das QSCF- und das QTV-Problem numerisch in einer

Fallstudie. Dabei kommen sie zu dem Ergebnis, dass beim QTV-Problem das

Bestimmtheitsmaÿ R2, welches aus den Stichproben, die für die Optimierung

verwendet wurden (in-sample), deutlich gröÿer ist als beim QSCF-Problem.

Diese Beobachtung ist nicht überraschend, da wie in Beispielen 5.3.1 und 5.3.2

demonstriert, das Terminal-Value-Matching intertemporales hedgen zulässt.

Jedoch beobachten sie weiter, dass die Replikationsportfolios auf Stichproben,

die nicht in der Optimierung verwendet wurden (out-of-sample), genau

umgekehrte Ergebnisse liefern. In ihren Studien erzeugt das QTV-Problem

Replikationsportfolios, die nur in-sample Terminal Values gut nachbilden

und out-of-sample versagen, während es sich beim Cash-Flow-Matching

genau andersherum verhält. Diese Beobachtung ist leicht zu erklären. Da

im Vergleich zum Cash-Flow-Matching, wo in jedem Zeitpunkt kalibriert

werden muss, nur in einem Zeitpunkt kalibriert wird, ist die Gefahr der

Überanpassung (Over�tting) an die Kalibrierungsszenarien gröÿer. Das

ist ein klares Argument für das QSCF-Problem. Allerdings sinkt der Ef-

fekt der Überanpassung mit wachsender Anzahl an in-sample Szenarien.

Verwendet man also mehr Szenarien für die Optimierung, könnte ein besse-

res Ergebnis im Terminal-Value-Matching erzielt werden (vgl. auch Kapitel 8).

Die Beobachtung, dass das In-Sample-Matchen der Terminal Values einfacher

ist als das Matchen der Cash-Flows zu jedem Zeitpunkt, re�ektieren auch Ko-

rollar 4.3.2 und Satz 4.4.1, da das Terminal-Value-Matching kleinere Schranken

liefert.

Allgemein kann eine Reihe von weiteren Beziehungen zwischen den Zielfunk-

tionen hergestellt werden. Die folgenden beiden Propositionen liefern einen

guten Überblick, wie die eingeführten Zielfunktionen in Relation zueinander
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stehen und somit welche Replikationsprobleme bessere Schranken liefern. Die

Zusammenhänge werden im Folgenden graphisch in Abbildung 5.3 illustriert.

Proposition 5.3.3

Für beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaÿ W gelten folgende Beziehungen.

fW
LTV fW

LSCF fW
LACF fW

QTV fW
QSCF fW

QACF

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
√
T · fW

LSCF fW
LACF

√
T · fW

LSCF

√
T · fW

QSCF fW
QACF

√
T · fW

QSCF

fW
QTV fW

QSCF

√
T · fW

QSCF fW
QACF

fW
LACF fW

QACF fW
QACF√

T · fW
QSCF

fW
QACF

Beweis. Anwendung von Minkowskis Ungleichung für die Normen L1 (W) und

L2 (W) liefert für alle α ∈ Rm+1

fW
QTV (α) ≤ fW

QACF (α),

fW
LTV (α) ≤ fW

LACF (α).

Weiter folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf RT

fW
QACF (α) ≤

√
T · fW

QSCF (α),

fW
LACF (α) ≤

√
T · fW

LSCF (α)

und aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf L2 (W)

fW
LTV (α) ≤ fW

QTV (α),

fW
LSCF (α) ≤ fW

QSCF (α),

fW
LACF (α) ≤ fW

QACF (α).

Schlieÿlich sind

fW
QSCF (α) ≤ fW

QACF (α)

fW
LSCF (α) ≤ fW

LACF (α)
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direkte Konsequenzen aus der Ungleichung der Normen ‖.‖2 ≤ ‖.‖1 auf dem

Raum RT .

Alle übrigen Ungleichungen ergeben sich aus den obigen.

Eine weitere Ungleichung kann unter Einbezug einer schwachen Annahme her-

geleitet werden.

Proposition 5.3.4

Seien folgende symmetrische positiv-semide�nite Zufallsmatrizen de�niert

QTVL :=
(
L̃, Ã

)(
L̃, Ã

)>
,

QCFL :=
T∑
t=1

[(
C̃L
t , C̃

A
t

)(
C̃L
t , C̃

A
t

)>]

und bezeichne λTV,Lmin den kleinsten Eigenwert der Matrix EW
(
QTVL

)
, sowie

λSCF,Lmax den gröÿten Eigenwert der Matrix EW
(
QCFL

)
.

Gibt es keine redundanten Anlagen und ist L̃ nicht replizierbar, bzw. gilt

L̃ /∈ span
{

Ã
}
, so ist λQTV,Lmin > 0 und es gilt für alle α ∈ Rm+1

fW
QSCF (α) ≤

√
λSCF,Lmax

λTV,Lmin

· fW
QTV (α)

Beweis. Die Matrizen QTVL und QCFL sind gerade so de�niert, dass die Funk-

tionen fW
QTV (α) und fW

QSCF (α) sich umformulieren lassen zu

fW
QTV (α) =

( 1

−α

)>
E
(
QTVL

)( 1

−α

) 1
2

,

fW
QSCF (α) =

( 1

−α

)>
E
(
QCFL

)( 1

−α

) 1
2

.
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Da es keine redundanten Anlagen gibt, gilt

min
‖α‖2=1

(
0

α

)>
E
(
QTVL

)(0

α

)
= min
‖α‖2=1

α>E
(
ÃÃ>

)
α > 0

bzw.

min
β0=0,

‖β‖2=1

β>E
(
QTVL

)
β > 0.

Da L̃ nicht replizierbar ist, gilt auÿerdem

min
α∈Rm+1

(
1

−α

)>
E
(
QTVL

)( 1

−α

)
= min

α∈Rm+1

(
fW
QTV (α)

)2
> 0.

Daraus kann direkt gefolgert werden

min
β0 6=0,

‖β‖2=1

β>E
(
QTVL

)
β > 0.

Zusammen erhält man damit

λTV,Lmin = min
‖β‖2=1

β>E
(
QTVL

)
β > 0.

Aus der Darstellung der Zielfunktionen ergibt sich dann

fW
QSCF (α) =

( 1

−α

)>
E
(
QCFL

)( 1

−α

) 1
2

≤
√
λSCF,Lmax ·

∥∥∥∥∥
(

1

−α

)∥∥∥∥∥
2

≤
√
λSCF,Lmax ·

 1

λTV,Lmin

·

(
1

−α

)>
E
(
QTVL

)( 1

−α

) 1
2

=

√
λSCF,Lmax

λTV,Lmin

· fW
QTV (α)
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Bemerkung 5.3.5

Eine analoge Ungleichung für die Probleme LTV und LSCF aufzustellen er-

fordert zusätzliche Voraussetzungen an die Verteilung der zukünftigen Cash-

Flows. Beispielsweise gilt unter Annahme Ã ∈ L∞(W)m+1, L̃ ∈ L∞(W) für

alle α ∈ Rm+1:

fW
QTV (α) =

∥∥∥L̃− α>Ã
∥∥∥2

W,2

≤
∥∥∥L̃− α>Ã

∥∥∥
W,∞
·
∥∥∥L̃− α>Ã

∥∥∥
W,1

≤
∥∥∥L̃− α>Ã

∥∥∥
W,∞
· fW

LTV (α),

woraus folgt

fW
LSCF (α) ≤ fW

QSCF (α)

≤

√
λSCF,Lmax

λTV,Lmin

· fW
QTV (α)

≤

√
λSCF,Lmax

λTV,Lmin

·
∥∥∥L̃− α>Ã

∥∥∥
W,∞
· fW

LTV (α).

Allerdings ist die Annahme der Beschränktheit von Ã und L̃ stark und falls

erfüllt, würde der Faktor
∥∥∥L̃− α>Ã

∥∥∥
W,∞

in realistischen Szenarien exorbitant

groÿ ausfallen. Daher ist diese Abschätzung eher unbrauchbar, weswegen sie

in Abbildung 5.3 nicht aufgeführt ist.

In Kapitel 8 analysiere ich das Konvergenzverhalten von Monte-Carlo Schät-

zern. Für die entsprechenden empirischen Zielfunktionen fnQTV und fnLTV lässt

sich zeigen, dass für alle α ∈ Rm+1 gilt:

fnQTV (α) ≤
√
n · fnLTV (α)

und damit

fnLSCF (α) ≤

√
λ̂SCF,Lmax

λ̂TV,Lmin

·
√
n · fnLTV (α),

wobei λ̂SCF,Lmax und λ̂TV,Lmin kanonische Monte-Carlo Schätzer von λSCF,Lmax und λTV,Lmin

bezeichnen. Die Gröÿe des Vorfaktors hängt also von der Anzahl der Szenarien

n und Konditionierung der empirischen Matrizen Q̄TVL und Q̄TVL ab.

79



TV vs. 1-CF vs. 2-CF

Durch Zusammensetzung der Propositionen 5.3.3 und 5.3.4 erhält man Ab-

bildung 5.3, in der alle Ungleichungen zusammengefasst sind. Allgemein lässt

 

x 
x x 

x 
x 

√� ∙ x 

x x 

LTV 

LACF 

LSCF 

QTV QSCF 

QACF 

Abbildung 5.1: Zusammenhänge der Zielfunktionen basierend auf Propositio-

nen 5.3.3 und 5.3.4: Ein Pfeil von A nach B mit der Beschrif-

tung h(x) hat die Bedeutung A ≤ h(B). Die Anordnung rich-

tet sich (grob) nach der Gröÿe des Funktionswerts, aufsteigend

nach rechts und nach unten.

sich feststellen, dass abgesehen vom Vorteil des Terminal-Value-Matchings,

sowohl die L1(W)-Norm gegenüber der L2(W)-Norm als auch das 2-Cash-

Flow-Matching (‖.‖2-Norm auf RT ) gegenüber dem 1-Cash-Flow-Matching

(‖.‖1-Norm auf RT ) im Vorteil ist.

Die bisherigen Erwägungen geben etwas Aufschluss über die Vor- und Nachteile

der jeweiligen Zielfunktionen. Für eine klare Bekennung zu einer der Zielfunk-

tionen reicht das jedoch nicht aus. Die Replikationsprobleme müssen daher

noch aus anderen Blickwinkeln beleuchtet werden. Klar ist, dass auf Grund

der L1(W)-Norm die Probleme LTV, LSCF und LACF kaumMöglichkeiten zur
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analytischen Untersuchung bieten. Anders verhält es sich bei den Problemen

QTV und QSCF, die als quadratische Optimierungsprobleme ohne Nebenbe-

dingung geschrieben werden können. Einen interessanten Sonderfall stellt das

Problem QACF dar. Es hat keine explizite Lösung, aber wegen der Ähnlichkeit

zum berühmten Fermat-Torricelli Problem (siehe z.B. Nam (2013)) genügend

Struktur für eine mathematische Behandlung.

Jedoch haben die drei Probleme QTV, QSCF und QACF hinsichtlich des nu-

merischen Rechenaufwands einen viel wichtigeren Vorteil, wie der nächste Ab-

schnitt verdeutlicht.

5.4 Numerik

LTV und LACF können wie folgt in ein lineares und LSCF in ein quadratisches

Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen umgeschrieben werden.

inf
α∈Rm+1

fW
LTV(α) = inf E

(
X+ +X−

)
u.d.N.

X+ −X− = L̃−α>Ã

X+, X− ≥ 0

inf
α∈Rm+1

fW
LACF(α) = inf

T∑
t=1

E
(
X+
t +X−t

)
u.d.N.

X+
t −X−t = C̃L

t −α>C̃A
t , t ∈ T

X+
t , X

−
t ≥ 0, t ∈ T
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Numerik

inf
α∈Rm+1

fW
LSCF(α) = inf

√√√√ T∑
t=1

E
(
X+
t +X−t

)2

u.d.N.

X+
t −X−t = C̃L

t −α>C̃A
t , t ∈ T

X+
t , X

−
t ≥ 0, t ∈ T

Damit lassen sich LTV und LACF nach Diskretisierung (bzw. Sampling)

e�zient durch das Simplex Verfahren lösen, während sich LSCF mittels einer

SQP oder über eine Innere Punkte Methode gut lösen lässt.

Speziell für die Lösung des LACF Problems mit Nebenbedingungen un-

tersuchen Adelmann u. a. (2016) sie drei numerische Verfahren (Simplex,

Innere Punkte und Sifting). Als e�zientestes Verfahren erweist sich dabei die

Verwendung der Sifting Methode. Bei einer Anzahl von 52.000 Szenarien, 919

Finanzinstrumenten und einer vorgegebenen maximalen relativen Abweichung

im Marktwert von 0, 1% in jedem Szenario erzielen sie eine Rechenzeit von

unter drei Minuten.

Der Nachteil der Probleme LTV, LSCF und LACF ist, dass die Anzahl der

Nebenbedingungen in einer Monte-Carlo Simulation in allen drei Problemen

linear mit der Anzahl der erzeugten Szenarien wächst.

Dagegen lassen sich QTV und QSCF als quadratische Optimierungsprobleme

ohne Nebenbedingungen schreiben.

inf
α∈Rm+1

fW
QTV(α) = inf

α∈Rm+1

√√√√( 1

−α

)>
E (QTVL)

(
1

−α

)
,

inf
α∈Rm+1

fW
QSCF(α) = inf

α∈Rm+1

√√√√( 1

−α

)>
E (QCFL)

(
1

−α

)
,

Die beiden Probleme reduzieren sich damit auf ein Gleichungssystem mitm+1

Gleichungen, welches schnell über eine LU-, QR- oder Cholesky-Zerlegung
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mit einem Rechenaufwand der Gröÿenordnung O(m3) gelöst werden kann.

Insbesondere hängt der Rechenaufwand nur von der Anzahl der verwendeten

Instrumente ab, nicht jedoch von der Anzahl der erzeugten Szenarien, was

den beiden Problemen einen groÿen Vorteil gegenüber LTV, LSCF und

LACF verscha�t. In der Praxis sollte nicht mit mehr als 300 Instrumenten

repliziert werden. Das Lösen einer solchen Anzahl an Gleichungen ist nach

entsprechender Präkonditionierung numerisch gut zu bewältigen.

Die gleiche Feststellung tri�t auch auf das QACF-Problem zu. Die folgende

Proposition aus Natolski u. Werner (2017b) zeigt, dass es sich als lineares

Second Order Cone Program (SOCP) schreiben lässt, wobei die Anzahl der

Nebenbedingungen nicht von der Anzahl der erzeugten Szenarien abhängt.

Proposition 5.4.1

Sei

ECFL
t := E

(C̃L
t

C̃A
t

)(
C̃L
t

C̃A
t

)> , t ∈ T

und RCFL
t ∈ R(m+1)×(m+1) die Cholesky-Zerlegung von ECFL

t für jedes t.

Dann kann das QACF-Problem geschrieben werden als

min
α∈Rm+1

γ∈RT

T∑
t=1

γt

u.d.N.∥∥∥∥∥RCFL
t

(
1

−α

)∥∥∥∥∥
2

≤ γt, t ∈ T .

Beweis. Betrachtet man das ursprüngliche Problem

min
α∈Rm+1

T∑
t=1

ϕt(α)

und führt für jeden Summanden eine Hilfsvariable γt ∈ R ein, erhält man die
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Numerik

äquivalente Darstellung

min
α∈Rm+1

γ∈RT

T∑
t=1

γt

u.d.N.

ϕt(α) ≤ γt, t = 1 ∈ T .

Nun gilt aber

ϕt(α) =
∥∥∥C̃L

t −α>C̃A
t

∥∥∥
W,2

=

[∥∥∥C̃L
t −α>C̃A

t

∥∥∥2

W,2

] 1
2

=

( 1

−α

)>
E

(C̃L
t

C̃A
t

)(
C̃L
t

C̃A
t

)>( 1

−α

) 1
2

=

( 1

−α

)>
QSCF
t

(
1

−α

) 1
2

=

∥∥∥∥∥RCFL
t

(
1

−α

)∥∥∥∥∥
2

.

und es entsteht ein lineares SOCP

min
α∈Rm+1

γ∈RT

T∑
t=1

γt

u.d.N.∥∥∥∥∥RCFL
t

(
1

−α

)∥∥∥∥∥
2

≤ γt, t ∈ T .

E�ziente Lösungsverfahren für lineare SOCPs, wie die primal-duale Innere-

Punkte-Methode werden z.B. in Alizadeh u. Goldfarb (2003) erörtert. Der

Rechenaufwand steigt typischerweise mit der Gröÿenordnung O(m3,5) (vgl.

Nesterov u. Todd (1998)) und damit nur unwesentlich schneller als für die

Probleme QTV und QSCF.
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Insgesamt kann man also festhalten, dass QTV, QSCF und QACF einen kla-

ren Vorzug gegenüber LTV, LSCF und LACF haben, da der Rechenaufwand

mit der Anzahl der erzeugten Szenarien nicht steigt. Es ist allerdings Vor-

sicht geboten, wenn die Anzahl der Replikationsinstrumente steigt. Hier liegt

der Vorteil bei den Problemen LTV und LACF, da der Rechenaufwand des

Simplex Verfahrens tendenziell langsamer als O(m3) steigt. Versucht man also

die Replikation gleichzeitig durch Hinzufügen von Replikationsinstrumenten

zu verbessern, hängt das numerisch e�zienteste Replikationsproblem von der

relativen Erhöhung der Anzahl von Instrumenten im Vergleich zur Anzahl

der Szenarien in der Optimierung ab. In Beutner u. a. (2015) wird das opti-

male Verhältnis im QTV-Problem hergeleitet. Es hängt maÿgeblich von den

Annahmen an den Finanzmarkt ab. Das ideale Verhältnis kann im Einzelfall

unterschiedlich sein. Im Regelfall scheint eine schnellere Erhöhung der Szena-

rienanzahl besser zu sein.

Grundsätzlich werden in der Praxis deutlich mehr Szenarien als Replikations-

instrumente in der Optimierung verwendet. Für eine feste und in der Praxis

übliche Anzahl von Instrumenten sind daher die Probleme QTV, QSCF und

QACF zu bevorzugen. Somit lohnt sich eine genauere Untersuchung dieser drei

Probleme. Da sie zudem alle auf der L2-Norm basieren, bieten sie günstige Be-

dingungen für analytische Mathematik. In Kapiteln 6 und 7 betrachte ich die

drei Probleme aus analytischer Sicht und decke deren Unterschiede und Zu-

sammenhänge im Hinblick auf das resultierende Replikationsportfolio auf. Ziel

ist es weitere Vor- und Nachteile der Probleme herauszuarbeiten.
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6 Eigenschaften der Probleme

QTV, QSCF und QACF

Um ein besseres Verständnis für die Unterschiede der drei verschiedenen Re-

plikationsprobleme zu erlangen, ist es hilfreich deren Lösungen auf Existenz

und Eindeutigkeit und weitere Eigenschaften zu untersuchen. Im Folgenden

wird angenommen, dass die σ-Algebra F0 nur fast-sichere Ereignisse enthält.

Ich beginne wie üblich mit der Frage nach Existenz und Eindeutigkeit. Alle

in diesem Kapitel präsentierten Ergebnisse sind aus Natolski u. Werner (2014)

und Natolski u. Werner (2017b) entnommen.

6.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen

Da QTV und QSCF Probleme der kleinsten Quadrate sind, ist hier die

Antwort schnell gefunden. Für das QACF-Problem ist etwas mehr Arbeit

erforderlich.

Es seien folgende zufällige symmetrische positiv-semide�nite Matrizen de�-

niert:

QTV := Ã
(
Ã
)>

,

QSCF :=
T∑
t=1

[(
C̃A
t

)(
C̃A
t

)>]
.

Ich bezeichne mit Q+ die Moore-Penrose Inverse für beliebiges Q ∈
R(m+1)×(m+1). Sie stimmt mit der klassischen Inversen überein sofern diese
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existiert (siehe Stoer u. Bulirsch (2002, S. 243-247)).

Satz 6.1.1 (Existenz und Eindeutigkeit QTV und QSCF)

Die Probleme QTV und QSCF haben jeweils die Lösungen

αQTV = E
(
QTV

)+ E
(
ÃL̃
)
,

αQSCF = E
(
QSCF

)+ E

(
T∑
t=1

C̃A
t C̃

L
t

)
.

Auÿerdem gilt

αQTV ist eindeutige Lösung⇐⇒ @u ∈ Rm+1 : u>Ã = 0 (6.1)

αQSCF ist eindeutige Lösung⇐⇒ @u ∈ Rm+1 : ∀t ∈ T u>C̃A
t = 0. (6.2)

Ist αQTV bzw. αQSCF eindeutig, dann haben sie jeweils die Form

αQTV = E
(
QTV

)−1 E
(
ÃL̃
)
,

αQSCF = E
(
QSCF

)−1 E

(
T∑
t=1

C̃A
t C̃

L
t

)
.

Bemerkung 6.1.2

O�enbar gilt (6.1) ⇒ (6.2). Die Eindeutigkeit der Lösung zum QTV-Problem

impliziert also sofort Selbiges für das QSCF-Problem.

Lineare Abhängigkeit der Cash-Flows ist gleichbedeutend mit dem Vorhanden-

sein redundanter Anlagen. Kann man den aufsummierten Cash-Flow einer

Anlage durch geeignete Linearkombination aus anderen Finanzinstrumenten

exakt nachbilden (u>Ã = 0), ist diese Anlage redundant und sollte in ei-

ner Replikation nicht einbezogen werden. Die Forderung für die Eindeutigkeit

im QSCF-Problem ist sogar noch schwächer. Hier darf es keine statische Li-

nearkombination geben, die in jedem Zeitpunkt den Cash-Flow einer Anlage

nachbildet. Eine solche Anlage sollte o�ensichtlich nicht in einer Replikation

verwendet werden.
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Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen

Beweis. Wie in Abschnitt 5.4 bereits erwähnt, lassen sich die Probleme QTV

und QSCF in quadratische Optimierungsprobleme umschreiben, denn

fW
QTV(α) =

√
α>E (QTV)α− 2α>E

(
ÃL̃
)

+ E
((

L̃
)2
)
,

fW
QSCF(α) =

√√√√α>E (QSCF)α− 2α>E

(
T∑
t=1

C̃A
t C̃

L
t

)
+ E

(
T∑
t=1

(
C̃L
t

)2
)
.

Die Form der Lösungen folgt damit aus Gallier (2011, S. 420).

Die Äquivalenzaussage zur Eindeutigkeit folgt aus der Beobachtung, dass

E
(
QTV

)
positiv-de�nit⇐⇒ @u ∈ R(m+1) : u>Ã = 0

E
(
QSCF

)
positiv-de�nit⇐⇒ @u ∈ R(m+1) : ∀t ∈ T u>C̃A

t = 0

und wieder aus Gallier (2011, S. 413�414).

Der Ausdruck bei Eindeutigkeit folgt direkt aus der Tatsache, dass die Moore-

Penrose Inverse einer Matrix Q gleich der Inversen ist, sobald Q invertierbar

ist (vgl. Stoer u. Bulirsch (2002, S. 243)).

Da es im Allgemeinen wenig sinnvoll ist redundante Anlagen in der Repli-

zierung zu verwenden, wird folgende Annahme gemacht, welche ab diesem

Abschnitt immer vorausgesetzt werden.

Annahme 2

Die Matrix E
(
QSCF

)
ist positiv-de�nit.

Annahme 3

Die Matrix E
(
QTV

)
ist positiv-de�nit.
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Bemerkung 6.1.3

1. Aus dem Beweis des Satzes 6.1.1 geht hervor, dass die Annahmen 2 und 3

jeweils äquivalent zu den Eindeutigkeitsbedingungen für die Lösungen des

QSCF- und des QTV-Problems sind.

2. Aus Bemerkung 6.1.2 folgt, dass Annahme 3 Annahme 2 impliziert. Hat

also das QTV-Problem eine eindeutige Lösung, so ist auch die Lösung des

QSCF-Problems eindeutig. Umgekehrt muss dies nicht der Fall sein.

Es bleibt die Aussage für das QACF-Problem. Hier ist etwas mehr Arbeit er-

forderlich. Um die Notation abzukürzen, de�niere ich hilfsweise die Funktionen

ϕ(α) :=
T∑
t=1

ϕt(α), mit

ϕt(α) :=

[
E

([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2

∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

=
∥∥∥ C̃L

t −α>C̃A
t︸ ︷︷ ︸

=:εt(α)

∥∥∥
W,2
,

sodass QACF zu

inf
α∈Rm+1

ϕ(α)

umformuliert werden kann.

O�ensichtlich ist für jedes t ∈ T die Funktion ϕt (und damit auch die Ziel-

funktion ϕ) konvex auf dem gesamten Raum Rm+1. Zudem ist jedes ϕt endlich

auf Rm+1 und somit (lokal Lipschitz-) stetig. Die Richtungsableitungen der

Funktionen in Richtung d sind gegeben durch

ϕ′(α,d) =
T∑
t=1

ϕ′t(α,d), mit

ϕ′t(α,d) :=


∥∥∥d>C̃A

t

∥∥∥
W,2

, falls ϕt(α) = 0.

E

(
−εt(α)·d>C̃A

t

∣∣∣F0

)
‖εt(α)‖W,2

= d>∇ϕ(α), sonst.
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Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen

Ist ϕt is di�erenzierbar, gilt

∇ϕt(α) =
E
(
−εt(α) · C̃A

t

∣∣∣F0

)
‖εt(α)‖W,2

.

Ist ϕt (stetig) di�erenzierbar in einem Punkt α, so ist es auch zweimal di�e-

renzierbar an der Stelle mit Hesse Matrix

∇2ϕt(α) =

‖εt(α)‖2
W,2 E

(
C̃A
t

(
C̃A
t

)>)
− E

(
εt(α) · C̃A

t

)(
E
(
εt(α) · C̃A

t

))>
‖εt(α)‖3

W,2

.

(6.3)

Da ϕt konvex ist, muss die Hesse Matrix ∇2ϕt(α) positiv-semide�nit sein. Lei-

der kann man nicht von positiver De�nitheit ausgehen, weil E
(

C̃A
t

(
C̃A
t

)>)
möglicherweise keinen vollen Rang hat.

Satz 6.1.4 (Existenz QACF)

Unter Annahme 2 besitzt QACF mindestens eine Lösung αQACF.

Beweis. Wie bereits bekannt, ist ϕ konvex und stetig. Auÿerdem ist ϕ koer-

ziv1. Um das einzusehen, sei λSCFmin der kleinste Eigenwert der Matrix E
(
QSCF

)
.

Wegen Annahme 2 ist λSCFmin > 0 und es gilt

λSCFmin ‖α‖2 ≤
√
λSCFmin ·α>E (QSCF)α =

√
λSCFmin · E

(
T∑
t=1

[
α>C̃A

t

]2

∣∣∣∣∣F0

) 1
2

.

Aus der Ungleichung von Minkowski folgt[
E

(
T∑
t=1

[
α>C̃A

t

]2

∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

≤

[
E

(
T∑
t=1

[
α>C̃A

t − C̃L
t

]2

∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

+

[
E

(
T∑
t=1

[
C̃L
t

]2

∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

= fW
QSCF(α) + fW

QSCF(0).

1Eine Funktion f : Rm 7→ R heiÿt koerziv genau dann wenn f(x)→ +∞ falls ‖x‖ → ∞.
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und aus Proposition 5.3.3 weiÿ man

fW
QSCF(α) ≤ ϕ(α), ∀α ∈ Rm+1.

Insgesamt erhält man also

λSCFmin ‖α‖2 ≤
√
λSCFmin · (ϕ(α) + ϕ(0)) , (6.4)

woraus folgt

‖α‖2 →∞ =⇒ ϕ(α)→∞.

Als stetige, konvexe und koerzive Funktion, nimmt ϕ ein Minimum an und der

Beweis ist vollständig.

Um Eindeutigkeit der Lösung αQACF zu beweisen beginne ich mit einer zu-

sätzlichen Annahme.

Annahme 4

∀α ∈ Rm+1 : min
t∈T

ϕt(α) > 0

Mit anderen Worten, zu keinem Zeitpunkt t kann ein Liability Cash-Flow C̃L
t

durch ein Portfolio aus Finanzinstrumenten nachgebildet werden.

Bemerkung 6.1.5

Annahme 4 ist in der Praxis normalerweise erfüllt, da jeder Liability Cash-

Flow von nicht absicherbaren Risiken abhängt (Sterblichkeit, Storno). Jedoch

existieren Modelle in denen die Liability Cash-Flows vorhersehbar sind, wie

das Modell von Grosen u. Jørgensen (2000). In diesem Fall ist Annahme 4

nicht erfüllt, da der erste Liability Cash-Flow C̃L
1 nicht stochastisch ist und

damit leicht durch Anleihen nachgebildet werden kann.

Mit dieser Annahme ist Eindeutigkeit leicht gezeigt und es lassen sich sogar

noch zusätzliche Eigenschaften der Zielfunktion ϕ nachweisen. Diese werden
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Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen

nützlich sein um später Erkenntnisse über den Rechenaufwand der Lösung zu

gewinnen.

Satz 6.1.6 (Eindeutigkeit QACF I)

Unter Annahmen 2 und 4 ist die Zielfunktion ϕ streng konvex und zweimal

stetig di�erenzierbar. Darüber hinaus ist sie stark und gleichmäÿig konvex auf

jeder kompakten Teilmenge von Rm+1. Insbesondere ist das globale Minimum

von ϕ eindeutig.

Beweis. Sei α ∈ Rm+1 beliebig. Da für jedes t ϕt zweimal stetig di�erenzierbar

ist, existiert die Hesse Matrix∇2ϕt(α) (cf. (6.3)). Aus positiver Semide�nitheit

von ∇2ϕt folgt

∀ t ∈ T ,∀y ∈ Rm+1 : y>E
(
εt(α) · C̃A

t

)
E
(
C̃A
t · εt(α)

)>
y

≤ ‖εt(α)‖2
W,2 y>E

(
C̃A
t

(
C̃A
t

)>)
y. (6.5)

Da ϕt nicht Null ist für jedes t, ist εt(α) 6= 0 für alle t.

Auf Grund der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt, dass diese Ungleichung für

t strikt ist genau dann wenn y>C̃A
t 6= 0 und εt(α) nicht kollinear zu y>C̃A

t ist.

Wegen Annahme 2 existiert für alle y 6= 0 mindestens ein t0 sodass y>C̃A
t0
6= 0.

Angenommen εt0(α) sei kollinear zu y>C̃A
t0
, d.h. es sei angenommen

∃λ0 ∈ R : λ0 y>C̃A
t0

= εt0(α).

Per De�nition von εt ist das äquivalent zu

C̃L
t0

= (λ0y + α)>C̃A
t0
.

Das würde bedeuten, dass der Liability Cash-Flow zum Zeitpunkt t0 perfekt

repliziert werden kann im Widerspruch zu Annahme 4.

Daher kann εt0(α) nicht kollinear zu y>C̃A
t0

sein und Ungleichung (6.5) ist

strikt für jedes y 6= 0. Somit ist die Hesse Matrix von ϕ positiv-de�nit und

da α beliebig war, ist ϕ streng konvex. Die restlichen Aussagen sind einfache

Folgerungen.
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Auch im allgemeineren Fall, ohne Annahme 4, ist es möglich die Eindeutigkeit

von αQACF zu beweisen. Allerdings kann man keine strenge Konvexität mehr

erwarten, da das Problem dann degeneriert ist. Satz 6.1.7 ist weniger praxis-

relevant als ein theoretisches Resultat zur Verallgemeinerung der Aussage, da

Annahme 4 im Normalfall erfüllt ist.

Satz 6.1.7 (Eindeutigkeit QACF II)

Unter Annahme 2 ist das globale Minimum von ϕ eindeutig.

Beweis. Angenommen ϕ besäÿe (mindestens) zwei verschiedene Minima, α1

und α2. Wegen Konvexität ist der Mittelpunkt

α :=
1

2
(α1 + α2)

ebenfalls ein Minimum. Damit muss die Richtungsableitung ϕ′(α,d) in alle

Richtungen d gleich Null sein, unter anderem in Richtung h := α−α1.

Da ϕ Summe von konvexen Funktionen ϕt ist, kann α nur dann optimal sein,

wenn alle Summanden ϕt linear in Richtung h sind (siehe z.B. Nam (2013)).

Ist ϕt(α) = 0, muss auch ϕt(α1) = 0 = ϕt(α2) gelten. Andernfalls wäre das

ein Widerspruch zur Optimalität von α1 und α2. Aus ϕt(α1) = 0 = ϕt(α2)

folgt, dass 0 = h>C̃A
t .

Ist dagegen ϕt(α) > 0, so muss die zweite Ableitung in Richtung h wegen Li-

nearität verschwinden. Das kann nur der Fall sein, wenn entweder 0 = h>C̃A
t

oder h>C̃A
t kollinear zu εt(α) ist. Im ersten Fall verschwindet die Richtungs-

ableitung, wogegen im zweiten Fall

ϕ′t(α,h) = |λ0| ‖εt(α)‖W,2 > 0

für ein λ0 6= 0 gilt.

In jedem Fall gilt also ϕ′t(α,h) ≥ 0 für alle t ∈ T . Gleichzeitig gilt wegen

Optimalität von α, dass
∑

t∈T ϕ
′
t(α,h) = 0 und damit folgt ϕ′t(α,h) = 0 für
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Faire Preise

alle t ∈ T . Also bleibt die Schlussfolgerung 0 = h>C̃A
t für alle t. Dies steht

jedoch im Widerspruch zu Annahme 2 wonach mindestens ein t0 existiert,

sodass 0 6= h>C̃A
t0
.

Im allgemeinen Fall ohne Annahme 4 können keine Optimierungsverfahren

erster oder zweiter Ordnung verwendet werden um QACF zu lösen, weil die

Funktion ϕ möglicherweise nicht-glatte Stellen besitzt. Jedoch habe ich in Ab-

schnitt 5.4 gezeigt, dass das Problem zu einem SOCP umformuliert und damit

das Problem mangelnder Glattheit umgangen werden kann.

6.2 Faire Preise

Eine weitere interessante Eigenschaft replizierender Portfolios ist die Frage,

ob deren fairer Wert zum heutigen Zeitpunkt dem fairen Wert der Liability

Cash-Flows entspricht. Naheliegend ist, dass nur Replikation unter dem

risikoneutralen Maÿ Q eine positive Antwort vorweisen kann, solange keine

Nebenbedingungen eingeführt werden.

Die Probleme QTV und QSCF sind leicht zu handhaben. Mithilfe der expli-

ziten Lösungsformeln lassen sich schnell Aussagen über die fairen Preise der

Optimallösungen tre�en. Interessanter ist der Fall QACF. Auf Grund der Ver-

wandtschaft zum Fermat-Torricelli Problem wäre zu vermuten, dass der faire

Wert allgemein nicht getro�en wird. Satz 6.2.1 widerspricht dieser Vermutung.

Proposition 6.2.1

Bei Replikation unter W = Q ist der faire Preis der Optimallösungen αQTV,

αQSCF und αQACF gleich dem fairen Preis der Cash-Flows der Liabilities, d.h.

EQ
(
α>RÃ

)
= EQ

(
L̃
)
, R = QTV,QSCF,QACF (6.6)

wenn jeweils folgende Bedingung erfüllt ist.

(QTV) ∃ β ∈ Rm+1:

β>Ã = 1. (6.7)
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(QSCF) ∃ β ∈ Rm+1:

β>C̃A
t = 1, ∀t ∈ T . (6.8)

(QACF) für beliebige x1, . . . , xT ∈ R, ∃ β ∈ Rm+1:

β>C̃A
t = xt, ∀t ∈ T . (6.9)

Beweis.

1. Durch Anwenden des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfah-

rens kann o.B.d.A. angenommen werden, dass Ã0, . . . , Ãm unkorreliert

sind im Sinne der L2-Norm. Insbesondere existiert wegen (6.7) ein Port-

folio β, sodass β>Ã = 1. Daher kann vorausgesetzt werden, dass Ã0 = 1

und E
(
Ãi

)
= 0 für i = 1, . . . ,m. Ableiten der quadrierten Zielfunktion

im QTV-Problem liefert die Optimalitätsbedingung

m∑
i=0

αiQTVEQ
(
ÃiÃ0

)
= EQ

(
L̃Ã0

)
,

und damit

EQ
(
α>QTVÃ

)
=

m∑
i=0

αiQTVEQ
(
Ãi

)
= EQ

(
L̃
)
.

2. Die hinreichenden und notwendigen Optimalitätsbedingungen für das

QSCF-Problem sind

T∑
t=1

m∑
i=0

αiQSCFEQ
(
C̃A
i,tC̃

A
j,t

)
=

T∑
t=1

EQ
(
C̃L
t C̃

A
j,t

)
, ∀j = 0, . . . ,m,

welche insbesondere die Gleichung

m∑
j=0

βj

T∑
t=1

m∑
i=0

αiQSCFEQ
(
C̃A
i,tC̃

A
j,t

)
=

m∑
j=0

βj

T∑
t=1

EQ
(
C̃L
t C̃

A
j,t

)
für β wie in (6.8) implizieren. Unter Verwendung der Eigenschaft eines

solchen β erhält man
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T∑
t=1

m∑
i=0

αiQSCFEQ
(
C̃A
i,t

)
=

T∑
t=1

EQ
(
C̃L
t

)
m

EQ
(
α>QSCFÃ

)
= EQ

(
L̃
)
.

3. Schlieÿlich, sei angenommen (6.9) ist erfüllt. Äquivalent dazu gibt es für

beliebiges t̄ ∈ T ein βt̄ ∈ Rm+1 mit

β>t̄ C̃A
t =

1, t = t̄

0, t 6= t̄
.

Betrachtet man nun die Richtungsableitung der Zielfunktion im QACF-

Problem so verschwinden alle bis auf den t̄-ten Summanden.

d

dλ

T∑
t=1

[
EQ
([
C̃L
t − (α + λβt̄)

>C̃A
t

]2
)] 1

2

=
d

dλ

[
EQ
([
C̃L
t̄ − (α + λβt̄)

>C̃A
t̄

]2
)] 1

2

,

womit man zum bekannten linearen Problem der kleinsten Quadrate ge-

langt. Eine Optimalitätsbedingung für αQACF ist also gegeben durch

d

dλ
EQ
([
C̃L
t̄ − (αQACF + λβt̄)

> C̃A
t̄

]2
) ∣∣∣∣∣

λ=0

= 0

m

EQ
(
C̃L
t̄ −α>QACFC̃A

t̄

)
= 0.

Da t̄ ∈ T beliebig war zeigt das sogar, dass der faire Preis jedes Cash-

Flows gleich ist. Insbesondere gilt damit natürlich auch (6.6).
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Bemerkung 6.2.2

1. Die Gleichheit der fairen Werte lässt sich o�ensichtlich nur unter dem Maÿ

Q zeigen. Allgemein folgt aus den Optimalitätsbedingungen, dass das erste

Moment bezüglich des in der Zielfunktion verwendeten Maÿes W getro�en

wird.

2. Die Voraussetzung in Proposition 6.2.1 wird vom QTV- über das QSCF-

zum QACF-Problem o�enbar stärker. Jedoch kann selbst die Existenz eines

Portfolios β wie in (6.9) leicht erfüllt werden. Steht für beliebige Fälligkeit

eine Call Option auf den Numéraire mit Ausübungspreis Null als Replika-

tionsinstrument zur Verfügung, so lässt sich ein Portfolio erstellen, das zu

jedem Zeitpunkt ein beliebiges Vielfaches des Numéraires auszahlt. Abdis-

kontiert erhält man damit beliebige konstante Beträge und damit (6.9). Ist

also beispielsweise das Geldmarktkonto oder auch die nutzenoptimale Han-

delsstrategie aus Abschnitt 5.1 der Numéraire, so ist die Bedingung erfüllt.

3. Voraussetzung (6.9) ist mit Annahme 3, also mit der Invertierbarkeit der

Matrix E
(
QQTV

)
unvereinbar. Der Terminal Value eines Portfolios welches

beispielsweise −1 in t = 1 und +1 in t = 2 auszahlt ist Null. Aus der Per-

spektive des Terminal-Value-Matchings sind dementsprechend redundante

Anlagen vorhanden. Je nach Wahl des Replikationsproblems ist eine an-

dere Wahl der Replikationsinstrumente erforderlich. Insbesondere sollten

beim Terminal-Value-Matching deutlich weniger Instrumente herangezogen

werden.

4. Der Beweis der Proposition 6.2.1 o�enbart, dass im QACF-Problem unter

der Bedingung (6.9) der faire Preis jedes Cash-Flows getro�en wird. Analog

lässt sich das auch für das QSCF-Problem zeigen.

Die Aussage von Proposition 6.2.1 stellt einen Vorteil von QTV, QSCF und

QACF gegenüber den Problemen LTV, LSCF und LACF dar. Repliziert man

in der L1-Norm, ist Gleichheit der fairen Werte nicht gegeben. Andererseits

lässt sich dies leicht durch Hinzufügen einer zusätzlichen Nebenbedingung

ändern. Da sie ohnehin lineare bzw. quadratische Probleme mit Nebenbe-
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dingungen sind, verschlechtert das Hinzufügen nicht die Komplexität der

Probleme.

Um ein besseres Verständnis der Unterschiede zwischen den drei Problemen

zu gewinnen, wende ich mich nun den Zusammenhängen der Replikationspro-

bleme zu. Was genau ist der Unterschied zwischen den Problemen und welche

Auswirkung hat das auf die Replikationsportfolios?
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7 Zusammenhänge der

Probleme QTV, QSCF und

QACF

Die in diesem Kapitel präsentierten Ergebnisse �ndet man in Natolski u. Wer-

ner (2014). Ich beginne mit dem Vergleich zwischen QTV und QSCF. Hier lässt

sich der Zusammenhang durch simultane Diagonalisierung explizit darstellen.

7.1 Simultane Diagonalisierung

Sowohl das QTV- als auch das QSCF-Problem sind quadratische Optimie-

rungsprobleme. Dabei bestimmen die bereits eingeführten Matrizen E
(
QTV

)
und E

(
QSCF

)
den quadratischen Faktor. Es stellt sich heraus, dass diese Ma-

trizen simultan diagonalisierbar sind, woraus sich aufschlussreiche Folgerungen

über den Unterschied der beiden Replikationsansätze ergeben.

Proposition 7.1.1

Es gibt eine nicht singuläre Matrix P ∈ R(m+1)×(m+1) und eine diagonale Ma-

trix DTV ∈ R(m+1)×(m+1), sodass

P TE
(
QTV

)
P = DTV,

P TE
(
QSCF

)
P = Im+1.

Beweis. Als positiv-de�nite symmetrische Matrix hat E
(
QSCF

)
eine Cholesky
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Simultane Diagonalisierung

Zerlegung Σ, d.h.

E
(
QSCF

)
= ΣTΣ.

De�niere die Matrix

Q := Σ−TE
(
QTV

)
Σ−1.

Q ist ebenfalls positiv-de�nit und symmetrisch und kann somit diagonalisiert

werden.

Q = P T
QDQPQ

für ein orthonormales PQ und ein diagonales DQ.

Setze nun

P := Σ−1P T
Q .

Dann ist P invertierbar und es gilt

P TE
(
QTV

)
P = PQΣ−TE

(
QTV

)
Σ−1P T

Q = PQQP
T
Q = DQ,

P TE
(
QSCF

)
P = P TΣTΣP = PQΣ−TΣTΣΣ−1P T

Q = PQP
T
Q = Im+1.

Seien P und DTV wie in Proposition 7.1.1 und durch lineare Transformation

mit P folgende neue Cash-Flow Pro�le de�niert:

P Ã := P T Ã,

P C̃A
t := P T C̃A

t , t ∈ T .

Dann lässt sich der Zusammenhang zwischen αQTV und αQSCF explizit dar-

stellen.
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Satz 7.1.2 (Zusammenhang zwischen QTV und QSCF)

Die Lösungen zu den Problemen QTV und QSCF sind gegeben durch

αQTV =
[
DTV

]−1 E
(
P ÃL̃

)
,

αQSCF = E

(
T∑
t=1

P C̃A
t C̃

L
t

)
.

Ist insbesondere E
(
P Ãi

)
6= 0, so gilt

αiQSCF = E
((

P Ãi

)2
) E

(∑T
t=1 P C̃

A
i,tC̃

L
t

)
E
(
P ÃiL̃

) αiQTV.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 6.1.1 und Proposition 7.1.1.

Abgesehen davon, dass im QTV-Problem also auch die intertemporalen

Korrelationen E
(
P C̃A

s C̃
L
t

)
für s 6= t ∈ T eine Rolle spielen, liegt der zweite

Unterschied zum QSCF-Problem in der Gewichtung der neuen Anlagen.

Die Diagonaleinträge der Matrix DTV sind exakt die zweiten Momente der

aufsummierten diskontierten Cash-Flows der neuen Anlagen. Eine Anlage

dessen aufsummierter Cash-Flow ein groÿes zweites Moment besitzt, wird also

im Terminal-Value-Matching weniger berücksichtigt als im QSCF-Problem.

Das lässt sich dadurch erklären, dass groÿe zweite Momente bevorzugt von

Portfolios erzeugt werden, deren Cash-Flows eine hoch positive intertemporale

Korrelation aufweisen bzw. wenn P C̃A
t und P C̃A

s für s 6= t hoch positiv

korreliert sind. Bereits kleine Positionen in solchen Portfolios haben groÿen

Ein�uss auf den Terminal Value. Diese Korrelationen spielen jedoch im

Cash-Flow-Matching keine Rolle, da die Di�erenz der Cash-Flows zu jedem

Zeitpunkt separat gemessen wird.

Wählt man also das QSCF-Problem statt dem QTV-Problem, entscheidet

man sich bewusst gegen die E�ekte des intertemporalen Hedgens sowohl in

den Cash-Flows der Finanzinstrumente, als auch in den Cash-Flows der Liabi-

lities. Damit ist QSCF stärker eingeschränkt, was die Approximation des FVL
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Zeitseparabilität

erschwert. Andererseits besteht die Gefahr beim Terminal-Value-Matching,

dass die Robustheit des Problems unter hohen intertemporalen Korrelationen

der Cash-Flows leidet. Das liefert eine plausible Erklärung der Beobachtung

durch Daul u. Vidal (2009), dass das QSCF-Problem einerseits ein schlechteres

Bestimmtheitsmaÿ aufweist, aber andererseits kleinere out-of-sample Fehler

erzeugt. Die Wahl der Replikationsinstrumente ist also entscheidend. Es

ist zu vermuten, dass eine sorgfältige Auswahl von Replikationsinstrumen-

ten mit stark unkorrelierten Cash-Flows und entsprechender Skalierung

(siehe Natolski u. Werner (2016)) die Robustheit des QTV-Problems

verbessern könnten. Wegen der Flexibilität des intertemporalen Hedgens

sind zudem nur wenige Instrumente nötig um eine gute Approximation des

FVL zu ermöglichen. Unter diesen Voraussetzungen wäre QTV zu bevorzugen.

Als nächstes beleuchte ich den Zusammenhang zwischen QSCF und QACF.

7.2 Zeitseparabilität

In der Praxis werden für die Replikation meistens Finanzanlagen verwendet,

die Cash-Flows ausschlieÿlich in einem Zeitpunkt erzeugen. Dieser Cash-Flow

entspricht dem Wert der Anlage, d.h. der Cash-Flow entsteht aus dem Verkauf

dieser Anlage. Soll dieser Cash-Flow durch ein statisches Portfolio erzeugt wer-

den, reicht es einen Forward auf diese Anlage abzuschlieÿen und den Forward

Preis, der in der Zukunft fällig ist, mit Nullkuponanleihen zu begleichen. Diese

Tatsache motiviert folgende Proposition.

Satz 7.2.1 (Äquivalenz zwischen QSCF und QACF)

Sei I := {0, . . . ,m} partitionierbar in disjunkte Mengen I1, . . . , IT , sodass

i ∈ It ⇐⇒ C̃A
i,t 6= 0 und C̃A

i,s = 0 für alle s 6= t.

Dann sind die Probleme QSCF und QACF äquivalent und haben die gleiche

Optimallösung.
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Beweis. Da jede Anlage i in genau einer Partitionsmenge It liegt, kann die

Optimierungsvariable α ebenso partitioniert werden.

α =
T∑
t=1

α(t),

wobei

αi(t) 6= 0⇒ i ∈ It.

Für jedes t sei also die Menge

Ht :=
{
α ∈ Rm+1

∣∣∣αi = 0 ∀ i /∈ It
}
,

de�niert, sodass αi(t) ∈ Ht für alle t ∈ T . Das QSCF-Problem kann umgeformt

werden zu

inf
α∈Rm+1

T∑
t=1

E
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
)

=

inf
α(1)∈H1,...,α(T )∈HT

T∑
t=1

E

[C̃L
t −

T∑
s=1

α>(s)C̃
A
t

]2
 =

inf
α(1)∈H1,...,α(T )∈HT

T∑
t=1

E
([
C̃L
t −α>(t)C̃

A
t

]2
)

=

T∑
t=1

inf
α(t)∈Ht

E
([
C̃L
t −α>(t)C̃

A
t

]2
)

=

T∑
t=1

inf
α∈Rm+1

E
([
C̃L
t −α>C̃A

t

]2
)
,

wobei ich die Separabilität der Zielfunktion zwischen Zeile drei und vier ver-

wendet habe. Nimmt man nun die Wurzel jedes der T Optimierungsprobleme

in der letzten Zeile, wird lediglich die Zielfunktion geändert, jedoch nicht die

Optimallösung und man erhält das QACF-Problem.

Verwendet man also Finanzinstrumente in der Replikation, die Cash-Flows zu

mehreren Zeitpunkten erzeugen, ist es wesentlich welches der Probleme QSCF

oder QACF optimiert wird. Hier hat QACF einen Vorzug. Im QSCF-Problem
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Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

geht der erwartete Fehler in jedem Zeitpunkt quadratisch in die Zielfunktion

ein. Mit laufender Zeit werden Fehler im Erwartungswert tendenziell gröÿer,

da die Varianz der Cash-Flows, auf Grund gröÿerer Unsicherheit, zunimmt

je ferner sie in der Zukunft liegen. Werden die erwarteten Fehler signi�kant

gröÿer, so optimiert QSCF vorwiegend in diesen Zeitpunkten, während die

früheren Cash-Flows vernachlässigt werden. Jedoch sind gerade die Cash-

Flows in ferner Zukunft sehr schwer zu modellieren, das Modellrisiko wächst.

Daher ist QSCF anfälliger für Modellierungsfehler als das QACF-Problem, in

dem erwartete Fehler nur linear eingehen.

Es bleibt also noch der Zusammenhang zwischen QACF und QTV zu erklären.

Natürlich kann man hier den indirekten Weg über QSCF gehen, jedoch wird

sich herausstellen, dass man einen weiteren Zusammenhang herstellen kann,

wenn man die Anforderung der statischen Replikation abschwächt. Diese Ab-

schwächung führt zu etwas allgemeineren Replikationsproblemen, die für sich

eine interessante Variante der Replikation darstellen und eine eigene Prüfung

der Eigenschaften wie Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen lohnen.

7.3 Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

In diesem Abschnitt schwäche ich die Anforderung der Statik des Replikati-

onsportfolios etwas ab, um eine bestimmte Klasse von Handelsstrategien zu

erlauben. Genauer wird nun angenommen, dass der Numéraire eine zu jedem

Zeitpunkt handelbare Anlage ist. Um die Replikation zu verbessern, erlaube

ich zusätzlich dynamische Handelsstrategien im Numéraire. Dafür de�niere ich

folgenden linearen Teilraum der stochastischen Prozesse.

A =

{
(δt)t=1,...,T : ∀t = 1, . . . , T − 1, δt ∈ L2(Ft), δT = −

T−1∑
t=1

δt

}
.

Jeder Prozess aus diesem Teilraum repräsentiert eine adaptierte Handelsstra-

tegie im Numéraire. δt > 0 wird dabei als Kauf interpretiert und δt < 0

als Verkauf. Die Bedingung δT = −
∑T−1

t=1 δt garantiert, dass die Position im
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Numéraire zum Endzeitpunkt T gleich der Position zum Zeitpunkt 0 ist. An-

ders formuliert bedeutet das, dass die Handelsstrategien einen abgezinsten Ter-

minal Value gleich Null haben. Mit PV (δ) bezeichne ich den pfadweisen ab-

diskontierten Terminal Value einer Strategie δ ∈ A. Es gilt

PV (δ) =
T∑
t=1

δtNt

Nt

=
T∑
t=1

δt = 0. (7.1)

Aus ökonomischer Sicht kann der Versicherer zu jedem Zeitpunkt einen

beliebigen Geldbetrag leihen, welcher bis T rolliert und dann zurückgezahlt

wird. Zu beachten ist, dass die Strategien δ ∈ A nicht selbst�nanzierend sind,

da die Cash-Flows realisiert werden.

Es soll untersucht werden welchen Ein�uss die Strategien aus A auf die Pro-

bleme QTV, QSCF und QACF haben.

Lemma 7.3.1

Der abdiskontierte Terminal Value einer Handelsstrategie (α, δ) mit

α ∈ Rm+1, δ ∈ A ist gegeben durch

Ã(α, δ) = α>Ã,

wobei

Ã (α, δ) :=
T∑
t=1

[
m∑
i=0

αi
CA
i,t

Nt

]
−

T∑
t=1

δtNt

Nt

.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus (7.1).

Ã(α, δ) =
T∑
t=1

[
m∑
i=0

αi
CA
i,t

Nt

]
−

T∑
t=1

δtNt

Nt

(7.1)
=

T∑
t=1

α>C̃A
t = α>Ã.
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Anders ausgedrückt hängt der abdiskontierte Terminal Value nur vom stati-

schen Portfolio α aus den Finanzanlagen ab. Statt Ã(α, δ) schreibe ich daher

ab sofort Ã(α).

Daraus lässt sich folgern, dass die Einführung von Handelsstrategien im

Numéraire aus dem linearen Raum A die Zielfunktion im QTV-Problem nicht

beein�usst. Das motiviert folgende De�nition.

De�nition 7.3.2

Zwei Handelsstrategien (α, δ) und (β, δ̂) mit α,β ∈ Rm+1, δ, δ̂ ∈ A heiÿen

FV-äquivalent genau dann wenn

α = β.

Auf Grund von Lemma 7.3.1 haben statische Portfolios zweier FV-äquivalenter

Handelsstrategien den gleichen fairen Preis, da sie identische Terminal Values

erzeugen. Auf der anderen Seite erkennt man leicht, dass das QACF-Problem

sehr wohl durch die Wahl der Strategie δ ∈ A beein�usst wird. Dazu betrachte

man folgende deterministische Cash-Flow Di�erenzen.

C̃L
1 −α>C̃A

1 = 1,

C̃L
2 −α>C̃A

2 = −1.

Die Zielfunktion im QACF-Problem hat den Wert
√

(−1)2 +
√

12 = 2. Wählt

man jedoch die Strategie δ1 = −1, δ2 = 1, so ergibt sich ein perfekter Hedge,

und der Zielfunktionswert ist Null.

Es wird sich herausstellen, dass die zusätzliche Freiheit in den Handelsstra-

tegien der Schlüssel ist um eine Verbindung zwischen dem QTV- und dem

QACF-Problem herzustellen. Auÿerdem wird man erkennen, dass alle drei

Replikationsprobleme mit der Einführung der Handelsstrategien leicht zu

lösen sind.

Basierend auf der Erweiterung von statischen Portfolios zu teilweise dynami-

schen Strategien führe ich folgende verallgemeinerte Replikationsprobleme ein.
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inf
α∈Rm+1

δ∈A

[
E
([
L̃− Ã(α)

]2∣∣∣F0

)] 1
2
, (GQTV)

inf
α∈Rm+1

δ∈A

[
T∑
t=1

E
([
C̃L
t −

(
α>C̃A

t − δt
)]2 ∣∣∣F0

)] 1
2

, (GQSCF)

inf
α∈Rm+1

δ∈A

T∑
t=1

[
E
([
C̃L
t −

(
α>C̃A

t − δt
)]2 ∣∣∣F0

)] 1
2

. (GQACF)

Da die σ-Algebra F0 auch in diesem Kapitel keine Rolle spielt, wird angenom-

men, dass sie ausschlieÿlich fast-sichere Ereignisse enthält und wird fortan

weggelassen.

Die nächste Proposition gibt die Lösung zu GQTV an, bevor Satz 7.3.4 die

Verbindung zwischen GQACF und GQTV herstellt. Das wird ermöglichen

Aussagen über das QACF-Problem und dessen Verallgemeinerung GQACF

zu tre�en.

Proposition 7.3.3

Sei Annahme 3 erfüllt. Dann ist die Lösungsmenge von GQTV gleich der

FV-Äquivalenzklasse der Lösung des QTV-Problems im Sinne von De�nition

7.3.2 und der Optimalwert von GQTV ist gleich dem Optimalwert des QTV-

Problems.

Beweis. Aus Satz 6.1.1 ist bekannt, dass die eindeutige Lösung des QTV-

Problems gegeben ist durch αQTV = E
(
QTV

)−1 E
(
ÃL̃
)
. Aus Lemma 7.3.1

folgt, dass die Strategie (δt)t=1,...,T für das QTV-Problem keine Auswirkung hat,

womit die Lösungsmenge des QTV-Problems gerade die FV-Äquivalenzklasse

von αQTV ist.

Um die Hauptaussage dieses Abschnitts formulieren zu können, ist eine weitere

Annahme notwendig.
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Annahme 5

Die Cash-Flow Di�erenz C̃L
T −α>QTVC̃A

T ist nicht FT−1-messbar.

Annahme 5 sagt aus, dass vor Ende des Zeithorizonts keine Information über

die Cash-Flow Di�erenz in T vorhanden sind. Beispielsweise könnte der Tod

eines Versicherten im Jahr T einen unvorhergesehenen Liability Cash-Flow zur

Folge haben. Ein solches Risiko ist weder vorhersehbar noch durch Finanzan-

lagen zu hedgen.

Satz 7.3.4 (Äquivalenz zwischen GQTV und GQACF)

Unter Annahmen 3 und 5 besitzt das verallgemeinerte Replikationsproblem

GQACF eine eindeutige Lösung. Dabei ist das statische Portfolio gerade die

Lösung des QTV-Problems und die Strategie δ ∈ A ist gerade so, dass alle

Liability Cash-Flows zu den Zeitpunkten t = 1, . . . , T − 1 exakt nachgebildet

werden. Auÿerdem haben die Replikationsprobleme GQACF und GQTV und

damit QTV den gleichen Optimalwert.

Die Aussage von Satz 7.3.4 ist der eigentliche Grund für die Einführung dyna-

mischer Handelsstrategien. Der erschlossene Zusammenhang hilft entscheidend

beim Verständnis des Unterschieds zwischen QTV und QACF. Satz 7.3.4 ist

damit zentral in diesem Abschnitt.

Beweis. De�niere δ ∈ A durch

δt := α>QTVC̃A
t − C̃L

t , ∀t = 1, . . . T − 1. (7.2)

Da δ ∈ A, ist damit auch δT bestimmt. Insbesondere ist δ so gewählt, dass

die Liability Cash-Flows zu den Zeitpunkten t = 1, . . . , T − 1 perfekt gehedgt

werden, d.h.

C̃L
t −

(
α>QTVC̃A

t − δt
)

= 0, ∀t = 1, . . . , T − 1. (7.3)

Unter Verwendung von (7.2) erhält man folgende Gleichungen.
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T∑
t=1

∥∥∥C̃L
t −

(
α>QTVC̃A

t − δt
)∥∥∥

W,2

(7.3)
=
∥∥∥C̃L

T −
(
α>QTVC̃A

T − δT
)∥∥∥

W,2

(7.3)
=

∥∥∥∥∥
T∑
t=1

[
C̃L
t −

(
α>QTVC̃A

t − δt
)]∥∥∥∥∥

W,2

.

(7.4)

Die Bedingung δT = −
∑T−1

t=1 δt impliziert

∥∥∥∥∥
T∑
t=1

[
C̃L
t −

(
α>QTVC̃A

t − δt
)]∥∥∥∥∥

W,2

=

∥∥∥∥∥
T∑
t=1

[
C̃L
t −α>QTVC̃A

t

]∥∥∥∥∥
W,2

=
∥∥∥L̃−α>QTVÃ

∥∥∥
W,2

.

(7.5)

Sei nun
(
β, δ̂

)
, β ∈ Rm+1, δ̂ ∈ A eine andere Handelsstrategie. Da αQTV

optimal für das QTV-Problem ist, gilt∥∥∥L̃−α>QTVÃ
∥∥∥
W,2
≤
∥∥∥L̃− β>Ã

∥∥∥
W,2
.

Aus Satz 6.1.1 folgt, dass Gleichheit genau dann gilt wenn β = αQTV.

Durch Umordnung der Terme erhält man

∥∥∥L̃− β>Ã
∥∥∥
W,2

=

∥∥∥∥∥
T∑
t=1

[
C̃L
t − β>C̃A

t

]∥∥∥∥∥
W,2

=

∥∥∥∥∥
T∑
t=1

[
C̃L
t − β>C̃A

t + δ̂t

]∥∥∥∥∥
W,2

≤
T∑
t=1

∥∥∥C̃L
t −

(
β>C̃A

t − δ̂t
)∥∥∥

W,2
.

Die letzte Ungleichung ist Minkowskis Ungleichung, wobei Gleichheit genau

dann gilt, wenn alle Terme in der Norm positiv kollinear sind. Wenn β = αQTV,
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ist Kollinearität der Terme

C̃L
t −

(
α>QTVC̃A

t − δ̂t
)
, t = 1, . . . , T

nur dann gegeben, wenn die ersten T − 1 Terme Null sind. Der Grund ist

folgender.

Aus der Bedingung δ̂T = −
∑T−1

t=1 δ̂t kann abgeleitet werden, dass δ̂T FT−1-

messbar ist. Aber wegen Annahme 5 ist C̃L
T − α>QTVC̃A

T nicht FT−1-messbar,

womit auch

C̃L
T −

(
α>QTVC̃A

T − δ̂T
)

nicht FT−1-messbar ist. Da F0 vollständig ist, enthält FT−1 alle Nullmengen.

Daher ist der letzte Term mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht Null und

nicht kollinear mit den ersten T − 1 Termen.

Mit anderen Worten, falls β = αQTV, so ist die letzte Ungleichung eine

Gleichung genau dann wenn alle Liability Cash-Flows zu den Zeitpunkten

t = 1, . . . , T − 1 perfekt gehedgt werden. In diesem Fall ist δ̂ gegeben durch

δ̂t := α>QTVC̃A
t − C̃L

t = δt, ∀t = 1, . . . T − 1.

Damit gilt die Ungleichung

T∑
t=1

∥∥∥C̃L
t − δt + α>QTVC̃A

t

∥∥∥
W,2
≤

T∑
t=1

∥∥∥C̃L
t − δ̂t + β>C̃A

t

∥∥∥
W,2

,

und sie ist strikt auÿer β = αopt und δ̂ = δ und die erste Behauptung ist

bewiesen.

Die zweite Behauptung folgt direkt aus den Gleichungen (7.4) und (7.5) sowie

Lemma 7.3.1 und Proposition 7.3.3.

Leider kann Satz 7.3.4 nicht analog auf das verallgemeinerte Problem GQSCF

übertragen werden. Der Grund dafür ist, dass die Minkowski Ungleichung wie
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im Beweis nicht anwendbar ist. Als Gegenbeispiel betrachte man den Fall mit

zwei Zeitschritten mit gleichen Cash-Flow Di�erenzen, also

C̃L
1 −α>C̃A = C̃L

2 −α>C̃A
2

mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Mit der Strategie (δ1, δ2) wie in Satz

7.3.4 ist der Zielfunktionswert in (GQSCF) gleich√
E(0) + E

([
2 ·
(
C̃L

1 −α>C̃A
1

)]2
)

= 2.

Wählt man dagegen die Strategie δ1 = δ2 = 0 so ist der Zielfunktionswert

gleich √
2 · E

([
C̃L

1 −α>C̃A
1

]2
)

=
√

2.

Damit ist gezeigt, dass perfektes Hedgen bis zum Zeitpunkt T nicht die op-

timale Strategie für GQSCF ist. Die optimale Strategie wird in Satz 7.3.7

hergeleitet. Zunächst formuliere ich jedoch ein Korollar, das die Frage des Zu-

sammenhangs zwischen den verallgemeinerten QTV- und QACF-Problemen

abschlieÿt.

Korollar 7.3.5 (Optimalitätstest)

1. Die Lösungsmenge von GQTV ist gerade die Äquivalenzklasse der Lösung

von GQACF.

2. Der Optimalwert von GQACF ist kleiner oder gleich dem Optimalwert

von QACF. Unter Annahme 5 ist Gleichheit genau dann gegeben wenn

für alle t = 1, . . . , T − 1 der Liability Cash-Flow perfekt durch den Cash-

Flow des optimalen Replikationsportfolios im QTV-Problem repliziert

wird.

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus Proposition 7.3.3 und Satz 7.3.4.

Dass der Optimalwert von GQACF nicht gröÿer als der von QACF ist, er-

schlieÿt sich aus der Feststellung, dass δ ≡ 0 ebenfalls eine Strategie aus A
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ist, welche implizit im QACF-Problem vorausgesetzt wird. Schlieÿlich weiÿ

man wegen Satz 7.3.4, dass die Lösung von GQACF eindeutig ist. Daher kann

Gleichheit der Optimalwerte von QACF und GQACF nur dann erzielt werden,

wenn δ ≡ 0 die optimale Strategie für GQACF ist. In dem Fall ist das ein-

deutige Optimalportfolio für QTV auch optimal für QACF. Satz 7.3.4 jedoch

besagt, dass unter der optimalen Strategie in GQACF alle Cash-Flows zu den

Zeitpunkten t = 1, . . . , T − 1 perfekt gehedgt werden. Daraus folgt, dass die

Cash-Flows des optimalen Replikationsportfolios aus dem QTV-Problem die

Cash-Flows der Liabilities für t = 1, . . . , T − 1 perfekt nachbilden.

Bemerkung 7.3.6

Da die Optimalwerte von GQACF und QTV identisch sind, kann man eine

Einschätzung der Güte des Replikationsportfolios aus dem QACF-Problem di-

rekt durch den Vergleich der beiden Optimalwerte tre�en.

Durch Proposition 7.3.3, Satz 7.3.4 sowie Korollar 7.3.5 hat man also ein

besseres Verständnis des Zusammenhangs zwischen QACF und QTV. Erlaubt

man dynamisches Handeln des Numéraires so entdeckt man im QACF-

Problem das QTV-Problem wieder.

Zur Vollständigkeit wende mich nun der optimalen Handelsstrategie im ver-

allgemeinerten QSCF-Problem zu. Bisher hat man gesehen, dass das perfekte

Hedgen bis zum Zeitpunkt T − 1 nicht unbedingt optimal ist wie im verall-

gemeinerten QACF-Problem. Der folgende Satz gibt nun Aufschluss über die

optimale Strategie.

Satz 7.3.7 (Optimale Strategie GQSCF)

Sei α ∈ Rm+1 ein beliebiges Portfolio and bezeichne

Rt := C̃L
t −α>C̃A

t

den Fehler zwischen den Cash-Flows der Liabilities und des Portfolios zum

Zeitpunkt t. Die Handelsstrategie (δ∗t )t=1,...,T−1 ∈ A, welche die Zielfunktion in
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GQSCF minimiert, ist durch folgende rekursive Form gegeben.

δ∗t =
1

T − t+ 1

>∑
s=t

E (Rs|Ft)−
1

T − t+ 1

t−1∑
s=1

δ∗s −Rt, ∀t = 1, . . . , T − 1.

Auÿerdem sind die Fehler zwischen den Cash-Flows unter Berücksichtigung

dieser Handelsstrategie gegeben durch

Rt + δ∗t = E (RT + δ∗T |Ft) .

Man erhält also die Fehler zum Zeitpunkt t durch orthogonale Projektion des

�nalen Fehlers RT + δ∗T auf den Unterraum L2 (Ft).

Beweis. Einsetzen der De�nition von (Rt)t∈T und der Bedingung δT =

−
∑T−1

t=1 δt in das Problem GQSCF liefert

min
δt∈L2(Ft),
t=1,...,T−1

T∑
t=1

E
[
(Rt + δt)

2
]

+ E

[(
RT −

T−1∑
t=1

δt

)2
]

(7.6)

Sei nun (δ∗1, . . . , δ
∗
T−1) eine Lösung von (7.6). Für beliebiges t̄ ∈ {1, . . . , T − 1}

ist dann δ∗t̄ Optimallösung zu

min
δt̄∈L2(Ft)

E
[
(Rt̄ + δt̄)

2
]

+ E

[(
RT −

T−1∑
t=1
t6=t̄

δ∗t

︸ ︷︷ ︸
=:λT

−δt̄
)2
]
.

Durch quadratisches Ergänzen erhält man das äquivalente Problem

min
δt̄∈L2(Ft)

E

[(√
2δt̄ + (Rt̄ − λT )

1√
2

)2
]

+ E
[
R2
t̄ + λ2

T −
1

2
(Rt̄ − λT )2

]
Nach Ausschluss aller Terme ohne Ein�uss von δt̄ bleibt das quadratische Pro-

blem

min
δt̄∈L2(Ft)

E

[
2

(
δt̄ +

1

2
(Rt̄ − λT )

)2
]
,

mit der Lösung

δ∗t̄ =
1

2
E [RT |Ft̄]−

1

2
E [λT |Ft̄]
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Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

=
1

2
E [RT |Ft̄]−

1

2
Rt̄ −

1

2

T−1∑
t=1
t6=t̄

E [δ∗t |Ft̄] .

Multiplikation mit 2 und Subtrahieren von δ∗t auf beiden Seiten liefert

δ∗t = E (RT |Ft)−Rt −
T−1∑
s=1

E (δ∗s |Ft) . (7.7)

Da t̄ beliebig war, gilt (7.7) für alle t = 1, . . . , T − 1. Sei X :=
∑T−1

s=1 δ
∗
s , dann

gilt

E (X|Ft) =
t−1∑
s=1

δ∗s +
T−1∑
s=t

E [E (RT |Fs)−Rs − E (X|Fs) |Ft]

=
t−1∑
s=1

δ∗s +
T−1∑
s=t

E ([RT −Rs −X] |Ft)

=
t−1∑
s=1

δ∗s +
T−1∑
s=t

E (RT −Rs|Ft)− (T − t)E (X|Ft) .

Durch Au�ösen nach E (X|F1) erhält man

E (X|Ft) =
1

T − t+ 1

(
t−1∑
s=1

δ∗s +
T−1∑
s=t

E (RT −Rs|Ft)

)
.

Einsetzen in (7.7) liefert schlieÿlich

δ∗t = E (RT |Ft)−Rt −
1

T − t+ 1

(
t−1∑
s=1

δ∗s +
T−1∑
s=t

E (RT −Rs|Ft)

)

=
1

T − t+ 1
E (RT |Ft)−

1

T − t+ 1

(
t−1∑
s=1

δ∗s −
T−1∑
s=t

E (Rs|Ft)

)
−Rt

=
1

T − t+ 1
E

(
>∑
s=t

Rs|Ft

)
− 1

T − t+ 1

t−1∑
s=1

δ∗s −Rt,

womit die erste Behauptung bewiesen ist. Die zweite Behauptung folgt direkt

aus Gleichung (7.7) durch Einsetzen der Bedingung δ∗T = −
∑T−1

s=1 δ
∗
s .
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Bemerkung 7.3.8

Eine interessante Beobachtung ist, dass δ∗1 linear vom Portfolio α abhängt. Aus

der rekursiven Form erkennt man, dass das damit auch für δ∗t , t = 2, . . . , T

gilt. Die Suche nach dem optimalen Startportfolio αopt für GQSCF reduziert

sich damit auf ein Problem der kleinsten Quadrate.

Es bleibt noch auf die Gleichheit der fairen Preise zurückzukommen. Wie man

bereits erahnen kann, haben die Optimallösungen von GQACF und GQTV

beide jeweils den gleichen fairen Wert wie die Liabilities. Für das Problem

GQSCF ist nur unwesentlich mehr Arbeit erforderlich.

Proposition 7.3.9

Unter Annahmen 2, 3 und 5 sind die fairen Werte der Optimallösungen zu

GQTV, GQSCF und GQACF gleich dem fairen Wert der Liability Cash-Flows.

Beweis. Für GQTV folgt die Behauptung direkt aus Propositionen 7.3.3 und

6.2.1. Satz 7.3.4 liefert die Aussage für GQACF. Der Beweis für das verall-

gemeinerte QSCF-Problem ist ebenfalls unkompliziert. Ich teile das Optimie-

rungsproblem auf, sodass jeweils das statische Portfolio α in ein inneres und

die dynamische Strategie δ in ein äuÿeres Optimierungsproblem geschoben

werden.

min
δ∈A

min
α∈Rm+1

[
T∑
t=1

E

([
C̃L
t −

(
α>C̃A

t − δt
)]2

∣∣∣∣∣F0

)] 1
2

.

Wegen Annahme 2 existiert ein eindeutiges optimales αopt für gegebenes δ ∈ A
und man erhält durch Ersetzen von C̃L

t durch C̃L
t + δt in Proposition 6.2.1

E
(
α>optÃ

)
= E

(
L̃+

T∑
t=1

δt

)
bzw.

E

(
α>optÃ−

T∑
t=1

δt

)
= E

(
L̃
)
.
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Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

Insbesondere gilt diese Identität für die optimale Strategie (δ∗t )t∈T wie in Satz

7.3.7 und es ist alles gezeigt.

Die Eigenschaft der Gleichheit der fairen Werte bleibt also auch nach Einfüh-

rung der dynamischen Strategien in A erhalten.

Die essentielle Botschaft in diesem Abschnitt ist, dass das QTV-Problem dem

QACF-Problem entspricht, wenn dynamische Replikation mit dem Numéraire

erlaubt ist. Dieses Resultat spricht damit klar für die Verwendung des

QTV-Problems, da es die Möglichkeit bietet Cash-Flow Di�erenzen über die

Zeit auszugleichen, welche für den FVL keine Auswirkungen haben. Kleinere

Schranken für den Fehler in der Zielgröÿe und eine bessere Approximation des

FVL sind zu erwarten.

Beachtet man zusätzlich die Tatsache, dass das QTV-Problem wegen seiner

quadratischen Form mit QSCF numerisch am e�zientesten zu lösen, geht

dieses Replikationsproblem als das mit den gröÿten Vorteilen hervor. Wie

bereits herausgearbeitet ist es wichtig im Auge zu behalten, dass das Problem

gut konditioniert ist. Zum einen sollten redundante oder nahezu redundante

Instrumente zur Replikation vermieden werden. Das verbessert die Stabilität

des optimalen Replikationsportfolios und verringert das Risiko des Over�t-

tings. Zum anderen ist vor der Optimierung eine Skalierung der Cash-Flows

ratsam um eine gute Konditionierung des Problems zu ermöglichen.

Mit diesen Ergebnissen sind die Vor- und Nachteile der verschiedenen Optimie-

rungsprobleme transparenter. In der praktischen Umsetzung ist man darüber

hinaus jedoch auch an den Eigenschaften von Monte-Carlo Schätzern interes-

siert. Es ist o�ensichtlich nicht möglich die optimalen Replikationsportfolios

explizit auszurechnen. Sie müssen über eine Monte-Carlo Simulation approxi-

miert werden. Hier stellen sich Fragen bezüglich der Konsistenz, der Konver-

genzgeschwindigkeit, sowie der Erwartungstreue der Schätzer und wie sich die-

se Eigenschaften letztlich auf die Schätzung der Basiseigenmittel übertragen.

Diesen Aspekt behandelt das letzte Kapitel dieser Arbeit. Auch hier beschrän-
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ke ich mich auf die Probleme QTV, QSCF und QACF.
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8 Konvergenz von Monte-Carlo

Verfahren

Ziel eines replizierenden Portfolios α ∈ Rm+1 ist, die Liabilities L̃ nachzu-

bilden und damit die Zahl ρP
(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣∣F1

))
als Näherung

der Zielgröÿe ρP (BOF1) (vgl. Abschnitt 3.1) zu verwenden. Bislang wurde

aus theoretischer Perspektive die Findung eines replizierenden Portfolios

ausführlich diskutiert. In einer praktischen Anwendung kann jedoch auch

ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣∣F1

))
nicht exakt bestimmt werden. Es muss über

Monte-Carlo Simulation geschätzt werden. Dabei ist natürlich vor allem die

Schätzung des replizierenden Portfolios die gröÿte Herausforderung. Dieses

Kapitel widmet sich der Frage wie gut sich replizierende Portfolios mit

Monte-Carlo Methoden schätzen lassen und welche Konsequenzen sich für die

Berechnung der Risikozahl ρP (BOF1) ergeben.

Es gibt zahlreiche Möglichkeiten Schätzer für einen Parameter zu de�nieren.

Im Fall der replizierenden Portfolios ist eine Wahl hingegen naheliegend, da

jedes Optimierungsproblem eine kanonische empirische Entsprechung hat,

aus dem sich ein Replikationsportfolio konstruieren lässt1. Da die Anzahl

der replizierenden Instrumente hier keine Rolle spielt, wird in der Folge

angenommen, dass es nur m Replikationsinstrumente gibt um die Darstellung

zu vereinfachen.

1Es lassen sich Schätzer mit besseren Eigenschaften konstruieren. Die hier präsentierte

Variante ist jedoch in der Praxis üblich.
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Es sei (Ω′,F ′,W′) ein zweiter Wahrscheinlichkeitsraum aus dem Stichpro-

ben gezogen werden. Weiter seien
(
CA
t,k

)
k=1,...,n

, (Ak)k=1,...,n,
(
CL
t,k

)
k=1,...,n

und

(Lk)k=1,...,n jeweils n u.i.v. Stichproben der Zufallsvariablen C̃A
t , Ã, C̃L

t und L̃.

Folgende Matrizen sind für die Formulierung der empirischen Probleme not-

wendig.

QTV :=
(
ÃiÃj

)
i,j=1,...,m

, QSCF :=

(
T∑
t=1

C̃A
i,tC̃

A
j,t

)
i,j=1,...,m

,

QTV
k := (Ai,kAj,k)i,j=1,...,m , QSCF

k :=

(
T∑
t=1

CA
i,t,kC

A
j,t,k

)
i,j=1,...,m

, k = 1, . . . , n,

Q̄TV
n :=

1

n

n∑
k=1

QTV
k , Q̄SCF

n :=
1

n

n∑
k=1

QSCF
k .

Die entsprechenden empirischen Replikationsprobleme aus n Stichproben sind

gegeben durch

inf
α∈Rm

fnQTV(α) := inf
α∈Rm

[
1

n

n∑
k=1

(
α>Ak − Lk

)2

] 1
2

, (EQTV)

inf
α∈Rm

fnQSCF(α) := inf
α∈Rm

[
T∑
t=1

1

n

n∑
k=1

(
α>CA

t,k − CL
t,k

)2

] 1
2

, (EQSCF)

inf
α∈Rm

fnQACF(α) := inf
α∈Rm

T∑
t=1

[
1

n

n∑
k=1

(
α>CA

t,k − CL
t,k

)2

] 1
2

. (EQACF)

Analog zu den analytischen Optimierungsproblemen (siehe Abschnitt 6.1) ha-

ben EQTV und EQSCF entsprechende (möglicherweise nicht eindeutige) Lö-

sungen

α̂n
QTV =

(
Q̄TV
n

)+ · 1

n

n∑
k=1

Lk ·Ak und

α̂n
QSCF =

(
Q̄SCF
n

)+ · 1

n

n∑
k=1

T∑
t=1

CL
t,kC

A
t,k,

wobei A+ wieder die Moore-Penrose Pseudoinverse einer Matrix A ∈ Rm×m

bezeichnet. Genau wie im analytischen Fall besitzt die Lösung zu EQACF
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Starke Konsistenz

keine explizite Darstellung. Die Existenz der Lösung kann aber analog über

die gleiche Argumentation wie in Satz 6.1.4 bewiesen werden, indem das Maÿ

W durch das empirische Maÿ ersetzt wird.

In diesem Kapitel untersuche ich drei Eigenschaften der Schätzer. Zuerst

zeige ich starke Konsistenz und leite im Zuge dessen die fast-sichere Konver-

genzgeschwindigkeit der Schätzer gegen das optimale Portfolio her. Darauf

folgen Beweise der asymptotischen Normalität und ein Gegenbeispiel zur

Erwartungstreue. Zum Abschluss des Kapitels erläutere ich die Konsequen-

zen für die Schätzung der Näherungsgröÿe ρP

(
N1 · EQ

(
x>Ã−α>Ã

∣∣∣F1

))
und füge die Ergebnisse in die Gesamttheorie der replizierenden Portfoli-

os ein. Abschnitte 8.1 und 8.2 sind aus Natolski u. Werner (2017a) entnommen.

Die meisten Resultate dieses Kapitels benötigen zur Verwendung des zentra-

len Grenzwertsatzes und des starken Gesetzes der groÿen Zahlen die Annahme

C̃L
t , C̃

A
i,t ∈ L4(Ω,F ,W) für alle i = 1, . . . ,m und t ∈ T . Es sei hier darauf hin-

gewiesen, dass für die Fälle W = Q und W = O auf Grund von Propositionen

4.1.3 und 4.1.9 bereits die Annahme

C̃L
t , C̃

A
i,t ∈ L4(Ω,F ,P)

für alle i = 1, . . . ,m und t ∈ T zusammen mit Annahme 1 hinreichend ist.

8.1 Starke Konsistenz

Satz 8.1.1 (Starke Konsistenz von α̂n
QTV und α̂n

QSCF)

Seien C̃L
t , C̃

A
i,t ∈ L4(Ω,F ,W) für alle i = 1, . . . ,m und t ∈ T , ||.|| eine beliebige

Norm auf Rm und |||.||| die induzierte Matrix Norm. Dann existieren für W′-
fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ natürliche Zahlen NTV(ω′), NSCF(ω′) für welche gilt

||α̂n
QTV(ω′)−αQTV|| < KTV ·

√
log(log(n))

n
∀n ≥ NTV(ω′),

||α̂n
QSCF(ω′)−αQSCF|| < KSCF ·

√
log(log(n))

n
∀n ≥ NSCF(ω′),
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wobei

KTV = K̄TV

(∣∣∣∣∣∣∣∣∣E (QTV
)−1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ K̄TV ·

√
log(log(6))

6
+
∥∥∥E(L̃ · Ã)∥∥∥) ,

KSCF = K̄SCF

(∣∣∣∣∣∣∣∣∣E (QSCF
)−1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ K̄SCF ·

√
log(log(6))

6
+

∥∥∥∥∥E
(

T∑
t=1

C̃L
t · C̃A

t

)∥∥∥∥∥
)

und

K̄TV := 2
√

2 ·
∣∣∣∣∣∣E (QTV

)∣∣∣∣∣∣2 max

(
max
i,j

Var(QTV
ij ),max

i
Var

(
L̃ · Ãi

))
,

K̄SCF := 2
√

2 ·
∣∣∣∣∣∣E (QSCF

)∣∣∣∣∣∣2 max

(
max
i,j

Var(QSCF
ij ),max

i
Var

(
T∑
t=1

C̃L
t · C̃A

i,t

))
.

Insbesondere sind die Schätzer α̂n
QTV und α̂n

QSCF jeweils stark konsistent für

αQTV und αQSCF.

Beweis. Der Beweis für α̂n
QTV und α̂n

QSCF ist identisch. Daher beweise ich die

Aussage nur für das Problem QTV. Zur Abkürzung der Notation, schreibe ich

jeweils Q, Q̄n und α̂n an Stelle von QTV, Q̄TV
n und α̂n

QTV.

Zunächst erhält man aus der Dreiecksungleichung

||α̂n −αQTV|| =

∥∥∥∥∥Q̄+
n ·

1

n

n∑
k=1

Lk ·Ak − E (Q)−1 E
(
L̃ · Ã

)∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥Q̄+
n ·

1

n

n∑
k=1

Lk ·Ak − Q̄+
n · E

(
L̃ · Ã

)∥∥∥∥∥
+
∥∥∥Q̄+

n · E
(
L̃ · Ã

)
− E (Q)−1 E

(
L̃ · Ã

)∥∥∥
und weiter

||α̂n −αQTV|| ≤
∣∣∣∣∣∣Q̄+

n

∣∣∣∣∣∣ ∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
k=1

Lk ·Ak − E
(
L̃ · Ã

)∥∥∥∥∥
+
∣∣∣∣∣∣Q̄+

n − E (Q)−1
∣∣∣∣∣∣ · ∥∥∥E(L̃ · Ã)∥∥∥ . (8.1)

Es seien nun folgende Di�erenzen de�niert
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Starke Konsistenz

∆n := Q̄n − E (Q)

δn :=
1

n

n∑
k=1

Lk ·Ak − E
(
L̃ · Ã

)
.

In Horn u. Johnson (1985, S. 335�336) wird bewiesen, dass unter der Bedingung

|||∆n||| < 1
2|||E(Q)||| die Matrix Q̄n invertierbar ist mit Q̄−1

n = Q̄+
n und es gilt die

Ungleichung ∣∣∣∣∣∣Q̄−1
n − E (Q)−1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2 · |||E (Q)|||2 · |||∆n|||. (8.2)

Sei EM :=
{
|||∆n||| < 1

2|||E(Q)||| , ∀n ≥M
}
, M ∈ N genau die Menge auf der

(8.2) für jedes n ≥ M gilt. Nach dem starken Gesetz der groÿen Zahlen gilt

W′-fast-sicher |||∆n||| −→
n→∞

0, und somit W′
(⋃

M∈NEM
)

= 1.

Man beachte, dass alle Einträge der Matrix ∆n und des Vektors δn Mittelwerte

von u.i.v. zentrierten und quadratintegrierbaren Zufallsvariablen sind. Daher

kann der Satz von Hartman-Wintner (siehe Bauer (1995, S. 283)) angewendet

werden um folgende Konvergenz zu erhalten.

lim sup
n→∞

√
n

log(log(n))

(∆n)ij
V ar(Qij)

=
√

2, f.s.,

lim inf
n→∞

√
n

log(log(n))

(∆n)ij
V ar(Qij)

= −
√

2, f.s.,

lim sup
n→∞

√
n

log(log(n))

(δn)i
V ar(ÃiL̃)

=
√

2, f.s.,

lim inf
n→∞

√
n

log(log(n))

(δn)i
V ar(ÃiL̃)

= −
√

2, f.s.

Setzt man K̃ :=
√

2 ·max

(
max
i,j

Var(Qij),max
i

Var(L̃ · Ãi)
)

so folgt, dass für

W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ ein Ñ(ω′) ∈ N existiert, sodass ∀n ≥ Ñ(ω)

|||∆n||| < K̃ ·
√

log(log(n))

n
,

‖δn‖ < K̃ ·
√

log(log(n))

n
.
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Wegen (8.2) gilt auf EM ∀n ≥
(
Ñ(ω) ∨M

)
∣∣∣∣∣∣Q̄−1

n − E (Q)−1
∣∣∣∣∣∣ < K̃ · 2 · |||E (Q)|||2 ·

√
log(log(n))

n
. (8.3)

Setzt man K̄ := K̃ · 2 · |||E (Q)|||2 und N(ω′) := Ñ(ω′) ∨ M für jedes ω′ ∈
EM \ EM−1 so gilt auf

⋃
M∈NEM und damit für W′-fast-sicher jedes ω′

∣∣∣∣∣∣Q̄−1
n − E (Q)−1

∣∣∣∣∣∣ < K̄ ·
√

log(log(n))

n
∀n ≥ N(ω′),

‖δn‖ < K̄ ·
√

log(log(n))

n
∀n ≥ N(ω′).

(8.4)

Insbesondere folgt

sup
n≥N(ω′)

∣∣∣∣∣∣Q̄+
n

∣∣∣∣∣∣ = sup
n≥N(ω′)

∣∣∣∣∣∣Q̄−1
n

∣∣∣∣∣∣ < ∣∣∣∣∣∣E (Q)−1
∣∣∣∣∣∣+ sup

n∈N
K̄ ·

√
log(log(n))

n

=
∣∣∣∣∣∣E (Q)−1

∣∣∣∣∣∣+ K̄ ·
√

log(log(6))

6
=: C. (8.5)

Einsetzen von (8.5) und der Konvergenzraten aus (8.4) in Ungleichung (8.1)

liefert schlieÿlich für alle n ≥ N(ω′)

||α̂n −αopt|| ≤ C · K̄ ·
√

log(log(n))

n
+
∥∥∥E(L̃ · Ã)∥∥∥ · K̄ ·√ log(log(n))

n

=: K ·
√

log(log(n))

n
.

Bemerkung 8.1.2

Eine alternative und äquivalente Formulierung des Satzes 8.1.1 ist folgende.

Gegeben N ∈ N, existiert für fast jedes ω′ ∈ Ω′ ein K(ω′), sodass ∀n ≥ N

||α̂n(ω′)−αQTV|| < K(ω′) ·
√

log(log(n))

n
.
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Starke Konsistenz

Man kann also entweder die Konvergenzgeschwindigkeit ab einer gewissen An-

zahl an Stichproben N(ω′) angeben, die vom Szenario ω′ abhängt oder die glo-

bale Konvergenzgeschwindigkeit, jedoch mit einer von ω′ abhängigen Konstan-

te K(ω′). Insbesondere heiÿt das in einer praktischen Anwendung, dass man

sich in einem schlechten Szenario be�nden kann, in dem N(ω′) oder K(ω′)

extrem groÿ ausfallen und die hergeleitete Konvergenzgeschwindigkeit selbst

für eine groÿe Anzahl an Stichproben nicht beobachtet wird. Satz 8.1.1 macht

über die Gröÿe von N(ω′) und damit K(ω′) keine Aussagen. Da α̂n
QTV und

α̂n
QSCF stetig von den Stichproben CA

t,k, C
L
t,k abhängen, folgt aus der Dvoretzky-

Kiefer-Wolfowitz Ungleichung (siehe Dvoretzky u. a. (1956)) zumindest, dass

die Wahrscheinlichkeit auf ein solches Szenario zu tre�en exponentiell mit der

Anzahl der Stichproben fällt. Mit einer entsprechend groÿen Stichprobenanzahl

ist also die Wahrscheinlichkeit vernachlässigbar.

Für das Problem QACF ist ein Nachweis der starken Konsistenz auf Grund der

fehlenden expliziten Form des Schätzers und der Lösung αQACF aufwendiger.

Der Beweis des folgenden Satzes wird in Abschnitt 8.2 als Nebenprodukt der

asymptotischen Normalität abfallen. Daher bringe ich zunächst die Aussage

ohne Beweis vor.

Satz 8.1.3 (Starke Konsistenz von α̂n
QACF)

Seien C̃A
t ∈ L4 (Ω,F ,W)m, C̃L

t ∈ L4 (Ω,F ,W) für alle t ∈ T , ||.||2 die Euklid-
sche Norm auf Rm, sowie |||.||| eine beliebige Matrix Norm auf R(m+1)×(m+1).

Dann gibt es ein KACF > 0 sodass für W′-fast-sicher alle ω′ ∈ Ω′ ein

NACF(ω′) ∈ N existiert mit

||α̂n
QACF(ω′)−αQACF|| < KACF ·

√
log(log(n))

n
∀n ≥ NACF(ω′)

Insbesondere ist der Schätzer α̂n
QACF stark konsistent für αQACF.

Starke Konsistenz allein ist eine beruhigende Gewissheit, jedoch ist für eine

Validierung des Schätzers vor allen Dingen ein Kon�denzintervall wünschens-

wert. Dahingehend sind die Ergebnisse des nächsten Abschnitts sehr nützlich.

124



Es stellt sich heraus, dass alle drei Schätzer asymptotisch normal sind.

8.2 Asymptotische Normalität

Da die Schätzer α̂n
QTV, α̂

n
QSCF und α̂n

QACF nicht linear bezüglich der Eingangs-

daten
(
CL
t,k,C

A
t,k

)
t∈T ,k=1,...,n

sind, folgt asymptotische Normalität nicht direkt

aus dem zentralen Grenzwertsatz. Daher schlage ich den Weg über Taylorrei-

hen ein.

Der folgende Satz ist Schlüssel zum Beweis der asymptotischen Normalität.

Satz 8.2.1

Für beliebiges R ∈ {QTV,QSCF,QACF} sei XR endlichdimensionaler Ba-

nachraum und Q̄R ∈ XR Mittelwert aus n Stichproben einer XR-wertigen Zu-

fallsvariable QR mit Erwartungswert QR, sodass der zentrale Grenzwertsatz

und das starke Gesetz der groÿen Zahlen gelten. Weiter sei gR : XR 7→ Rm

eine Funktion, die auf einer Umgebung VR ⊂ XR Fréchet di�erenzierbar ist

mit stetiger Fréchet Ableitung g′R und für die gilt

αR = gR (QR) ,

α̂n
R = gR(Q̄R).

Dann ist α̂n
R asymptotisch normal verteilt. Genauer gilt

√
n (α̂n

R −αR)
d−→ N (0,ΣR) ,

wobei

ΣR = Cov (g′R (QR) [QR]) .

Beweis. Unter der Bedingung conv
{
QR, Q̄R

}
∈ VR, zeigt Hamilton (1982,

Theorem 3.2.2), dass

α̂n
R −αR = g(Q̄R)− g (QR)

=

∫ 1

0

g′
(
(1− t)QR + tQ̄R

) [
Q̄R −QR

]
dt,
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Asymptotische Normalität

was umgeschrieben werden kann zu∫ 1

0

g′
(
(1− t)QR + tQ̄R

) [
Q̄R −QR

]
dt

= g′ (QR)
[
Q̄R −QR

]
+

∫ 1

0

(
g′
(
(1− t)QR + tQ̄R

)
− g′

(
QR

)) [
Q̄R −QR

]
dt.

Die Linearität des Funktionals
(
g′
(
(1− t)QR + tQ̄R

)
− g′

(
QR

))
t∈[0,1]

impli-

ziert ∫ 1

0

(
g′
(
(1− t)QR + tQ̄R

)
− g′

(
QR

)) [
Q̄R −QR

]
dt

=

(∫ 1

0

g′
(
(1− t)QR + tQ̄R

)
− g′

(
QR

)
dt

)
︸ ︷︷ ︸

=:Ln

[
Q̄R −QR

]
.

Wegen des starken Gesetzes der groÿen Zahlen, kann o.B.d.A. angenommen

werden, dass conv
{
QR, Q̄R

}
∈ VR. Sei |||.||| eine beliebige Norm2 auf XR. Da

g′ stetig ist, ist es gleichmäÿig stetig auf kompakten Mengen und daher gilt

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣g′ ((1− t)QR + tQ̄R

)
− g′

(
QR

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −→
n→∞

0 f.s.,

woraus folgt

Ln −→
n→∞

0 f.s.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist
√
n
(
Q̄R −QR

)
beschränkt in Wahr-

scheinlichkeit3 und somit erhält man

√
n · Ln

[
Q̄R −QR

]
−→
n→∞

0 f.s.

Insgesamt resultiert daraus

√
n (α̂n

R −αR) =
√
n · g′ (QR)

[
Q̄R −QR

]
+ op(1).

2Da XR endlichdimensional ist, sind alle Normen äquivalent und die spezielle Wahl spielt

keine Rolle.
3Für bel. ε > 0 existiert M > 0 sodass für alle n ∈ N, W′ (√n (Q̄R −QR

)
> M

)
< ε.
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Da g′ (QR) : XR 7→ Rm linear ist, folgt direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz

√
n · g′ (QR)

[
Q̄R −QR

] d−→ N (0,ΣR) .

Um sich Satz 8.2.1 zu Nutze zu machen, muss also eine entsprechende

Funktion g gefunden werden. Wie so oft ist dies für QTV und QSCF deutlich

einfacher.

Sei n fest. Im Folgenden verwende ich die Notation (vgl. Proposition 5.3.4)

QTVL :=

(
L̃

Ã

)(
L̃

Ã

)>
, Q̄TVL

t :=
1

n

n∑
k=1

(Lk
Ak

)(
Lk

Ak

)> ,
QCFL
t :=

(
C̃L
t

C̃A
t

)(
C̃L
t

C̃A
t

)>
, Q̄CFL

t :=
1

n

n∑
k=1

(CL
t,k

CA
t,k

)(
CL
t,k

CA
t,k

)> .

Satz 8.2.2 (Asymptotische Normalität von α̂n
QTV und α̂n

QSCF)

Seien C̃L
t , C̃

A
i,t ∈ L4(Ω,F ,W) für alle i = 1, . . . ,m und t ∈ T . Dann gilt

√
n
(
α̂n
QTV −αQTV

) d−→ N (0,ΣQTV) ,
√
n
(
α̂n
QSCF −αQSCF

) d−→ N (0,ΣQSCF) ,

wobei ΣQTV und ΣQSCF gegeben sind durch

ΣQTV = Cov
(
E
(
QTV

)−1
(
L̃−α>QTVÃ

)
Ã
)
,

ΣQSCF = Cov

(
E
(
QSCF

)−1
T∑
t=1

(
C̃L
t −α>QSCFC̃A

t

)
C̃A
t

)
.

Beweis. Ich beweise die Aussage nur für α̂n
QTV. Der Beweis für α̂n

QSCF ist

analog.
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Asymptotische Normalität

De�niere die Matrizen Q := E
(
QTVL

)
, Q̄ := Q̄TVL und sei

g : R(m+1)×(m+1) 7→ Rm für alle invertierbaren Matrizen M de�niert durch

g(M) :=

( 0

Im

)>
M

(
0

Im

)−1

e>1 M

(
0

Im

)
.

Dann gelten die Identitäten

αQTV = g (Q) ,

α̂n
QTV = g(Q̄).

O�ensichtlich gilt für Q̄ der ZGW und das starke Gesetz der groÿen Zah-

len. Da

(
0

Im

)>
Q

(
0

Im

)
= E

(
QTV

)
positiv-de�nit ist, gibt es eine Umgebung

V ⊂ R(m+1)×(m+1) von Q, sodass g auf dieser Umgebung durch obige Vorschrift

wohlde�niert ist. Bezeichne allgemein Mm :=

(
0

Im

)>
M

(
0

Im

)
die rechte un-

tere Teilmatrix von M. Es ist leicht überprüft, dass g auf V auch Fréchet

di�erenzierbar ist mit stetiger Fréchet Ableitung

g′(M)[H] = M−1
m

(
e>1 H

(
0

Im

)
−Hmg(M)

)
. (8.6)

Somit sind alle Voraussetzungen von Satz 8.2.1 erfüllt. Es bleibt die Ableitung

g′(Q)[QTVL] zu berechnen.

Einsetzen von M = Q und H = QTVL liefert Mm = E
(
QTV

)
und Hm = QTV,

sodass

g′(Q)[QTVL] = E
(
QTV

)−1

(
e>1 Q

TVL

(
0

Im

)
−QTVαQTV

)
= E

(
QTV

)−1
(
L̃ · Ã−α>QTVÃ · Ã

)
und Satz 8.2.1 liefert die Behauptung.

Für αQACF kann auf einen expliziten Ausdruck der Funktion g in Satz 8.2.1

nicht geho�t werden. In diesem Kontext ist der folgende Satz über implizite

Funktionen eine groÿe Hilfe (siehe Hunter u. Nachtergaele (2000, S. 398)).
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Satz 8.2.3

Seien X, Y, Z Banachräume, U eine o�ene Teilmenge von X×Y und G : U 7→
Z eine stetig di�erenzierbare Abbildung. Ist (x0, y0) ∈ U so, dass G(x0, y0) = 0

und DyG(x0, y0) : Y 7→ Z eine bijektive, lineare und beschränkte Abbildung ist,

dann existiert eine o�ene Umgebung V ⊂ X von x0, eine o�ene Umgebung

W ⊂ Y von y0 und eine eindeutige Funktion g : V 7→ W , sodass

G(x, g(x)) = 0 ∀ x ∈ V.

Die Funktion g ist stetig di�erenzierbar und

g′(x) = − [DyG(x, g(x))]−1DxG(x, g(x)).

Ein naheliegender Kandidat für die Funktion G in Satz 8.2.3 ist die Ableitung

der Zielfunktion fW
QACF bzgl. α ∈ Rm. Man beachte, dass mit der eingeführ-

ten Notation die Zielfunktionen fW
QACF(α) und fnQACF(α) geschrieben werden

können als

fW
QACF(α) =

T∑
t=1

( 1

−α

)>
E
(
QCFL
t

)( 1

−α

) 1
2

,

fnQACF(α) =
T∑
t=1

( 1

−α

)>
Q̄CFL
t

(
1

−α

) 1
2

.

Wie in Abschnitt 6.1 bereits demonstriert, ist Di�erenzierbarkeit von fW
QACF

unter Annahme 4, wenn also der Liability Cash-Flow zu keinem Zeitpunkt

repliziert werden kann, gegeben. In diesem Fall de�niert ‖.‖E(QCFLt ) :=[
(.)>E

(
QCFL
t

)
(.)
] 1

2 eine Norm für jedes t ∈ T und die Ableitung von fW
QACF

ist gegeben durch

∇αf
W
QACF(α) =

T∑
t=1

(
0

Im

)>
E
(
QCFL
t

)(−1

α

)
∥∥∥∥∥
(
−1

α

)∥∥∥∥∥
E(QCFLt )
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Asymptotische Normalität

De�niere nun QT :=
(
E
(
QCFL
t

))
t∈T , Q̄T :=

(
Q̄CFL
t

)
t∈T ∈

(
R(m+1)×(m+1)

)T
.

Der Ausdruck auf der rechten Seite bleibt wohlde�niert, wenn QT durch ΛT :=

(Λt)t∈T ∈
(
R(m+1)×(m+1)

)T
ersetzt wird unter der Bedingung

min
α∈Rm

(
−1

α

)>
Λt

(
−1

α

)
> 0

für alle t ∈ T . Da die Abbildung Λt 7→ min
α∈Rm

(
−1

α

)>
Λt

(
−1

α

)
stetig ist,

existiert eine o�ene Umgebung V ⊂
(
R(m+1)×(m+1)

)T
von QT , sodass

T∑
t=1

(
0

Im

)>
Λt

(
−1

α

)
∥∥∥∥∥
(
−1

α

)∥∥∥∥∥
Λt

wohlde�niert ist für alle ΛT ∈ V .

Dementsprechend setze ich in Satz 8.2.3 X :=
(
R(m+1)×(m+1)

)T
mit der Norm∥∥(|||Λt|||)t∈T

∥∥
2
, wobei |||.||| eine beliebige Matrixnorm auf R(m+1)×(m+1) darstellt,

sowie Y = Z := Rm versehen mit der Euklidschen Norm und de�niere die

Funktion G : V × Y 7→ Z durch

G (ΛT ,α) :=
T∑
t=1

(
0

Im

)>
Λt

(
−1

α

)
∥∥∥∥∥
(
−1

α

)∥∥∥∥∥
Λt

. (8.7)

Lemma 8.2.4

Sei Annahme 4 erfüllt, dann existiert eine o�ene Umgebung V von QT sodass

(i) G (QT ,αQACF) = 0.
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(ii) Für beliebiges ΛT ∈ V ist G(ΛT , .) : Y 7→ Z beliebig oft di�erenzierbar

mit erster Ableitung

DαG (ΛT ,α) =
T∑
t=1

(
0

Im

)>
∥∥∥∥∥
(
−1

α

)∥∥∥∥∥
2

Λt

Λt − Λt

(
−1

α

)(
−1

α

)>
Λt∥∥∥∥∥

(
−1

α

)∥∥∥∥∥
3

Λt

(
0

Im

)

(iii) G(.,α) : V 7→ Z ist Fréchet di�erenzierbar mit stetiger Ableitung

DΛTG(ΛT ,α) [HT ] =
T∑
t=1

(
0

Im

)>
∥∥∥∥∥
(
−1

α

)∥∥∥∥∥
2

Λt

Ht − 1
2

∥∥∥∥∥
(
−1

α

)∥∥∥∥∥
2

Ht

Λt∥∥∥∥∥
(
−1

α

)∥∥∥∥∥
3

Λt

(
−1

α

)

Beweis.

(i) folgt direkt aus den Optimalitätsbedingungen für αQACF.

(ii) und (iii) sind leicht überprüft. Die Ableitung DΛTG(ΛT ,α) ist stetig bzgl.

ΛT für beliebiges α ∈ Rm, da sowohl der Zähler als auch der Nenner stetig

bzgl. ΛT sind und per De�nition von V der Nenner von der Null wegbeschränkt

ist.

Um die Bedingungen in Satz 8.2.3 nachzuweisen, muss gezeigt werden, dass

DαG (QT ,αQACF) : Y 7→ Z beschränkt, linear und invertierbar ist. Da

DαG (QT ,αQACF) eine Matrix ist, sind Linearität und Beschränktheit o�en-

sichtlich. Es bleibt die Invertierbarkeit .

Proposition 8.2.5

Unter den Annahmen 2 und 4 ist die Matrix DαG (QT ,αQACF) positiv-de�nit

und damit invertierbar.

Beweis. Man beachte, dass DαG (QT ,αQACF) gerade der Hesse Matrix der

Funktion ϕ aus Abschnitt 6.1 entspricht. Die positive De�nitheit dieser Hesse

Matrix wurde in Satz 6.1.6 bewiesen.
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Asymptotische Normalität

Damit erfüllt G alle Bedingungen aus Satz 8.2.3 und man erhält folgendes

Resultat.

Satz 8.2.6

Seien Annahmen 2 und 4 erfüllt. Dann existiert eine o�ene Umgebung V von

QT ∈
(
R(m+1)×(m+1)

)T
und eine eindeutige Fréchet di�erenzierbare Funktion

g : V 7→ Rm sodass

g (QT ) = αQACF,

g(Q̄T ) = α̂n
QACF

mit stetiger Ableitung

g′ (ΛT ) = − [DαG (ΛT , g (ΛT ))]−1DΛTG (ΛT , g (ΛT )) .

Beweis. Folgt aus Satz 8.2.3, Lemma 8.2.4 und Proposition 8.2.5.

Asymptotische Normalität ist nun ein einfaches Korollar der Sätze 8.2.1 und

8.2.6.

Korollar 8.2.7 (Asymptotische Normalität von α̂n
QACF)

Seien Annahmen 2 und 4 erfüllt, dann gilt

√
n
(
α̂n
QACF −αQACF

) d−→ N (0,ΣQACF) ,

wobei

ΣQACF = Cov
(
g′ (QT )

[(
QCFL
t

)
t∈T

])
.

und

g′ (QT ) = − [DαG (QT ,αQACF)]−1DQTG (QT ,αQACF)

Beweis. Folgt direkt aus Sätzen 8.2.1 und 8.2.6.

Mit diesen Resultaten lässt sich starke Konsistenz des Schätzers α̂n
QACF, wie

zu Ende des Abschnitts vorweggenommen, leicht beweisen.
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Beweis des Satzes 8.1.3. Auf Grund des Satzes von Hartman und Wintner

(Bauer (1995, S. 283)) existiert ein K̃ > 0, sodass für W′-fast-sicher jedes

ω′ ∈ Ω′ ein NACF(ω′) ∈ N existiert mit∥∥∥(∣∣∣∣∣∣Q̄CFL
t −QCFL

t

∣∣∣∣∣∣)
t∈T

∥∥∥
2
< K̃ ·

√
log(log(n))

n
, ∀n ≥ NACF(ω′).

Wegen Satz 8.2.6 existiert eine o�ene Umgebung V ∈
(
R(m+1)×(m+1)

)T
von

QT und eine stetig di�erenzierbare Funktion g : V 7→ Rm, sodass unter der

Voraussetzung Q̄T ∈ V gilt

α̂n
QACF −αQACF = g(Q̄T )− g (QT ) .

Sei Γ ⊂ V kompakt und QT im Inneren von Γ. Da g stetig di�erenzierbar

auf V ist, ist es insbesondere Lipschitz-stetig auf Γ mit Lipschitz Konstante

L > 0. Nach dem starken Gesetz der groÿen Zahlen kann o.B.d.A. angenommen

werden, dass auch Q̄T ∈ Γ. Also gilt für W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ und jedes

n ≥ NACF(ω′)∥∥α̂n
QACF −αQACF

∥∥
2

=
∥∥g(Q̄T )− g (QT )

∥∥
2

≤ L ·
∥∥∥(∣∣∣∣∣∣Q̄CFL

t −QCFL
t

∣∣∣∣∣∣)
t∈T

∥∥∥
2

≤ L · K̃ ·
√

log(log(n))

n
.

Bemerkung 8.2.8

Cambou u. Filipovic (2016) beweisen ebenfalls Konsistenz und asymptotische

Normalität des Schätzers α̂n
QTV. Allerdings zeigen sie dies unter der verein-

fachten Annahme, dass die Matrix E
(
QTV

)
bekannt ist, bzw. gehen sie von

einem Modell aus, in dem E
(
QTV

)
analytisch berechnet werden kann.

In diesem Kapitel habe ich also gezeigt, dass die Schätzer der Probleme QTV,

QSCF und QACF die erho�te asymptotische Normalität aufweisen und die-

selbe fast-sichere Konvergenzgeschwindigkeit besitzen, wie das arithmetische
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Erwartungstreue

Mittel einer u.i.v. Folge von Zufallsvariablen. Eine bessere Konvergenzge-

schwindigkeit lässt sich mit u.i.v. Stichproben nicht erzielen. Der Schätzer

des QACF Problems hat den Nachteil, dass Kon�denzintervalle auf Grund

der unbekannten Funktion g nicht explizit angegeben werden können. Auch

die Konvergenzgeschwindigkeit kann nur mit unbekannter Konstante KACF

angegeben werden. Eine Validierung des Schätzers ist also ohne Weiteres nicht

möglich. Trotzdem sind die vorgebrachten Resultate ein positives Signal für

die praktische Anwendung.

Um die Monte-Carlo Analyse der Portfolioschätzer abzuschlieÿen, prüfe ich

zuletzt Erwartungstreue. Hier ist die Antwort in allen drei Fällen negativ.

8.3 Erwartungstreue

Bevor man die Frage der Erwartungstreue stellen kann, müsste aus technischer

Perspektive erst überprüft werden, ob der Schätzer überhaupt integrierbar ist.

Dazu wird Integrierbarkeit zunächst de�niert.

De�nition 8.3.1

Ein Zufallsvektor X mit Werten in Rm heiÿt integrierbar genau dann wenn∥∥X∥∥ ∈ L1 (Ω,F ,W′) ,

wobei ‖.‖ eine beliebige Norm auf Rm darstellt4.

Eine Folge von Zufallsvektoren (Xn)n∈N heiÿt gleichgradig integrierbar genau

dann wenn
(∥∥Xn

∥∥)
n∈N ∈ L

1 (Ω,F ,W′)N gleichgradig integrierbar ist.

Die Prüfung auf Integrierbarkeit der Schätzer stellt sich als äuÿerst kompliziert

heraus. Für den groÿen Aufwand einer solchen Untersuchung, ist die Relevanz

im Kontext dieser Arbeit zu gering, weshalb Integrierbarkeit nicht weiter

analysiert wird. Von nun an wird angenommen, dass α̂n
QTV, α̂

n
QSCF und α̂n

QACF

4Da alle Normen auf Rm äquivalent sind, ist die Wahl irrelevant.
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integrierbar sind.

Ich beginne mit einem Gegenbeispiel zur Erwartungstreue der Schätzer α̂n
QTV

und α̂n
QSCF.

Proposition 8.3.2

Die Schätzer α̂n
QTV und α̂n

QSCF sind im Allgemeinen nicht erwartungstreu.

Beweis. Wie zuvor kann der Beweis für α̂n
QTV und α̂n

QSCF analog konstruiert

werden, weswegen ich mich auf α̂n
QTV beschränke.

Es seien folgende Residuen de�niert.

εQTV := (αQTV)> Ã− L̃

εkQTV := (αQTV)>Ak − Lk, k = 1, . . . , n,

sodass

α̂n
QTV =

(
Q̄TV
n

)+ · 1

n

n∑
k=1

Lk ·Ak

=
(
Q̄TV
n

)+ · 1

n

n∑
k=1

Ak

(
α>QTVAk + εkQTV

)
=
(
Q̄TV
n

)+ ·
(
Q̄TV
n

)
·αQTV +

(
Q̄TV
n

)+ · 1

n

n∑
k=1

Akε
k
QTV

Angenommen die Verteilung von Ã besitze eine Dichtefunktion und n > m.

Dann existiert W′-fast-sicher eine Inverse von Q̄TV
n , da (Ak)k=1,...,n mit Wahr-

scheinlichkeit 1 den Raum Rm aufspannt. Nun konstruiere ich ein Residuum ε

mit Erwartungswert 0, das komonoton zu Ã

(Ã>Ã)
ist. Diese Eigenschaft erlaubt

es, die Konvexität von α̂n
QTV bzgl. der Daten (Ak)k=1,...,n optimal zu nutzen

um eine Verzerrung des Erwartungswerts zu produzieren. Daher sei folgende

Form für L̃ angenommen.

L̃ = α>1 Ã + α>2
Ã

Ã>Ã
+ η,
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Erwartungstreue

wobei α2 6= 0, α2 ⊥ E
(

Ã
Ã>Ã

)
und η ∈ L4(Ω,F ,W) eine zentrierte Zufallsva-

riable darstellt, die stochastisch unabhängig von Ã ist.

Es kann leicht überprüft werden, dass die Optimallösung gegeben ist durch

αQTV = α1 + E (Q)−1 α2.

Für den Schätzer gilt dagegen

α̂n
QTV =

(
Q̄TV
n

)−1 · 1

n

n∑
k=1

Lk ·Ak

=
(
Q̄TV
n

)−1 · 1

n

n∑
k=1

Ak

(
α>1 Ak + α>2

Ak

Ã>k Ãk

+ ηk

)

= α1 +
(
Q̄TV
n

)−1
α2 +

(
Q̄TV
n

)−1 · 1

n

n∑
k=1

Akηk

und somit gilt

E
(
α̂n
QTV

)
= α1 + E

((
Q̄TV
n

)−1
)
α2.

α̂n
QTV ist also erwartungstreu genau dann wenn[

E
((
Q̄TV
n

)−1
)
−
(
E
(
QTV

))−1
]
α2

=
[
E
((
Q̄TV
n

)−1
)
−
(
E
(
Q̄TV
n

))−1
]
α2

= 0. (8.8)

Bezeichne Sm++ ⊂ Rm×m die Menge der positiv-de�niten Matrizen. In Nord-

strøm (2011) wird bewiesen, dass die Abbildung Ψ : Sm++ 7→ Sm++, Ψ(A) = A−1

streng konvex ist, d.h. für alle x ∈ Rm, λ ∈ (0, 1) und A,B ∈ Sm++, A 6= B gilt

die Ungleichung

x> [λA+ (1− λ)B]−1 x < x>
[
λA−1 + (1− λ)B−1

]
x.

Da Ã eine Dichte besitzt, ist Q̄TV
n nicht konstant und Jensens Ungleichung

liefert

α>2
(
E
(
Q̄TV
n

))−1
α2 < α>2 E

((
Q̄TV
n

)−1
)
α2.

Insbesondere ist (8.8) nicht erfüllt und somit α̂n
QTV für kein n > m erwartungs-

treu.
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In Abschnitt 6.2 wurde bewiesen, dass E(εQTV) = 0 und damit auch

EW′(εkQTV) = 0, falls 1 ∈ Im(Ã). Daher ist α̂n
QTV nur dann erwartungstreu

wenn
(
Q̄TV
n

)+
Ak und εkQTV unkorreliert sind. Das wäre beispielsweise der Fall

wenn
(
Q̄TV
n

)
konstant wäre. Der Grund ist, dass ε als Residuum eines Least-

Square Problems mit Ã als erklärende Variable unkorreliert zu Ã ist. Die

Matrix
(
Q̄TV
n

)+
zerstört die Linearität zu Ak und in diesem Zug auch die

Erwartungstreue, wie in obigem Beispiel.

Bemerkung 8.3.3

1. Die Ursache für den Bias der Schätzer α̂n
QTV und α̂n

QSCF ist die Konvexi-

tät der inversen Funktion auf der Menge der positiv-de�niten Matrizen.

Mit wachsender Anzahl an Stichproben konvergiert Q̄TV
n bzw. Q̄SCF

n gegen

die konstante Matrix E
(
QTV

)
bzw. E

(
QCFL

)
. Dadurch verschwindet die

Konvexität auf Grund verschwindender Varianz und mit ihr auch der

Bias. Satz 8.3.5 liefert den formellen Beweis.

2. Da in Cambou u. Filipovic (2016) die Matrix E
(
QTV

)
als bekannt vor-

ausgesetzt wird, entfällt die Konvexität von Beginn an und der Schätzer

α̂n
QTV ist erwartungstreu.

Bemerkung 8.3.4

Auch der Schätzer α̂n
QACF ist im Allgemeinen nicht erwartungstreu. Wie in

Abschnitt 7.2 demonstriert sind die Probleme QSCF und QACF äquivalent

sobald die replizierenden Finanzinstrumente zu disjunkten Zeitpunkten Cash-

Flows erzeugen. In diesem Fall ist also auch α̂n
QACF nicht erwartungstreu. Des-

weiteren müsste für allgemeine Erwartungstreue die Funktion g aus Satz 8.2.6

linear sein, was ausgeschlossen werden kann.

Obwohl Erwartungstreue nicht gegeben ist, kann eine positive Aussage zur

asymptotischen Erwartungstreue getro�en werden.
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Konsequenzen für die Replikationstheorie

Satz 8.3.5

Sei R ∈ {QTV,QSCF,QACF}. Ist die Folge der Schätzer α̂n
R gleichgradig

integrierbar, so konvergiert sie in L1 (W′) gegen das optimale Portfolio αR,

d.h.

EW′ (∥∥α̂n
R −αR

∥∥) −→
n→∞

0.

Insbesondere ist α̂n
R asymptotisch erwartungstreu.

Bemerkung 8.3.6

Wieder kristallisiert sich beim QTV- bzw. QSCF-Problem ein groÿer Vorteil

heraus, wenn angenommen wird, dass die Matrizen E
(
QTV

)
bzw. E

(
QCFL

)
,

wie in Cambou u. Filipovic (2016) als bekannt vorausgesetzt werden. Dann

folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, sofort asymptotische Normalität von(√
n ·
(
α̂n
QTV −αQTV

))
n∈N. Darüber hinaus kann aber zusätzlich gezeigt wer-

den, dass
(√

n ·
∥∥α̂n

QSCF −αQSCF

∥∥
2

)
n∈N

eine gleichgradig integrierbare Folge

ist und damit eine Konvergenzgeschwindigkeit in L2(W′) angegeben werden

kann (siehe Cambou u. Filipovic (2016)).

EW′ (‖α̂n
R −αR‖2) = O

(
n−

1
2

)
.

Beweis des Satzes 8.3.5. Sätze 8.1.1 und 8.1.3 haben gezeigt, dass (α̂n
R)n∈N

W′-fast-sicher gegen αR konvergiert. Ist (α̂n
R)n∈N gleichgradig integrierbar, so

folgt daraus direkt Konvergenz in L1 (W′) (vgl. Williams (1991))

EW′ (∥∥α̂n
R −αR

∥∥) −→
n→∞

0.

8.4 Konsequenzen für die Replikationstheorie

Wie in Abschnitt 3.1 erläutert, ist der Versicherer daran interessiert die Risi-

kozahl

ρP (BOF1) = ρP

(
x>Ã1 − L̃1

)
(8.9)
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gut zu approximieren, wobei Ã1 := N1 ·EQ
(
Ã
∣∣F1

)
, L̃1 := N1 ·EQ

(
L̃
∣∣F1

)
und

ρP : L0 (P) 7→ R ein Risikomaÿ ist, wie z.B. der Value-at-Risk.

Durch das replizierende Portfolio αR wird (8.9) über

ρP

(
x>Ã1 −α>RÃ1

)
= ρP

(
(x−αR)> Ã1

)
(8.10)

angenähert.

Soll (8.10) mittels Monte-Carlo Simulation geschätzt werden, stellt sich

natürlich die Frage, wie schnell und in welchem Sinn der Schätzer von

ρP

(
(x−αR)> Ã1

)
gegen das echte Risikokapital konvergiert.

Jedoch kann selbst unter bekanntem Replikationsportfolio αR das Risikokapi-

tal ρP
(

(x−αR)> Ã1

)
meistens nicht analytisch berechnet werden und man

approximiert es mittels einer Monte-Carlo Simulation der Zufallsvariable Ã1.

Hierbei spielt natürlich die Verteilung von Ã1 unter dem reellen Maÿ P die

entscheidende Rolle.

Seien also n Szenarien auf (Ω′,F ′,W′) erzeugt um den Schätzer α̂n
R zu kali-

brieren. Zur Approximation des Risikokapitals seien Y1, . . . ,YN N weitere auf

dem Stichprobenraum (Ω′,F ′) erzeugte u.i.v. Stichproben der Zufallsgröÿe Ã1,

d.h. ∀y ∈ Rm, k = 1, . . . , N

W′
(
Yk ≤ y

)
= P

(
Ã1 ≤ y

)
.

Für beliebiges α ∈ Rm bezeichne Fα die Verteilungsfunktion von (x−α)>Ã1

unter P und mit Fα
N die zufällige empirische Verteilungsfunktion aus den Stich-

proben (x−α)>Y1, . . . , (x−α)>YN , d.h.

Fα
N (y) =

1

N

N∑
k=1

1(x−α)>Yk≤y, ∀ y ∈ R.

Ziel ist es nun herauszu�nden, wie schnell die empirisch geschätz-

te Risikogröÿe ρP
(
F

α̂nR
N

)
gegen die unbekannte, echte Risikogröÿe

ρP

(
(x−αR)> Ã1

)
= ρP

(
FαR

)
im fast-sicheren Sinn konvergiert.
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Konsequenzen für die Replikationstheorie

Für die prominentesten Beispiele Value-at-Risk und Average-Value-at-Risk ist

folgendes Resultat von Zähle (2011) sehr hilfreich.

Satz 8.4.1

Sei β ∈ (0, 1) und X1, . . . , XN auf (Ω′,F ′,W′) u.i.v. mit Verteilungsfunktion

F . Bezeichne FN die empirische Verteilungsfunktion von X1, . . . , XN . Gelten

für F die Bedingungen

lim sup
t→−∞

F (t) · |t|2 <∞, lim sup
t→∞

(1− F (t)) · t2 <∞, (8.11)

dann existiert für jedes r ∈ (0, 1/2) eine Konstante KA
r > 0, sodass W′-fast-

sicher für alle N ∈ N gilt:∣∣AVaRβ(FN)− AVaRβ(F )
∣∣ ≤ KA

r ·N−r.

Erfüllt F zusätzlich die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1, dann existiert für

jedes r ∈ (0, 1/2) und W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ eine Konstante KV
r (ω′) > 0,

sodass für alle N ∈ N gilt:∣∣VaRβ(FN)− VaRβ(F )
∣∣ ≤ KV

r (ω′) ·N−r.

Satz 8.4.2 (Fast-sichere Konvergenzrate des AVaR und des VaR)

Sei β ∈ (0, 1) und erfülle die Verteilungsfunktion FαR Bedingung (8.11). Unter

den Voraussetzungen von Satz 8.1.1 bzw. 8.1.3 existiert K̃R > 0 und für jedes

r ∈ (0, 1/2) eine Konstante Kr > 0, sowie für W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′

natürliche Zahlen NA(ω′), NR(ω′), sodass für N ≥ NA(ω′), n ≥ NR(ω′) gilt:

∣∣AVaRβ (F α̂nR
N

)
− AVaRβ

(
FαR

)∣∣ ≤ Kr ·N−r + K̃R ·
√

log(log(n))

n
.

Erfüllt FαR zusätzlich die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1, so existiert

K̃V
R > 0 und für jedes r ∈ (0, 1/2) eine Konstante KV

r > 0, sowie

NV
A (ω′), NV

R (ω′) ∈ N, sodass für N ≥ NV
A (ω′), n ≥ NV

R (ω′) gilt:

∣∣VaRβ (F α̂nR
N

)
− VaRβ

(
FαR

)∣∣ ≤ KV
r ·N−r + K̃V

R ·
(

log(log(n))

n

) 1
4

.
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Bemerkung 8.4.3

Bedingung (8.11) ist für FαR beispielsweise dann erfüllt, wenn (x−αR)> Ã1 ∈
Lν(P) für ein ν > 2. Gilt Annahme 1 und ist N1 ∈ L∞ (W) so reicht nach

Proposition 4.1.3 hierfür bereits die Annahme C̃A
t ∈ Lν(P)m+1 und C̃L

t ∈ Lν(P)

für alle t ∈ T .

Bemerkung 8.4.4

Für den Value-at-Risk liefert Satz 8.4.2 gerade für den Teil eine langsamere

Konvergenzrate, welcher rechenaufwändiger zu simulieren ist. Das Ziehen der

Stichproben Y1, . . . ,YN erzeugt wenig Rechenaufwand, da Finanzinstrumen-

te analytische Bewertungsformeln haben, oder e�ziente numerische Verfahren

zur Bewertung vorhanden sind. Für die Liabilities, die zur Berechnung des

Schätzers α̂n
R nötig sind, ist dies nicht der Fall. In der Praxis ist ein Verhält-

nis im Simulationsaufwand von N ≥ 100 · n problemlos möglich. Der Fehler

bei Approximation des Value-at-Risk wird also durch den Schätzfehler von α̂n
R

dominiert.

Beim Average-Value-at-Risk sind die Konvergenzraten bzgl. beider Stichpro-

benanzahlen ähnlich. In der Hinsicht hat das Schätzen des AVaR einen Vorteil

gegenüber dem VaR.

Für den Beweis von Satz 8.4.2 ist folgendes Lemma nützlich

Lemma 8.4.5

Für beliebiges β ∈ (0, 1) und α1,α2 ∈ Rm gilt:∣∣∣AVaRβ (Fα1
N )− AVaRβ (Fα2

N )
∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖α1 −α2‖2 ·

1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2

Erfüllt Fα1 oder Fα2 zusätzlich die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1 für ein

γ > 0, dann existiert δ > 0, sodass unter der Bedingung dP (Fα1
N , Fα2

N ) < δ

gilt:∣∣∣VaRβ (Fα1
N )− VaRβ (Fα2

N )
∣∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
·
√
‖α1 −α2‖2 ·

√√√√ 1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2.
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Konsequenzen für die Replikationstheorie

Beweis von Lemma 8.4.5. Auf einem genügend reichhaltigen Wahrscheinlich-

keitsraum (Ω̃, F̃ , P̃) sei eine Zufallsvariable AN de�niert mit zufälliger empiri-

scher Verteilungsfunktion aus den Stichproben von Y1, . . . ,YN , d.h.

FA
N (y) =

1

N

N∑
k=1

1Yk≤y, ∀y ∈ Rm.

Für beliebiges α ∈ Rm hat also (x−α)>AN die Verteilungsfunktion Fα
N .

Eine analoge Rechnung wie in (3.2) impliziert damit die Ungleichung∣∣∣AVaRβ (Fα1
N )− AVaRβ (Fα2

N )
∣∣∣

=
∣∣∣AVaRβ

(
(x−α1)>AN

)
− AVaRβ

(
(x−α2)>AN

) ∣∣∣
≤ max

{
AVaRβ

(
(α1 −α2)>AN

)
,AVaRβ

(
(α2 −α1)>AN

)}
.

Aus Bemerkung 4.1.1 folgt nun die Abschätzung

max
{
AVaRβ

(
(α1 −α2)>AN

)
,AVaRβ

(
(α2 −α1)>AN

)}
≤ 1

β
· EP̃

(∣∣∣(α1 −α2)>AN
∣∣∣) .

Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert nun

EP̃
(∣∣∣(α1 −α2)>AN

∣∣∣) ≤ ‖α1 −α2‖2 · E
P̃ (∥∥AN

∥∥
2

)
(8.12)

und da AN jeden Wert Yk (bis auf Mehrfachzählungen) mit Wahrscheinlichkeit
1
N
annimmt, folgt

EP̃ (∥∥AN
∥∥

2

)
=

1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2 . (8.13)

Für den Value-at-Risk existiert nach Proposition 4.2.2 eine Konstante δ > 0,

sodass unter der Voraussetzung dP (Fα1
N , Fα2

N ) < δ gilt:∣∣∣VaRβ (Fα1
N )− VaRβ (Fα2

N )
∣∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
· EP̃

(∣∣∣(α1 −α2)>AN
∣∣∣) 1

2
.
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Aus (8.12) und (8.13) folgt schlieÿlich

EP̃
(∣∣∣(α1 −α2)>AN

∣∣∣) 1
2 ≤

√
‖α1 −α2‖2 ·

√√√√ 1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2.

Beweis von Satz 8.4.2.

AVaR:

Aus der Dreiecksungleichung folgt∣∣∣AVaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− AVaRβ

(
FαR

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣AVaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− AVaRβ

(
FαR
N

)∣∣∣
+
∣∣∣AVaRβ

(
FαR
N

)
− AVaRβ

(
FαR

)∣∣∣.
Für den ersten Term folgt aus Lemma 8.4.5

∣∣∣AVaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− AVaRβ (FαR

N )
∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖α̂n

R −αR‖2 ·
1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2 .

Nach Satz 8.1.1 bzw. 8.1.3 existiertKR > 0 und fürW′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′

ein NR(ω′) ∈ N, sodass für alle n ≥ NR(ω′)

‖α̂n
R −αR‖2 < KR ·

√
log(log(n))

n
. (8.14)

Aus dem starken Gesetz der groÿen Zahlen folgt, dass es fürKY > EP
(∥∥Ã1

∥∥
2

)
und W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ ein NA(ω′) ∈ N gibt, sodass für alle N ≥
NA(ω′) gilt:

1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2 < KY . (8.15)

Sei K̃R := 1
β
·KR ·KY , so gilt also für n ≥ NR(ω′), N ≥ NA(ω′)

∣∣∣AVaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− AVaRβ (FαR

N )
∣∣∣ ≤ K̃R ·

√
log(log(n))

n
.
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Konsequenzen für die Replikationstheorie

Für den zweiten Term gibt es nach Satz 8.4.1 für jedes r ∈ (0, 1/2) ein Kr > 0,

sodass für alle N ∈ N gilt:∣∣∣AVaRβ

(
Fα
N

)
− AVaRβ

(
Fα
)∣∣∣ ≤ Kr ·N−r.

Damit ist die Aussage für den Average-Value-at-Risk bewiesen.

VaR:

Für den Value-at-Risk verfahre ich analog.

Aus der Dreiecksungleichung folgt∣∣∣VaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− VaRβ

(
FαR

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣VaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− VaRβ

(
FαR
N

)∣∣∣
+
∣∣∣VaRβ

(
FαR
N

)
− VaRβ

(
FαR

)∣∣∣.
Nach Lemma 8.4.5 existieren L > 0 und δ > 0, sodass unter der Bedingung

dP

(
F

α̂nR
N , FαR

N

)
< δ gilt:

∣∣∣VaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− VaRβ (FαR

N )
∣∣∣ ≤ L ·

√
‖α̂n

R −αR‖2 ·

√√√√ 1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2. (8.16)

Aus (8.14) und (8.15) folgt, dass für n ≥ NR(ω′), N ≥ NA(ω′) gilt:

‖α̂n
R −αR‖2 ·

1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2 < KR ·KY ·
√

log(log(n))

n
. (8.17)

O.B.d.A. sei NV
R (ω′) ≥ NR(ω′) groÿ, sodass

√
KR ·KY ·

(
log(log(n))

n

) 1
4
< δ für

alle n ≥ NV
R (ω′). Dann gilt für n ≥ NV

R (ω′) (vgl. Beweise von Proposition 4.2.2

und Lemma 8.4.5):

dP

(
F

α̂nR
N , FαR

N

)
≤
√
dW

(
F

α̂nR
N , FαR

N

)
≤
√
‖α̂n

R −αR‖2 ·

√√√√ 1

N

N∑
k=1

‖Yk‖2 < δ.

De�niere K̃V
R := L ·

√
KR ·KY sowie NV

A (ω′) := NA(ω′) für alle ω′ ∈ Ω′.

Dann folgt aus (8.16) und (8.17) für n ≥ NV
R (ω′), N ≥ NV

A (ω′)∣∣∣VaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− VaRβ (FαR

N )
∣∣∣ ≤ K̃V

R ·
(

log(log(n))

n

) 1
4

.
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Für den zweiten Term gibt es nach Satz 8.4.1 für W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′

und r ∈ (0, 1/2) eine Konstante KV
r (ω′) > 0, sodass für alle N ∈ N gilt:∣∣∣VaRβ

(
FαR
N

)
− VaRβ

(
FαR

)∣∣∣ ≤ KV
r (ω′) ·N−r.

Äquivalent dazu, gibt es für jedes r ∈ (0, 1/2) eine feste KonstanteKV
r > 0 und

für W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ ein ÑV
A (ω′) ∈ N sodass für alle N ≥ ÑV

A (ω′)

gilt: ∣∣∣VaRβ

(
FαR
N

)
− VaRβ

(
FαR

)∣∣∣ ≤ KV
r ·N−r.

O.b.d.A. ist NV
A (ω′) ≥ ÑV

A (ω′) für alle ω′ ∈ Ω′ und es ist alles gezeigt.

Bemerkung 8.4.6

Im Fall R = QTV beweisen Cambou u. Filipovic (2016) folgende Aussagen.

∥∥∥AVaRβ (F α̂nR
N

)
− AVaRβ

(
FαR

)∥∥∥
W′,2
≤ K ·

√
1

n
−→
n→∞

0,∣∣∣VaRβ (F α̂nR
N

)
− VaRβ

(
FαR

)∣∣∣ −→
n→∞

0 W′-f.s.

wobei K explizit angegeben wird.

Satz 8.4.2 liefert für den Value-at-Risk ein stärkeres Resultat, da zusätzlich

eine Konvergenzgeschwindigkeit hergeleitet wird.

Für den Average-Value-at-Risk erhalten Cambou u. Filipovic (2016) Konver-

genz in L2 (W′), da sie die Matrix E
(
QTV

)
als bekannt voraussetzen. Damit ist

leicht zu zeigen, dass die Folge
√
n ·
∥∥α̂n

QTV −αQTV

∥∥
2
gleichgradig integrierbar

ist, woraus obige Konvergenz des Average-Value-at-Risk folgt. Diese Konver-

genz lässt sich bei unbekannter Matrix E
(
QTV

)
nicht ohne weiteres übertragen,

da selbst Integrierbarkeit des Schätzers α̂n
QTV nicht garantiert ist.

Insgesamt erzeugt Satz 8.4.2 gegenüber den Resultaten von Cambou u.

Filipovic (2016) aus vielerlei Hinsicht einen Mehrwert. Erstens sind die

Aussagen allgemeiner. Anstatt anzunehmen, dass die Verteilungen von Ã und
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Ã1 vollständig bekannt sind, gehe ich davon aus, dass sie über Monte-Carlo

Simulation approximiert werden müssen. Zweitens gelten die Konvergenzaus-

sagen neben QTV auch für die Probleme QSCF und QACF. Insbesondere

für QACF lässt sich selbst bei bekannter Verteilung von Ã bzw. Ã1 die

Konvergenz des Average-Value-at-Risk in L2 (W′) nicht beweisen, da α̂n
QACF

keine explizite Form hat. Drittens wird eine fast-sichere Konvergenzrate

sowohl bezüglich der Anzahl n an Stichproben zur Kalibrierung des Schätzers

α̂n
R als auch bezüglich der Anzahl N von Stichproben von Ã1 angegeben.

Diese Ergebnisse ermöglichen nun einen Abschluss der Replikationstheorie.

Wie Beutner u. a. (2013) unterteile ich den Fehler aus der Replikation in einen

Approximations- und einen Schätzfehler.

∣∣∣ρP (BOF1)− ρP
(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ ≤ ∣∣∣ρP (BOF1)− ρP (FαR)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

Approximationsfehler

+
∣∣∣ρP (FαR)− ρP

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Schätzfehler

. (8.18)

Wie bereits zu Anfang von Kapitel 4 erwähnt, analysieren Beutner u. a. (2013)

welches Verhältnis zwischen der Anzahl an Instrumenten und der Anzahl von

Simulationen optimal ist um eine möglichst schnelle Konvergenz von (8.18) zu

erreichen. Abhängig davon wie gut sich die Liabilities mit Finanzinstrumenten

nachbilden lassen, erhalten Sie bei entsprechendem Verhältnis beliebig groÿe

Konvergenzgeschwindigkeiten. Bei fester Anzahl an replizierenden Instrumen-

ten geben sie jedoch keine Schranke für den Approximationsfehler an. Zudem

beschränkt sich ihre Untersuchung auf das QTV-Problem.

Im Folgenden leite ich Konvergenzraten für den Schätzfehler gegen Null und

für den Approximationsfehler gegen die obere Schranke aus Satz 4.2.6 her. Im

Unterschied zu Beutner u. a. (2013) wird also die Anzahl der Replikations-

instrumente als fest vorausgesetzt, weswegen der Approximationsfehler nicht

verschwindet. Desweiteren wird die Wahl zwischen den Replikationsproblemen
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QTV, QSCF und QACF allgemein gehalten.

Ist ρP der Value-at-Risk oder Average-Value-at-Risk, kann die Zielgröÿe

ρP (BOF1) mit Hilfe eines replizierenden Portfolios α̂n
R wie folgt approximiert

werden.

Der Approximationsfehler hängt ausschlieÿlich von der Anzahl und Art der

replizierenden Instrumente ab. Dementsprechend kann dieser Fehler nur durch

Hinzunahme oder verbesserte Wahl der Instrumente verringert werden. Nach

Satz 4.2.6 kann er unter geeigneten Voraussetzungen über die Zielfunktion

fO
QTV abgeschätzt werden. Falls N1 ∈ L2 (P) gilt∣∣∣AVaRβ (BOF1)− AVaRβ (FαR)

∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖N1‖P,2 · f

O
QTV (αR)

und für geeignete Konstante γ > 0∣∣∣VaRβ (BOF1)− VaRβ (FαR)
∣∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
·
√
‖N1‖P,2 ·

√
fO
QTV (αR).

In Kapitel 4 wurde bewiesen, dass es für W = {Q,P} und R ∈
{QTV,QSCF,QACF} ein CW,R > 0 gibt, sodass für alle α ∈ Rm+1

fO
QTV (α) ≤ CW,R · fW

R (α).

Der Approximationsfehler ist also durch die gewählte Zielfunktion fW
R direkt

beschränkt.

Jedoch muss der Zielfunktionswert fW
R (αR) wieder über Monte-Carlo Simula-

tionen geschätzt werden. Die Intuition lässt vermuten, dass hierzu nicht die-

selben Szenarien verwendet werden können, wie zur Schätzung des Portfolios

αR, da sonst in die Szenarien hinein optimiert wird. Der minimale in-sample

Zielfunktionswert könnte die obere Schranke unterschätzen. Erstaunlicherwei-

se ist dies nicht der Fall, wie Proposition 8.4.7 zeigt. Die Zielfunktion fW
R wird

mit der zu Anfang des Kapitels de�nierten empirischen Entsprechung fnR an-

genähert und der Zielfunktionswert fW
R (αR) mittels fnR(α̂n

R) geschätzt.
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Proposition 8.4.7

Sei R ∈ {QTV,QSCF,QACF}. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.1.1

bzw. 8.1.3 existieren K̃R > 0 und für W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ eine natür-

liche Zahl ÑR(ω′) ∈ N, sodass für alle n ≥ ÑR(ω′) gilt:

∣∣fW
R (αR)− fnR(α̂n

R)
∣∣ ≤ K̃R ·

√
log(log(n))

n
.

Beweis. Ich beweise nur den Fall R = QTV. Die beiden anderen Fälle können

analog gezeigt werden.

Zunächst folgt aus der Dreiecksungleichung∣∣fW
QTV(αQTV)− fnQTV(α̂n

QTV)
∣∣ ≤ ∣∣fW

QTV(αQTV)− fnQTV(αQTV)
∣∣

+
∣∣fnQTV(αQTV)− fnQTV(α̂n

QTV)
∣∣.

Für den ersten Term gilt:

∣∣fW
QTV(αQTV)− fnQTV(αQTV)

∣∣ =

∣∣fW
QTV(αQTV)2 − fnQTV(αQTV)2

∣∣
fW
QTV(αQTV) + fnQTV(αQTV)

≤
∣∣fW

QTV(αQTV)2 − fnQTV(αQTV)2
∣∣

fW
QTV(αQTV)

. (8.19)

Nach dem Satz von Hartman-Wintner (Bauer (1995, S. 283)) existiert eine

Konstante KHW > 0, sodass W′-fast-sicher

lim sup
n→∞

√
n

log(log(n))
·
∣∣fW

QTV(αQTV)2 − fnQTV(αQTV)2
∣∣ = KHW

Für W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ gibt es also ein NA(ω′) ∈ N, sodass für alle
n ≥ NA(ω′) gilt:

∣∣fW
QTV(αQTV)2 − fnQTV(αQTV)2

∣∣ ≤ KHW ·
√

log(log(n))

n
.

und wegen (8.19)

∣∣fW
QTV(αQTV)− fnQTV(αQTV)

∣∣ ≤ KHW

fW
QTV(αQTV)

·
√

log(log(n))

n
.
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Für den zweiten Term folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung

∣∣fnQTV(αQTV)− fnQTV(α̂n
QTV)

∣∣ ≤ [ 1

n

n∑
k=1

((
α̂n
QTV −αQTV

)>
Ak

)2
] 1

2

.

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert nun[
1

n

n∑
k=1

((
α̂n
QTV −αQTV

)>
Ak

)2
] 1

2

≤

[
1

n

n∑
k=1

∥∥α̂n
QTV −αQTV

∥∥2

2
· ‖Ak‖2

2

] 1
2

=
∥∥α̂n

QTV −αQTV

∥∥
2
·

[
1

n

n∑
k=1

‖Ak‖2
2

] 1
2

Nach Satz 8.1.1 existiert KTV > 0 und für W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ ein

ÑTV(ω′) ∈ N, sodass für alle n ≥ ÑTV(ω′) gilt:

∥∥α̂n
QTV −αQTV

∥∥
2
≤ KTV ·

√
log(log(n))

n
.

Aus dem starken Gesetz der groÿen Zahlen folgt, dass für feste Konstante

KA >
∥∥∥Ã∥∥∥

W,2
und W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ ein ÑA(ω′) ∈ N existiert,

sodass für alle n ≥ ÑA(ω′) gilt:[
1

n

n∑
k=1

‖Ak‖2
2

] 1
2

≤ KA.

O.B.d.A. ist ÑTV(ω′) ≥ max
{
NA(ω′), ÑA(ω′)

}
für alle ω′ ∈ Ω′ und somit gilt

für alle n ≥ ÑTV(ω′):

∣∣fW
QTV(αQTV)− fnQTV(αQTV)

∣∣ ≤ KHW

fW
QTV(αQTV)

·
√

log(log(n))

n
,

∣∣fnQTV(αQTV)− fnQTV(α̂n
QTV)

∣∣ ≤ KTV ·KA ·
√

log(log(n))

n
.

Damit ist die Behauptung mit K̃TV := KHW
fW
QTV

(αQTV)
+KTV ·KA bewiesen.

Damit ist das Konvergenzverhalten des Approximationsfehlers in einer

Monte-Carlo Simulation vollständig beschrieben.
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Der Schätzfehler entsteht nun aus dem Monte-Carlo Fehler bei der Schätzung

des Replikationsportfolios αR und der Verteilungsfunktion FαR . Hier liefert

Satz 8.4.2 unter geeigneten Voraussetzungen die Konvergenz∣∣∣AVaRβ (FαR)− AVaRβ

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ −→
N,n→∞

0, W′-f.s.∣∣∣VaRβ (FαR)− VaRβ

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ −→
N,n→∞

0, W′-f.s.

Somit sind alle Resultate vorhanden, die notwendig für die vollständige Be-

gründung der Replikationstheorie sind. Satz 8.4.8 fasst die Erkenntnisse aus

der gesamten Arbeit in einer Konvergenzaussage zusammen.

Satz 8.4.8 (Mathematische Fundierung replizierender Portfolios)

Sei Annahme 1 erfüllt und es gelte N1 ∈ L∞(Ω,F ,P) sowie C̃L
t , C̃

A
i,t ∈

L4(Ω,F ,P) für alle i = 1, . . . ,m und t ∈ T . Weiter sei Z := dP
dQ

∣∣∣
F1

∈ L∞(Q)

wie in Satz 4.3.1, CP,Q > 0 wie in Satz 4.4.1 und seien folgende Konstanten

de�niert.

CO
QTV := 1

CQ
QTV :=

√
‖Z‖Q,∞

CP
QTV := CP,Q

CO
QACF = 1

CQ
QACF :=

√
‖Z‖Q,∞

CP
QACF := CP,Q

CO
QSCF :=

√
T

CQ
QSCF :=

√
T ·
√
‖Z‖Q,∞

CP
QSCF :=

√
T · CP,Q

Dann gilt für R ∈ {QTV,QSCF,QACF} undW ∈ {O,Q,P} folgende Aussage.

Sei β ∈ (0, 1). Es existiert KR > 0 und für jedes r ∈ (0, 1/2) eine Konstante

Kr > 0 sowie W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ natürliche Zahlen NA(ω′), NR(ω′) ∈
N, sodass für alle N ≥ NA(ω′), n ≥ NR(ω′) gilt:∣∣∣AVaRβ(BOF1

)
− AVaRβ

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖N1‖P,2 · C

W
R · fnR(α̂n

R)

+Kr ·N−r

+KR ·
√

log(log(n))

n
.

Erfüllen BOF1 sowie FαR die Voraussetzungen aus Lemma 4.2.1 für ein γ > 0,

dann existiert δ > 0, sodass unter der Bedingung dP (BOF1, F
αR) < δ für alle
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N ≥ NA(ω′), n ≥ NR(ω′) gilt:∣∣∣VaRβ(BOF1

)
− VaRβ

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ ≤ (1 +
1

γ

)
·
√
‖N1‖P,2 · CW

R ·
√
fnR(α̂n

R)

+Kr ·N−r

+KR

(
log(log(n))

n

) 1
4

.

Bemerkung 8.4.9

Die minimalen Konstanten ‖Z‖Q,∞ und CP,Q können in einer praktischen An-

wendung jeweils nach Anleitung in Bemerkung 4.3.8 bzw. 4.4.2 berechnet wer-

den.

Beweis. Zunächst unterteile ich wieder in Approximations- und Schätzfehler.

Anwendung der Dreiecksungleichung impliziert für beliebiges Risikomaÿ ρP∣∣∣ρP(BOF1

)
− ρP

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ ≤ ∣∣∣ρP (BOF1)− ρP (FαR)
∣∣∣

+
∣∣∣ρP(FαR

)
− ρP

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣
Approximationsfehler:

Gemäÿ Satz 4.2.6 gilt∣∣∣AVaRβ (BOF1)− AVaRβ (FαR)
∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖N1‖P,2 · f

O
QTV(αR)

und es existiert ein δ > 0, sodass gegeben dP (BOF1, F
αR) < δ folgt∣∣∣VaRβ (BOF1)− VaRβ (FαR)

∣∣∣ ≤ (1 +
1

γ

)
·
√
‖N1‖P,2 ·

√
fO
QTV(αR).

Aus Sätzen 4.3.1 und 4.4.1 entnimmt man für W ∈ {Q,P}

fO
QTV(αR) ≤ CW

QTV · fW
QTV(αR)

und aus Proposition 5.3.3 lässt sich schlieÿlich für jedes R folgern

fO
R (αR) ≤ CW

R · fW
R (αR).
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Damit erhält man insgesamt für jedes W ∈ {O,Q,P} und jedes R∣∣∣AVaRβ (BOF1)− AVaRβ (FαR)
∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖N1‖P,2 · C

W
R · fW

R (αR),∣∣∣VaRβ (BOF1)− VaRβ (FαR)
∣∣∣ ≤ (1 +

1

γ

)
·
√
‖N1‖P,2 · CW

R ·
√
fW
R (αR).

Da fW
R (αR) > 0, gilt für L >

[
fW
R (αR)

]− 1
2 und für alle ω′ ∈ Ω′∣∣√fW

R (αR)−
√
fnR(α̂n

R(ω′))(ω′)
∣∣ ≤ L ·

∣∣fW
R (αR)− fnR(α̂n

R(ω′))(ω′)
∣∣

und somit existiert nach Proposition 8.4.7 eine Konstante K̃R > 0 und für

W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ eine natürliche Zahl ÑR(ω′) ∈ N, sodass für alle
n ≥ ÑR(ω′) gilt:∣∣∣AVaRβ (BOF1)− AVaRβ (FαR)

∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖N1‖P,2 · C

W
R · fnR(α̂n

R)

+ K̃R ·
√

log(log(n))

n
,∣∣∣VaRβ (BOF1)− VaRβ (FαR)

∣∣∣ ≤ (1 +
1

γ

)
·
√
‖N1‖P,2 · CW

R ·
√
fnR(α̂n

R)

+ K̃R ·
√

log(log(n))

n
.

Schätzfehler:

Aus Propositionen 4.1.3 und 4.1.9 folgt, dass für jedes Maÿ W ∈ {O,Q,P}
und für alle i = 1, . . . ,m und t ∈ T gilt:

C̃L
t , C̃

A
i,t ∈ L4(Ω,F ,W).

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 8.1.1 und 8.1.3 erfüllt. Auÿerdem

erfüllt FαR nach Bemerkung 8.4.3 Bedingung (8.11) in Satz 8.4.1.

Folglich sind auch alle Voraussetzungen von Satz 8.4.2 erfüllt.

Es existiert also K̄R > 0, für jedes r ∈ (0, 1/2) eine Konstante Kr > 0 und für

W′-fast-sicher jedes ω′ ∈ Ω′ natürliche Zahlen NA(ω′), NR(ω′) ∈ N, sodass für
alle N ≥ NA(ω′) und n ≥ NR(ω′) gilt:
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∣∣AVaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− AVaRβ

(
FαR

)∣∣ ≤ Kr ·N−r + K̄R ·
√

log(log(n))

n
,

∣∣VaRβ

(
F

α̂nR
N

)
− VaRβ

(
FαR

)∣∣ ≤ Kr ·N−r + K̄R

(
log(log(n))

n

) 1
4

.

Addiert man nun Approximations- und Schätzfehler, kann o.B.d.A. angenom-

men werden, dass NR(ω′) ≥ ÑR(ω′) für alle ω′ ∈ Ω′.

Sei KR > 0 hinreichend groÿ. Dann ergibt Addition des Approximations- und

des Schätzfehlers für alle N ≥ NA(ω′), n ≥ NR(ω′)∣∣∣AVaRβ

(
BOF1

)
− AVaRβ

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ ≤ 1

β
· ‖N1‖P,2 · C

W
R · fnR(α̂n

R)

+Kr ·N−r

+KR ·
√

log(log(n))

n
,∣∣∣VaRβ

(
BOF1

)
− VaRβ

(
F

α̂nR
N

) ∣∣∣ ≤ (1 +
1

γ

)
·
√
‖N1‖P,2 · CW

R ·
√
fnR(α̂n

R)

+Kr ·N−r

+KR ·
(

log(log(n))

n

) 1
4

.

Für den Average-Value-at-Risk zeigt Satz 8.4.8, dass die Konvergenz bezüg-

lich n und N vergleichbar ist. Dominiert wird daher der Fehler durch die n

Szenarien zur Schätzung des Replikationsportfolios, für welche die rechenauf-

wändige Erzeugung von Liability Cash-Flows notwendig ist. Die Annäherung

der Verteilungsfunktion FαR hingegen ist um ein Vielfaches günstiger, da hier-

für lediglich Szenarien der Finanzinstrumente erzeugt werden müssen.

Im Vergleich steht für den Value-at-Risk die langsame Konvergenzrate bezüg-

lich der Anzahl an Szenarien zur Schätzung des Replikationsportfolios im Vor-

dergrund. Um die gleiche Konvergenzrate wie für den Average-Value-at-Risk

zu erzielen, ist die quadrierte Anzahl an Szenarien nötig. Unter Berücksich-

tigung der teuren Simulation dieser Szenarien ist der Unterschied gravierend.
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Der Average-Value-at-Risk verhält sich numerisch also besser als der Value-at-

Risk.
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9 Schlussbetrachtung

Vor Beginn dieser Arbeit gab es keine theoretische Begründung oder ma-

thematische Analyse replizierender Portfolios in der Lebensversicherung.

Parallel zu den Publikationen Beutner u. a. (2013), Pelsser u. Schweizer

(2015), Beutner u. a. (2015) und Cambou u. Filipovic (2016) ist mit den

Ergebnissen der Dissertation diese Lücke weitestgehend geschlossen worden.

Die Erkenntnisse aus dieser Arbeit werden im Folgenden zusammengefasst.

Basierend auf einer mathematischen De�nition des gesuchten Risikokapitals,

formulierte ich eine Klasse von Replikationsproblemen, die alle in der Praxis

üblicherweise verwendeten Replikationen einschlieÿt und eine möglichst genaue

Schätzung des Risikokapitals gewähren sollte. Die o�enen Parameter dieser

Klasse waren neben der Wahl des Wahrscheinlichkeitsmaÿes und der Metrik

insbesondere die Entscheidung zwischen dem Cash-Flow-Matching und dem

Terminal-Value-Matching. Für die gesamte Klasse bewies ich, dass der resul-

tierende minimale Zielfunktionswert eine obere Schranke für den Approxima-

tionsfehler darstellt. Eine gute Replikation kann also nicht mit einer beliebigen

Fehlschätzung des Risikokapitals einhergehen. Im Zuge dieser Erkenntnis lei-

tete ich eine neue Formulierung des Hauptsatzes der Finanzmathematik her.

Dieser zeigt die Existenz eines risikoneutralen Maÿes Q, sodass nicht nur der
Maÿwechsel von P nach Q beschränkt ist, sondern zumindest in der ersten

Periode auch der Wechsel zurück von Q nach P. Gerade für die in der Praxis

verwendete Replikation unter Q ist dieser Satz entscheidend für die mathema-

tische Fundierung.

Es stellte sich anschlieÿend die Frage welche Parameter minimale Schranken lie-

fern. Im Laufe der daraus folgenden Analyse kristallisierte sich ein zunehmend
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deutlicheres Bild der optimalen Wahl heraus. Das aus reellem und risikoneu-

tralem Maÿ zusammengesetzte WahrscheinlichkeitsmaÿO, die Verwendung der
L1-Norm als Metrik, sowie das Terminal-Value-Matching lieferten die kleinsten

Schranken.

Aus anderen Perspektiven ist diese Parameterkonstellation jedoch suboptimal.

Auf Grund vorgegebener ESG Dateien kann in der Praxis zum heutigen Zeit-

punkt nicht unter O sondern nur unter dem risikoneutralen Maÿ optimiert

werden. Der Rechenaufwand zur Lösung des Replikationsproblems in einer

Monte-Carlo Simulation steigt bei Optimierung in der L1-Norm mit der Anzahl

der erzeugten Szenarien. Unter der L2-Norm ist der Aufwand von der Szenari-

enanzahl jedoch unabhängig. Beim Terminal-Value-Matching ist im Vergleich

zum Cash-Flow -Matching die Gefahr des Over�tting groÿ. In out-of-sample

Tests beweist Letzteres gröÿere Robustheit.

Da die L2-Norm mehr Raum für analytische Mathematik anbietet, legte ich

mich daraufhin auf diese Norm fest. Für die zeitliche Gewichtung der Feh-

ler im Cash-Flow-Matching verwendete ich sowohl die Euklidische als auch

die Summennorm, woraus jeweils die Probleme QSCF und QACF entstan-

den. Zuvor hatte ich bereits demonstriert, dass die Berechnung der Lösung des

Terminal-Value-Matchings (QTV) und der beiden Cash-Flow-Matching Pro-

bleme in einer Monte-Carlo Simulation ähnlich rechenaufwändig ist. In der

Hinsicht konnte also kein Replikationsproblem favorisiert werden. In der Fol-

ge zeigte ich Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen von QTV, QSCF und

QACF. Über simultane Diagonalisierung, Zeitseparabilität und dynamisches

Handeln des Numéraires konnte ich die folgenden direkten Zusammenhänge

zwischen den Problemen herleiten.

1. Der Unterschied zwischen QSCF und QTV liegt vorwiegend in der Be-

rücksichtigung der intertemporalen Korrelationen zwischen Cash-Flows.

Hohe Korrelationen werden durch QTV gemieden, da sie eine hohe Vari-

anz im Terminal Value hervorrufen. QSCF ist gegen intertemporale Kor-

relationen auf Grund der zeitlich separaten Bewertung der Matching Feh-

ler immun. Speziell pfadabhängige Finanzinstrumenten erzeugen häu�g

Cash-Flows mit hohen intertemporalen Korrelationen. Bei Verwendung
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solcher Instrumente könnte QSCF hier robuster sein.

2. QSCF und QACF sind äquivalent, wenn die Menge der Finanzinstru-

mente in Teilmengen gespaltet werden kann, sodass die aus zwei ver-

schiedenen Teilmengen erzeugten Cash-Flows ausschlieÿlich zu disjunk-

ten Zeitpunkten statt�nden. QACF hat gegenüber QSCF den Vorteil,

dass erwartete Matching Fehler in einem Zeitpunkt nicht quadratisch

sondern nur linear eingehen. Daher optimiert QACF im Gegensatz zu

QSCF nicht vorwiegend in späteren Zeitpunkten, in denen der erwartete

Fehler auf Grund der höheren Varianz gröÿer ist. Speziell wenn QTV

sich in out-of-sample Tests als wenig robust erweist, ist QACF damit

eine attraktive Alternative.

3. Erlaubt man zeitlich dynamisches Handeln des Numéraires zur Repli-

kation der Liability Cash-Flows, entspricht QACF dem ursprünglichen

QTV-Problem. Sämtliche Matching Fehler werden durch Rollieren auf

den letzten Zeitpunkt verschoben. Diese Erkenntnis spricht für die An-

wendung des QTV-Problems, da hier Matching Fehler in verschiedenen

Zeitpunkten über das Rollieren ausgeglichen werden können. Damit er-

zeugt QTV kleinere Zielfunktionswerte.

Die Vor- und Nachteile jedes Replikationsproblems wurden dadurch transpa-

renter.

Jedoch können in der Praxis weder das Replikationsportfolio, noch die

Zielfunktionswerte der Replikationsprobleme, noch das mittels des Replikati-

onsportfolios geschätzte Risikokapital analytisch bestimmt werden. Sie müssen

über Monte-Carlo Simulationen geschätzt werden. Für eine vollständige ma-

thematische Begründung der Replikation fehlte also eine Konvergenzanalyse

des geschätzten Risikokapitals gegen das echte Risikokapital aus einer Monte-

Carlo Simulation.

In Kapitel 8 leitete ich für alle drei Replikationsformen eine fast-sichere

Geschwindigkeit her, mit der das geschätzte Risikokapital gegen das echte

Risikokapital konvergiert. Damit wurde zum Abschluss der Dissertation das

replizierende Portfolio mathematisch vollständig begründet.
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9 Schlussbetrachtung

Mit dieser Arbeit ist die Theorie der replizierenden Portfolios natürlich noch

nicht abgedeckt. Etliche Fragen bleiben noch o�en.

• Ist Kalibrierung des replizierenden Portfolios mit instantanen Schocks-

zenarien an Stelle von einjährigen Szenarien theoretisch fundiert? Die

Vernachlässigung der zeitlichen Veränderung der Risikofaktoren scheint

dadurch gerechtfertigt, dass sie relativ zum angewandten Schock klein

ausfällt. Nichtsdestotrotz bleibt die theoretische Begründung eine o�ene

Frage.

• Können mit Replikationsportfolios die Sensitivitäten der BOF bezüglich

instantander Shocks getro�en werden bzw. stimmt der faire Wert der

BOF mit dem des Replikationsportfolios nach Anwendung der Schocks

überein?

• In dieser Arbeit werden keine numerischen Beispiele präsentiert. Um die

theoretischen Resultate zu testen, ist eine numerische Studie angebracht,

die einen Vergleich der Replikationsportfolios anhand einer Kalibrierung

mit echten Daten durchführt. In dem Zusammenhang könnten die re-

plizierenden Portfolios aus dieser Arbeit auf Robustheit, Out-of-Sample

Performance und weitere Kriterien empirisch getestet werden.

• Die Frage wie sich Replikationsprobleme numerisch am e�zientesten lö-

sen lassen wurde in Abschnnitt 5.4 angerissen. Eine gründliche Analyse

verschiedener Lösungsverfahren auf E�zienz und Robustheit ist aller-

dings noch nicht vorhanden.

• Weiter ist noch nicht geklärt welcher der Lösungsansätze, replizierende

Portfolios, das Least Square Monte-Carlo Verfahren oder gar das Nested

Monte-Carlo Verfahren, in der Praxis besser geeignet ist.

Die Arbeit von Bauer u. a. (2010) deutet klar auf die Ine�zienz des Nes-

ted Monte-Carlo Verfahren hin. Es fehlt jedoch ein rigoroser Beweis,

dass es tatsächlich asymptotisch weniger e�zient als die anderen bei-

den Verfahren ist. In der Diskussion zwischen replizierenden Portfolios

und dem Least Square Monte-Carlo Verfahren, liefern Glasserman u. Yu

(2004) und Pelsser u. Schweizer (2015) erste Hinweise darauf, dass repli-
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zierende Portfolios bessere Eigenschaften besitzen. Insbesondere Pelsser

u. Schweizer (2015) zeigen, dass für replizierende Portfolios neben an-

deren Vorteilen, bessere Konvergenzraten der Schätzer mit wachsender

Anzahl an simulierten Szenarien zu erzielen sind. Die Konvergenzart ist

fast-sicher in beschränkter Wahrscheinlichkeit. Daher können ihre Kon-

vergenzaussagen mit jenen aus dieser Dissertation nicht verglichen wer-

den. Es fehlt ein Vergleich der Konvergenzraten der beiden Verfahren

in der gleichen Konvergenzart. Als Argument gegen replizierende Port-

folios weisen sie darauf hin, dass Replikation im Vergleich zum Least

Square Monte-Carlo Verfahren bei pfadabhängigen Auszahlungspro�len

schlechter wird, da Pfadabhängigkeit nur mit einer gröÿeren Anzahl an

Replikationsinstrumenten nachgebildet werden kann. Es bleibt also zu

klären, ob in der Praxis auf Basis einer begrenzten Anzahl an bewertba-

ren Instrumenten ein Portfolio gefunden werden kann, das die absicher-

baren Risiken zufriedenstellend nachbildet oder ob die Pfadabhängigkeit

der üblichen Auszahlungspro�le einer Lebensversicherung eine gröÿere

Freiheit bei der Wahl der Basisfunktionen in der Regression erfordert.
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