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Zusammenfassung

Die europiische Aufsichtsbehorde fiir das Versicherungswesen und die betrieb-
liche Altersversorgung (EIOPA) hat mit Solvency II eine Richtlinie fiir Versi-
cherungsunternehmen festgelegt, um das Risiko der Insolvenz zu kontrollieren.
In diesermn Rahmen sind Unternehmen verpflichtet das 99, 5%-Quantil ihrer zu-
kiinftigen Basiseigenmittel zu berechnen. Vereinfacht ausgedriickt entsprechen
die Basiseigenmittel dem Marktwert der Anlagen des Unternehmens abziiglich
des Marktwerts der versicherungstechnischen Verpflichtungen (Liabilities). In
der Lebensversicherung ist die Bestimmung des Marktwerts der Liabilities auf
Grund von moglichen Stornos und nicht absicherbaren Risiken kombiniert mit
langen Vertragslaufzeiten besonders schwierig. Sowohl in der akademischen
Forschung als auch in der Praxis werden daher iiberwiegend Monte-Carlo Me-
thoden untersucht und umgesetzt. Aktuell ist neben dem Least Square Monte-
Carlo Verfahren die Approximation iiber replizierende Portfolios das meist-
verwendete Verfahren. Hierbei wird versucht die durch Liabilities erzeugten
Cash-Flows mit einem statischen Portfolio aus Finanzinstrumenten nachzu-
bilden. Der Wert der zukiinftigen Liabilities wird anschliefsend mithilfe dieses
Portfolios geschitzt.

Diese Arbeit behandelt die Berechnung iiber replizierende Portfolios aus theo-
retischer Perspektive. Zunichst wird die Zielgrofe allgemein als Risikomaf auf
der Wahrscheinlichkeitsverteilung der zukiinftigen Basiseigenmittel definiert.
Zur Findung eines addquaten replizierenden Portfolios wird eine Klasse von
Optimierungsproblemen eingefiihrt, die den Abstand zwischen den Cash-Flow
Profilen der Liabilities und des replizierenden Portfolios minimieren soll. Der
Abstand wird dabei mithilfe einer Norm auf dem Raum der Zufallsvariablen
quantifiziert. Insbesondere beinhaltet diese Klasse ein neues Optimierungspro-
blem, das bisher sowohl in der akademischen Forschung als auch in der Praxis
unbekannt war. Die Losung dieser Optimierungsprobleme ist ein replizierendes
Portfolio dessen zukiinftiger Marktwert den der Liabilities in jedem Szenario
moglichst genau treffen soll. Durch Ersetzen der Liabilities mit dem replizie-
renden Portfolio wird die Zielgrofse schlieflich approximiert.

Fiir die gesamte Klasse von Optimierungsproblemen wird bewiesen, dass der
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Approximationsfehler Lipschitz-stetig beziiglich dem minimalen Zielfunktions-
wert ist. Eine beliebig gute Replikation zieht somit auch eine beliebig gute
Approximation der Zielgréfe nach sich. Die Verwendung replizierender Port-
folios ist damit mathematisch fundiert.

Im néchsten Schritt wird in der Klasse der Optimierungsprobleme jenes ge-
sucht, das die kleinsten Schranken fiir den Approximationsfehler liefert, nu-
merisch robust und effizient 16sbar ist, sowie in einer Monte-Carlo Simulation
hohe Konvergenzraten des Schitzers im fast-sicheren Sinn aufweist. Freie Para-
meter sind dabei die Wahl der Norm und des Wahrscheinlichkeitsmafes, sowie
die Entscheidung ob Cash-Flows in jedem Zeitpunkt separat gut abgebildet
werden sollen (Cash-Flow Matching) oder nur deren aufsummierter rollierter
Endwert (Terminal-Value-Matching).

Zuerst wird als Norm die £2-Norm festgelegt, da in einer Monte-Carlo Si-
mulation der Rechenaufwand zur Losung der Optimierungsprobleme von der
Anzahl der erzeugten Szenarien unabhéngig ist. Fiir die resultierenden Opti-
mierungsprobleme wird darauthin Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen
unter milden Annahmen bewiesen. Desweiteren werden Zusammenhénge und
Unterschiede zwischen den Optimierungsproblemen herausgearbeitet.

Als optimales Wahrscheinlichkeitmafs stellt sich ein zusammengesetztes Mafs
heraus, das im ersten Jahr dem reellen und danach dem risikoneutralen Mafs
entspricht.

Im Vergleich zwischen Cash-Flow Matching und Terminal-Value-Matching hat
Letzteres den Vorteil kleinere Schranken fiir den Approximationsfehler zu lie-
fern. Jedoch erweist es sich in empirischen Studien oft als wenig robust. Be-
sonders das in dieser Arbeit neu eingefiihrte Cash-Flow Matching Problem
ist in diesem Fall eine attraktive Alternative. Obwohl die Losung nicht expli-
zit angegeben werden kann, ist es numerisch ebenso effizient 16sbar wie das
Terminal-Value-Matching. Gleichzeitig ist jedoch die Gefahr des Overfittings
geringer, sodass es sich robuster in out-of-sample Tests verhalten sollte.

Zum Abschluss der Arbeit wird das Konvergenzverhalten von Monte-Carlo
Schitzern replizierender Portfolios untersucht. Die Schétzer sind asymptotisch
normalverteilt und konvergieren fast-sicher gegen das replizierende Portfolio

mit einer Rate gemils dem Gesetz des iterierten Logarithmus. Basierend auf
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diesen Resultaten wird schlieflich bewiesen, dass auch Monte-Carlo Schéitzer
der Zielgrofe bis auf den Approximationsfehler fast-sicher gegen die echte Ziel-

grofe mit explizit angegebener Geschwindigkeit konvergieren.

Abstract

The European Insurance and Occupational Pensions Authority (EIOPA) has
released a directive for insurance companies named Solvency II to control the
risk of insolvency. Within this framework companies are obliged to compute the
99.5% quantile of their future basic own funds. In a simplified balance sheet,
the basic own funds correspond to the difference between the market value of
the company’s assets and the market value of its liabilities. In the life insurance
sector computing the market value of liabilities is particularly complex. Typi-
cal contracts have long maturities, include surrender options and their value is
dependent on non-hedgeable risks such as mortality. Therefore, in practice as
well as in the academic literature Monte-Carlo methods have been investigated
and implemented. Currently, alongside the Least-Square Monte-Carlo method
the most popular approach is the use of replicating portfolios. The idea is to
match liability cash-flows with a static portfolio of financial instruments and
to approximate the value of liabilities by the value of the replicating portfolio.
This thesis analyses replicating portfolios from a theoretical perspective. First
of all, the true target value is defined as a risk measure applied to the probabi-
lity distribution of the future basic own funds. To find an adequate replicating
portfolio a class of optimization problems is introduced with the purpose of
minimizing the distance between the cash-flow profile of liabilities and the
cash-flow profile of the replicating portfolio. The distance is measured by a
specific norm on the space of random variables. In particular this class con-
tains a new optimization problem, which was unknown in academic research
and in practice. The solution to these optimization problems is a replicating

portfolio which future market value is supposed to closely match the future



market value of liabilities in all scenarios. In the last step, the target value is
approximated by using the replicating portfolio as a replacement for liabilities.
For the whole class of optimization problems it is proved that the approxima-
tion error is Lipschitz continuous with respect to the minimal objective value.
An arbitrarily good replication therefore implies an arbitrarily good appro-
ximation of the true target value. Hence, the use of replicating portfolios is
mathematically founded.

In the next step I try to find an optimization problem within the class which
yields the smallest upper bounds for the approximation error, is numerically
robust and efficient and which delivers high almost-sure convergence rates for
the estimator in a Monte-Carlo simulation. The class of optimization problems
offers some degrees of freedom: the choice of norm, the choice of probability
measure and the decision whether cash-flows ought to be matched at each
point in time separately (cash-flow matching) or only their terminal value of
cash-flows (terminal value matching).

For the norm I settle on the £2 norm. This is because the numerical effort to
solve the corresponding optimization problems in a Monte-Carlo simulation is
independent of the number of scenarios generated. In the sequel existence and
uniqueness of solutions is proved under mild conditions. Moreover, connections
und differences between the optimization problems are derived.

The optimal probability measure turns out to be a composed measure corre-
sponding to the real measure in the first year and to the risk neutral measure
thereafter.

As for the comparison between cash-flow matching and terminal value mat-
ching the latter has the advantage of delivering smaller upper bounds for the
approximation error. However, in empirical studies it often reveals not to be
sufficiently robust. Especially, the new cash-flow matching problem of this the-
sis is a valuable alternative in this case. Although the solution does not have
an explicit form, it can be computed equally efficiently as for the terminal va-
lue matching problem. At the same time the danger of overfitting is reduced.
Consequently, the new cash-flow matching problem ought to be more robust
in out-of-sample tests.

The thesis concludes with the convergence analysis of Monte-Carlo estimators
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of replicating portfolios. The estimators are asymptotically normal and con-
verge almost-surely to the true replicating portfolio at a rate according to the
iterated law of the logarithm. Based on these results, it is finally proven that
up to the approximation error, Monte-Carlo estimators of the target value also

converge almost-surely to the true target value at an explicitly specified speed.
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1 Einleitung

Aufgabe jeder Versicherung ist es ausreichende Riickstellungen zu bilden um
allen Versicherungsanspriichen in der Zukunft nachkommen zu kénnen. Dazu
werden stochastische Modelle fiir Schadensfille herangezogen, auf deren Basis
berechnet wird, welche Riickstellungen nétig sind um mit einer vorgegebenen
Mindestwahrscheinlichkeit alle Anspriiche in der Zukunft decken zu konnen.
In der Lebensversicherung ist die Berechnung der notigen Riickstellungen ein
besonders schwieriges Unterfangen. Der Hauptgrund ist die lange Laufzeit und

die Komplexitit der Vertrage.

1.1 Problemstellung

Im Rahmen der Solvency II Richtlinie (EIOPA (2009)) ist jede Versicherung
dazu verpflichtet ihr Risikokapital entsprechend dem Solvency Capital Requi-
rement, kurz SCR, zu ermitteln um sicher zu stellen, dass das Unternehmen
durch ausreichende Riickstellungen solvent bleibt. Das SCR ist definiert
als das 99,5%-Quantil (Value-at-Risk) des Marktwerts der Basiseigenmittel
(engl. Basic Own Funds, kurz BOF) in einem Jahr unter dem reellen
Wabhrscheinlichkeitsmaf (vgl. EIOPA (2014, S. 7)). Die Basiseigenmittel
sind das Kapital, das der Versicherung nach Abzug aller Verpflichtungen an
Versicherungsnehmer und Gléubiger zur Verfligung steht. Eine detaillierte
Beschreibung der BOF findet man u.a. in GDV (2007) und Oehlenberg u. a.
(2011).

Im Jahr 2008 veréffentlichte das CFO Forum, ein Forum aus Mitgliedern der

groften européischen Versicherungskonzerne, das Konzept des Market Con-



Problemstellung

sistent Embedded Value (MCEV) zum Ziel ,einer methodisch fundierten, iiber
Unternehmensgrenzen hinweg vergleichbaren und aussagekriftigen Messung
der Ertragskraft einzelner Versicherungsvertrige sowie gesamter Bestdnde®
(siche Becker u.a. (2014)). Der MCEV wurde zur Bestimmung der BOF im
Rahmen einer Marktwertbilanz angepasst (siche Wilson (2015)). In Bauer u. a.
(2012) wird erwéhnt, dass der Unterschied zwischen dem MCEV und den BOF
nur sehr gering ist und daher der MCEV im Rahmen akademischer Arbeiten
stellvertretend fiir die BOF verwendet werden kann. Die Autoren Ozkan
u.a. (2011) verwenden gar direkt den Begriff MCEV anstatt der BOF. Die
BOF entsprechen also in etwa dem MCEV. Jedoch sollte darauf hingewiesen
werden, dass der MCEV im Gegensatz zu den BOF urspriinglich nicht zur
Festsetzung der Hohe des SCR eingefiihrt wurde. Er dient mehr als Mafs
des Wertes einer Lebensversicherung aus Sicht des Aktiondrs und nicht der

Festsetzung von notigen Riickstellungen zum Schutz der Versicherungsnehmer.

In einer vereinfachten Marktwertbilanz (siehe z.B. Abb. 1.1) ergeben sich die
BOF aus dem Marktwert der Anlagen des Unternehmens abziiglich der Techni-
cal Provisions, die der Deckung aller Verpflichtungen gegeniiber Vertragsneh-
mern dient. Genauer ausgedriickt entsprechen die Technical Provisions genau
dem Preis, den das Unternehmen zahlen miisste, wenn es alle Rechte und Ver-
pflichtungen aus abgeschlossenen Vertrigen an eine andere Versicherung iiber-
tragen wiirde (siche CEIOPS (2009)). Die Technical Provisions setzen sich im
Wesentlichen aus dem Best Estimate of Liabilities und einem Risk Margin zu-
sammen. Der Best Estimate of Liabilities entspricht dem heutigen Marktwert
aller Verpflichtungen an Versicherungsnehmer. Dabei werden nur bereits ab-
geschlossene Vertrage beriicksichtigt, nicht jedoch zukiinftige Vertridge. Der in
Solvency IT geforderte Risk Margin soll einen Puffer bieten, der es einer anderen
Versicherung oder einer Riickversicherung ermoglichen soll, die Verpflichtun-
gen im Falle der Insolvenz iibernehmen zu kénnen. Eine derartige vereinfachte
Bilanz ist in Abb. 1.1 abgebildet. Ich fasse im Folgenden zur Vereinfachung
den Risk Margin und den Best Estimate of Liabilities kurz als Liabilities zu-

sammen, da in dieser Arbeit nur die Aufteilung zwischen den Geldfliissen an



Versicherungsnehmer und den Geldfliissen an Aktiondre von Bedeutung ist.

Aktiva Passiva

Surplus Own Funds

Risk Margin

Best Estimate
Liabilities

Liabilities

Technical Provisions

Abbildung 1.1: Die BOF in der Bilanz eines Versicherungsunternehmens (vgl.
Reynolds (2015)).

Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit den Value-at-Risk des zu-
kiinftigen Marktwerts (vgl. Abb. 1.2) der BOF zu bestimmen, ist es also erfor-
derlich sowohl den zukiinftigen Marktwert der Aktiva als auch den zukiinftigen
Marktwert der Liabilities des Unternehmens, bedingt auf die 6konomische Ent-
wicklung in der Zukunft, zu berechnen. Die Aktiva des Unternehmens sind zu
jedem Zeitpunkt leicht zu bewerten, da sie iiblicherweise bereits aus handelba-
ren Finanzinstrumenten bestehen, fiir deren Bewertung analytische Formeln
oder effiziente numerische Algorithmen bekannt sind. Anders verhélt es sich
bei den Liabilities. In Vertragen der Lebensversicherung befinden sich Risiko-
faktoren, die vom Markt nicht abgebildet werden. Dazu gehéren zum Beispiel
Sterblichkeit und friihzeitige Verkaufsoptionen, aber auch die Lénge der laufen-
den Vertrige. Laufzeiten von bis zu vierzig Jahren sind durchaus iiblich. Es gibt
jedoch kaum Produkte am Finanzmarkt, die eine dhnliche Laufzeit haben, was
eine marktkonsistente Bewertung deutlich erschwert. Hinzu kommt die Kom-

plexitdt der Vertrdge. Versicherungsnehmer werden haufig an den Gewinnen



Losungsansatze

des Unternehmens beteiligt und erhalten einen jahrlichen Garantiezins, der
nicht unterschritten werden darf. Diese Kreditierung erzeugt Auszahlungspro-
file der Vertrage, welche die Berechnung der Riickstellungen mit analytischen
Methoden aussichtslos macht. Damit ist selbst die Bewertung der heutigen
BOF nicht trivial. Fiir die Bestimmung der zukiinftigen Verteilung ist also ein

geschickter Losungsansatz unumgénglich.

v

T 99,5 % Quantil

Entwicklung nach einem Jahr

Heute 1 Jahr
J
|

Szenarien unter reellem W-Maf P

Abbildung 1.2: Idealerweise kennt man den marktkonsistenten Wert der BOF
in einem Jahr fiir jedes beliebige Szenario und liest das 99, 5%-
Quantil ab.

1.2 Losungsansatze

In der akademischen Forschung ist man darauthin zunehmend auf Monte-Carlo
Methoden aufmerksam geworden. Bei der klassischen Monte-Carlo Simulation
werden fiir die Bewertung Verlaufspfade der zukiinftigen Auszahlungen an

Versicherungsnehmer (Liability Cash-Flows) unter Verwendung eines risiko-



neutralen Wahrscheinlichkeitsmafes erzeugt. Aus diesen Pfaden wird dann

durch Mittelung approximativ der marktkonsistente Wert berechnet (siehe
Abb. 1.3).

Grosen u. Jgrgensen (2000) sind einer der Vorreiter in der Bewertung von Le-
bensversicherungen iiber Monte-Carlo Simulation. Sie formulieren ein zeitste-
tiges Finanzmarktmodell und eine an die Praxis angelehnte Kreditierungsstra-
tegie der Versicherungsvertrége. Darauthin simulieren sie risikoneutrale Ver-
laufspfade eines Vertrags und bestimmen den Wert des Vertrags durch Mitte-
lung. Es ist nicht ihr Ziel die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Marktwertes
in einem Jahr zu bestimmen. Thr Augenmerk liegt vorwiegend auf der Unter-
suchung von Sensitivitaten des Vertrags beziiglich diverser Markt- und Kredi-
tierungsparameter. Allerdings ist ihr Modell zur Kreditierung der Vertrige ein
Novum, da es die Gewinnbeteiligung der Versicherungsnehmer an den Gewin-
nen des Unternehmens einbezieht, ein Merkmal, welches in aktuellen Vertragen
iiblich ist. Dementsprechend wird es zur weiteren Analyse von Lebensversiche-
rungen verwendet, wie z.B. in Bacinello (2001), Hansen u. Miltersen (2002)
oder Schmeiser u. Wagner (2013).

Eine naheliegende Methode die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Marktwertes
in einem Jahr zu bestimmen, wire zunéichst einjihrige Szenarien unter dem re-
ellen Mafs zu generieren (dufere Szenarien) und fiir jedes dieser Szenarien durch
Monte-Carlo Simulation (innere Szenarien) den marktkonsistenten Wert zu be-
stimmen (vgl. Abb. 1.3). Ein solches Vorgehen nennt man Nested Monte-Carlo
Verfahren. Das risikoneutrale Mafs Q zur Erzeugung der inneren Szenarien ist
dabei vom dufseren Szenario unabhingig. Es wird nicht fiir jedes &dufere Sze-
nario ¢ ein risikoneutrales Mal @Q; neu kalibriert sondern basierend auf den
heutigen Marktdaten ein festes Q fiir den gesamten Zeithorizont bestimmt.
Die Erzeugung solcher Szenarien ist jedoch auf Grund der grofien Anzahl an
Risikofaktoren und der bereits erwdhnten komplexen Struktur der Vertrige
numerisch sehr aufwéindig. Fiir das Nested Monte-Carlo Verfahren miissen vie-
le Szenarien generiert werden, was diese Methode numerisch ineffizient macht.

Dies wird mitunter in der Arbeit von Bauer u.a. (2010) deutlich. Zur Bewer-



Losungsansatze

tung einer amerikanischen Option mit einer Laufzeit von zehn Jahren, erzeu-
gen sie Verlaufspfade der Marktrisikofaktoren mit einer Baumstruktur. Die
Berechnung des Marktwerts der Option erfolgt dann durch Riickwartsindukti-
on. Bei 5000 Trinomialbdumen, was einem Simulationsaufwand von insgesamt
5000 x 3'0 ~ 300 Millionen Szenarien entspricht, erhalten sie fiir den Wert der
Option relative Schétzfehler von iiber 2%. Die Berechnung der Schitzer dauert
mehr als 11 Minuten. Bei einer Anwendung auf Vertrige in der Lebensversi-
cherung wire dieser Nachteil noch schwerwiegender, da durch die Komplexitét
und Dauer der Vertrige die Erzeugung von 1000 Verlaufspfaden der Liability
Cash-Flows bereits etwa 10 Minuten erfordert. Daher sind alternative Monte-

Carlo Verfahren untersucht worden.

Nested Monte Carlo Verfahren

AuRere Szenarien

Entwickluna nach einem Jahr

Heute 1 Jahr T

| |

Reelles MaR P Risikoneutrales MaR Q

Abbildung 1.3: Fiir jedes generierte einjihrige Anfangsszenario werden risiko-
neutrale Szenarien generiert und der marktkonsistente Wert
approximativ durch Mittelung bestimmt. [. steht fiir die ku-
mulierten Auszahlungen des Unternehmens an die Versiche-

rungsnehmer.

Bergmann (2011) erwéhnt in ihrer Arbeit das stochastische Gitter Verfahren



von Broadie u. Glasserman (2004). Fiir die Umsetzung dieses Verfahrens wird
jedoch die Kenntnis der Ubergangsdichten aller Risikofaktoren benétigt. Die-
se sind in der Praxis nicht bekannt. Der Versicherung stehen zur Berechnung
oft nur sogenannte ,ESG* Dateien zur Verfiigung. Diese Dateien enthalten le-
diglich simulierte Szenarien der Geldfliisse aus Verpflichtungen, nicht jedoch
die Zustande der Risikofaktoren. Fiir eine Anwendung des Gitter Verfahrens
wiren deutlich reichhaltigere Informationen mit Einbezug von Ubergangswahr-
scheinlichkeiten notwendig. Versicherungen verwenden jedoch bis zu 300 Risi-
kofaktoren, von denen viele stochastische Abhingigkeiten aufweisen. Fiir die
Berechnung einer gemeinsamen Dichte wiirde bei dieser Dimension eine gewal-
tige Datenmenge erforderlich sein, die {ibliche Hardwarekapazititen iibersteigt.
Nach bestem Wissen gibt es bisher keine Anwendung dieses Verfahrens in der
Berechnung der BOF.

Eine Vielzahl von Autoren setzt dagegen das bekannte Least Square Monte-
Carlo (LSMC) Verfahren ein, das von Longstaff u. Schwartz (2001) verwendet
worden ist um amerikanische Optionen zu bewerten. Die Schwierigkeit bei der
Bewertung amerikanischer Optionen besteht darin, einen bestimmten beding-
ten Erwartungswert in jedem Zeitpunkt und in jedem Szenario zu bestimmen.
Das Nested Monte-Carlo Verfahren ist dafiir unbrauchbar, da die Anzahl an
bendtigten Szenarien exponentiell mit der Anzahl der Zeitschritte wéchst. Das
LSMC Verfahren umgeht diesen numerischen Aufwand, indem ausschliefslich
unverzweigte Verlaufspfade erzeugt werden. Fiir jeden Zeitpunkt wird mit Hilfe
einer Linearkombination geeignet gewdhlter Basisfunktionen versucht, den be-
dingten Erwartungswert in jedem Knoten moglichst genau zu approximieren.
Die Approximation erfolgt dabei iiber die Methode der kleinsten Quadrate.
Ahnlich wie bei amerikanischen Optionen muss auch die Versicherung den
Marktwert der Liability Cash-Flows in einem Jahr, also auch einen beding-
ten Erwartungswert, in jedem Szenario bestimmen. Analog erzeugt man hier
fiir jedes einjahrige reelle Anfangsszenario einen fortfiihrenden Pfad unter dem
risikoneutralen Maf (sieche Abb. 1.4). Zum LSMC Verfahren findet man eine
grofe Auswahl an Literatur. Abgesehen von Longstaff u. Schwartz (2001) wird
die Methode unter anderem von Tsitsiklis u. van Roy (2001), Glasserman u.
Yu (2004), Stentoft (2004), Egloff u. a. (2007), Beutner u. a. (2013) und Zanger



Losungsansatze

(2009) zur Bewertung von amerikanischen Optionen verwendet. In Andreatta
u. Corradin (2003), Baione u.a. (2006), Bernard u. Lemieux (2008) und Bauer
u. a. (2010) findet man Anwendungen des LSMC Verfahrens auf die Bewertung
der Liability Cash-Flows. Im bereits erwidhnten Simulationsbeispiel ben6tigen
Bauer u.a. (2010) mit dem LSMC Verfahren fiir einen relativen Schétzfeh-
ler von weniger als 0,2% nur etwa 24 Sekunden. Verglichen mit dem Nested
Monte-Carlo Verfahren ist das LSMC Verfahren damit klar iiberlegen.

Bei Versicherungen ist das Least Square Monte-Carlo Verfahren nicht beliebt.
Stattdessen hat sich eine dritte Monte-Carlo Methode etabliert, welche das

Thema meiner Dissertation ist - replizierende Portfolios.

Least Square Monte Carlo Verfahren
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Abbildung 1.4: Fiir jedes generierte einjihrige Anfangsszenario wird ein (oder
nur wenige) risikoneutrales Szenario generiert. Der Marktwert
der BOF in einem Jahr wird durch eine Linearkombination
von in einem Jahr messbaren Basisfunktionen approximiert.
Es wird also in den einjidhrigen Szenarien regressiert. Die Re-

gression erfolgt durch die Methode der kleinsten Quadrate.



1.3 Losung iiber replizierende Portfolios

Pelsser (2003) fiihrte riickblickend vermutlich als Erster die Idee ein, das Profil
der Liability Cash-Flows mit einem statischen Portfolio aus Finanzinstru-
menten zu replizieren. Er betrachtet einen Lebensversicherungsvertrag mit
Gewinnbeteiligung und Garantiezins und versucht dessen Cash-Flow Profil
durch ein Portfolio aus Vanilla Swaptions nachzubilden. Dadurch gelingt ihm
eine bemerkenswert gute Anndherung an den Marktwert und die Cash-Flows
des Vertrags.

Das Konzept das Auszahlungsprofil eines Wertpapiers mit Finanzinstru-
menten dynamisch zu replizieren ist in der Finanzmathematik bekannt. In
ihrem berithmten Paper fiihren Black u. Scholes (1973) einen vollstindigen
Markt ein und beweisen, dass jedes Auszahlungsprofil durch eine dynamische
Delta-Hedging-Strategie perfekt nachgebildet werden kann. Dieses Ergebnis ist
daraufhin ausgiebig in der Literatur zur Bewertung angewendet worden (siehe
z.B. Cox u. Ross (1976) oder Leland (2001)). Das hat Pelsser (2003) motiviert,
die Replikationstheorie in der Bewertung von Optionen mit Garantieverzin-
sung, wie sie typischerweise als Vertrdge in der Lebensversicherung angeboten
werden, einzusetzen. Tatsdchlich ist Pelssers Replikation zum Zweck des
Bilanzstrukturmanagement gedacht mit dem Ziel das Zinsrisiko abzusichern.
Er argumentiert, dass der Einsatz von dynamischen Delta-Hedging-Strategien
fiir Optionen mit langer Laufzeit in der Praxis inaddquat sei. Zum Einen
konnten diese Strategien sogenannte ,Feedback-Loops® hervorrufen. Mit
der Zeit miissten Versicherungen zunehmend grofe Positionen im Portfolio
umschichten um delta-neutral zu bleiben bis zu dem Grad, dass diese
Umschichtungen den Preis der Anlagen beeinflussten. Diese Preisinderungen
wiirden fiir die Delta-Neutralitdt wiederum eine Umschichtung erfordern,
was der Anfang einer gefihrlichen Spirale bedeute. Zum Anderen seien die
Transaktionskosten einer Hedging Strategie iiber einen langen Zeithorizont
sehr grofs. Daher schligt er vor statisch zu replizieren.

Diese Idee der Replikation wurde erst spéter durch Oechslin u.a. (2007)

erstmalig im Risikomanagement der Lebensversicherung verwendet.



Losung tiber replizierende Portfolios

Die zu Grunde liegende Idee der Replikation zur Bewertung von Versiche-
rungsvertrigen ist einfach. Man versucht mit einer bestimmten Anzahl an
ausgewéhlten leicht bewertbaren Finanzinstrumenten iiber ein Optimierungs-
problem ein Portfolio zu erstellen, dessen Cash-Flow Profil dem der Liabilities
moglichst nahe kommt. Da die Aktiva bereits aus einem Portfolio aus Fi-
nanzinstrumenten bestehen, reicht es lediglich die Cash-Flows der Liabilities
nachzubilden. Ist die Ahnlichkeit zwischen den Cash-Flow Profilen grof
genug, sollte sich zu jedem Zeitpunkt und in jedem Szenario der Marktwert
der Liability Cash-Flows mit dem Wert des Portfolios abschitzen lassen. Der
Vorteil besteht darin, dass die Bewertung von Finanzinstrumenten mithilfe
analytischer Formeln und effizienter numerischer Methoden vergleichsweise
einfach ist. Es ist jedoch mafgeblich welche Kriterien angesetzt werden
um zu entscheiden wann zwei Cash-Flow Profile ausreichende Ahnlichkeit
besitzen. Dabei muss im Auge behalten werden, welches Ziel mit der Re-
plikation angestrebt wird. In Kapitel 3 werde ich die tatsichliche Zielgréfe
des Versicherers klar definieren und zeigen, dass Replikation der Liability

Cash-Flows tatsédchlich geeignet ist um ihren Marktwert gut zu approximieren.

Das Verfahren der Replikation ist dem Least Square Monte-Carlo Verfahren
nicht undhnlich. Auch hier werden iiber Monte-Carlo Simulation unverzweigte
Verlaufspfade erzeugt und die Cash-Flow Profile verglichen. Allerdings wird
nun nicht in den einjahrigen Szenarien regressiert, sondern typischerweise die
abdiskontierten Terminal Values zum Ende des Zeithorizonts' (siche Abb. 1.5).
Glasserman u. Yu (2004) untersuchen den Unterschied zwischen der Regression
zu friitheren (Regress-Now) und spéteren Zeitpunkten (Regress-Later) im Rah-
men der Bewertung amerikanischer Optionen. Ublicherweise wird die Regress-
Now Variante als das klassische Least Square Monte-Carlo Verfahren verstan-
den, da es so von Longstaff u. Schwartz (2001) verwendet wurde. Beim Ver-
gleich stellte sich heraus, dass Regression zum spéiteren Zeitpunkt mit einem

hoheren Bestimmtheitsmaf R? und kleineren Kovarianzen der resultierenden

! Beim Cash-Flow-Matching, das ich spiter einfiihren werde, wird mithilfe einer festgelegten

Zielfunktion iiber alle Zeitpunkte regressiert an denen Cash-Flows stattfinden
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Schitzer einhergeht. Beutner u.a. (2013) zeigen, dass replizierende Portfolios

exakt der Regress-Later Variante in Glasserman u. Yu (2004) entsprechen.

Replizierende Portfolios

AuRere Szenarien
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Abbildung 1.5: Wie bei LSMC werden fiir die Replikation unverzweigte Ver-
laufspfade der Cash-Flows erzeugt. Jedoch findet hier die Re-
gression zum Zeitpunkt 7' (bzw. zum Zeitpunkt der Cash-
Flows) statt.

Lange gab es keine theoretischen Resultate beziiglich replizierender Portfolios.
Erst in den letzten Jahren haben Beutner u.a. (2015), Pelsser u. Schweizer
(2015) und Beutner u.a. (2013) in einer Reihe von Publikationen einen
groken Beitrag zur mathematischen Fundierung replizierender Portfolios
geleistet. Sie analysieren detailliert den Unterschied zwischen dem Least
Square Monte-Carlo Verfahren und replizierenden Portfolios und kommen
zu dem Schluss, dass replizierende Portfolios aus mehreren Griinden zu
bevorzugen sind. Das Hauptargument ist, dass das LSMC Verfahren einen
zusitzlichen sogenannten ,,Projektionsfehler” erzeugt. Dieser entsteht dadurch,
dass Erwartungen bedingt auf die einjdhrigen Szenarien regressiert werden.

Mit replizierenden Portfolios vermeidet man diesen Fehler, da immer zum
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Losung tiber replizierende Portfolios

Zeitpunkt des Cash-Flows (oder spiter) regressiert wird. Zusétzlich zeigen sie,
dass das Bestimmtheitsma® R? nur bei replizierenden Portfolios ein sinnvoller
Mafstab fiir die Giite der Regression ist. Der dritte Vorteil besteht darin, dass
die Rate, mit welcher der Approximationsfehler bei Steigerung der Anzahl
von Replikationsinstrumenten und erzeugten Szenarien in beschrankter
Wabhrscheinlichkeit gegen Null konvergiert, héher sein kann als fiir das LSMC
Verfahren. Zusammen mit den erwéhnten Erkenntnissen von Glasserman u.
Yu (2004) erscheint damit die Methode der replizierenden Portfolios gegeniiber
dem Least Square Monte-Carlo Verfahren vorteilhafter. Allerdings betreffen
diese Resultate nur die Giite des Approximationsfehlers. Es fehlt jedoch eine
vom Approximationsfehler isolierte Analyse des Monte-Carlo Fehlers sowie
eine Aussage dariiber, wie sich dieser Fehler auf das Risikokapital auswirkt.
Cambou u. Filipovic (2016) haben neben Natolski u. Werner (2017¢) als Erste
eine mathematische Begriindung des Replikationsverfahrens hergeleitet. Sie
beweisen u.a., dass sich der Unterschied zwischen den Verteilungen der ein-
jahrigen marktkonsistenten Werte durch den Replikationsfehler beschrinken
ldsst. Insbesondere setzt sich der Fehler in der Verteilung (gemessen durch
Anwendung des kohirenten RisikomaRes Average Value-at-Risk?) hochstens
linear mit dem Replikationsfehler fort. Fiir den Value-at-Risk zeigen Cambou
u. Filipovic (2016) das schwichere Resultat der fast-sicheren Konvergenz des
Fehlers bei wachsender Anzahl an Replikationsinstrumenten.

Diese Dissertation beschéftigt sich ebenfalls mit der Theorie der replizieren-
den Portfolios, weswegen die Resultate inhaltlich unter die hier genannten
Publikationen eingereiht werden konnen. Trotz der vorhandenen Arbeiten,
sind noch etliche Liicken nicht geschlossen worden. In Abschnitt 1.4 folgt eine
Einordnung der Dissertation in die vorhandene Literatur und eine genaue

Erorterung der offenen Liicken, welche im Laufe der Arbeit gefiillt werden.

Obwohl diese Arbeit keinen direkten Beitrag zu praktischen Aspekten repli-

zierender Portfolios leistet, lohnt sich eine knappe Darstellung der Resultate

?Der Average Value-at-Risk ist auch bekannt als Expected Shortfall, Conditional oder Tail
Value-at-Risk
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aus der Anwendung um ein umfassendes Bild der Thematik zu schaffen.

In der Literatur ist Replikation zur Bewertung in der Lebensversicherung
aus praktischer Perspektive bereits studiert worden. Zur Berechnung des
replizierenden Portfolios haben sich aus nicht vollstindig transparenten Griin-
den zwei Optimierungsprobleme durchgesetzt. Das Erste zielt darauf ab den
Liability Cash-Flow in jedem einzelnen Zeitpunkt gut abzubilden und wird
tiblicherweise als Cash-Flow-Matching bezeichnet (Regression zum Zeitpunkt
des Cash-Flows). Der zweite Ansatz ist weniger restriktiv, da es hier nur
darauf ankommt ob die abgezinsten kumulierten Cash-Flows (Discounted Ter-
minal Values) getroffen werden (Regression zum Ende des Zeithorizonts). Die
Cash-Flows in einzelnen Zeitpunkten diirfen sich dabei deutlich unterscheiden.
Es wird deshalb als Terminal-Value-Matching bezeichnet. Bislang gibt es keine
einheitliche Meinung, welches der beiden Probleme zielfiihrender ist. Nach
Ansicht von Oechslin u.a. (2007) ist das Cash-Flow-Matching inadidquat, da
Versicherungen und Versicherungsnehmer versuchen Cash-Flows iiber die Zeit
auszugleichen. Beispielsweise wiirde ein Jahr mit hohen Ertridgen nicht sofort
mit Kunden geteilt werden. Das tréfe erst nach mehreren ertragreichen Jahren
hintereinander ein. Analog wiirden auch Kunden ihren Vertrag nach einem
Jahr mit hohen Uberschussbeteiligungen nicht sofort kiindigen. Dies sei ein
Effekt, der sich von einem statischen Portfolio kaum darstellen ldsst und es sei
zu vermuten, dass der Optimalwert beim Cash-Flow-Matching grofs ausfallen
diirfte, was die Beurteilung der Giite eines Portfolios beeintrichtige. Diese
Argumentation bleibt jedoch qualitativ, da diesbeziiglich keine Fallstudien
unternommen wurden. In einer numerischen Studie nehmen auch Daul u.
Vidal (2009) einen Vergleich vor. Die Giite replizierender Portfolios wird
durch das Mittel der absoluten Abweichungen zwischen den diskontierten
Terminal Values (Tracking Error) und das Bestimmtheitsmak R? gemessen.
Beim Vergleich des Cash-Flow-Matchings mit dem Terminal-Value-Matching
stellt sich wenig iiberraschend heraus, dass das in-sample Bestimmtheitsmafs
beim Terminal-Value-Matching hoher ist. Allerdings ist der out-of-sample
Tracking Error beim Cash-Flow-Matching niedriger, was insgesamt eher
fiir das Cash-Flow-Matching spricht. Eine rein analytische Aufdeckung der

Unterschiede zwischen den Ansétzen ist bislang ausgeblieben. Diese hole
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Losung tiber replizierende Portfolios

ich in Kapitel 7 nach. Dabei wird sich herausstellen, dass beide Ansitze
ahnliche Eigenschaften haben. Sowohl Existenz und Eindeutigkeit der opti-
malen Losungen sind unter sehr milden Voraussetzungen gegeben. Auch der
Marktwert der optimalen Portfolios entspricht dem Marktwert der Liability
Cash-Flows. Als spannende Frage stellt sich heraus, welches der Probleme
numerisch effizienter zu 16sen ist. Die Antwort auf diese Frage hingt unter
anderem davon ab welches Cash-Flow-Matching Problem gewéhlt wird, da
in der Praxis und in der Literatur unterschiedliche Zielfunktionen verwendet

werden.

In einer Reihe von Publikationen wird detailliert untersucht, wie sich die Giite
des replizierenden Portfolios verbessern lasst. Eine einfache Verbesserung er-
reichen Oechslin u. a. (2007), indem sie der Optimierung die Ubereinstimmung
der heutigen Marktwerte des replizierenden Portfolios und der Liability Cash-
Flows als Nebenbedingung hinzufiigen. Daul u. Vidal (2009) nehmen zusétzlich
zu den simulierten auch kiinstlich erzeugte Szenarien in die Optimierung auf.
In den kiinstlich erzeugten Szenarien sind ausgewéhlte instantane Schocks aus
dem Finanzmarkt enthalten, die eine signifikante Verinderung des Marktwerts
der Liability Cash-Flows vermuten lassen. Durch eine Umgewichtung der si-
mulierten Szenarien mit grofen Gewichten auf Szenarien mit einem hohen dis-
kontierten Terminal Value und vice versa, wird gezielter in hohe Quantile opti-
miert also insbesondere im Bereich des Value-at-Risk. Mit instantanen Schocks
rechnen Ozkan u.a. (2011) ein numerisches Beispiel des Cash-Flow-Matchings
durch. Thnen gelingt es ein hohes Bestimmtheitsmak R? mit gleichzeitig sehr
genauem Match in den Schockszenarien zu erhalten. Probleme in der Robust-
heit des replizierenden Portfolios merzen sie ohne merkliche Verschlechterung
der Replikationsqualitdt durch Einfiihrung von Transaktionskosten aus. Auch
Dubrana (2011) fiigt analog zu Daul u. Vidal (2009) kiinstliche, durch instan-
tane Schocks erzeugte Stressszenarien zur Optimierung hinzu. Er fordert durch
zusitzliche Nebenbedingungen, dass der Fehler des abdiskontierten Terminal
Values in diesen Szenarien nicht zu grofs wird. Dadurch erreicht er eine gute

Ubereinstimmung zwischen dem Marktwert des replizierenden Portfolios und
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den Liability Cash-Flows nach Anwendung der Schocks. Seemann (2011) fithrt
in seiner Dissertation eine genau dokumentierte Replikation anhand von simu-
lierten Daten aus. Schritt fiir Schritt analysiert er welche Risikofaktoren mittels
welcher Instrumente angemessen einbezogen werden kénnen. Auch er schliefst
Schockszenarien ein und vergleicht die jeweilige Anderung der Marktwerte.
Sein Fazit ist, dass die Einfiihrung von Nebenbedingungen um Marktwerte in
den Schockszenarien zu treffen wenig sinnvoll ist. Zum einen wiirden die Ne-
benbedingungen den zuldssigen Bereich in der Optimierung zu stark einschrén-
ken und damit die Replikation in den Szenarien ohne Schock verschlechtern.
Zum anderen kénnten die Szenarien mit Schock nicht mehr in der Zielfunktion
eingesetzt werden, womit neue aufwendig erzeugte Szenarien nétig seien. Im
Gegensatz zu Dubrana (2011) fordert er jedoch in seinen Nebenbedingungen,
dass die Marktwerte exakt getroffen werden. Es wird keine Aussage getroffen
fiir den Fall, dass gewisse Fehlerschranken erlaubt sind.

Der zu Grunde liegende Gedanke bei der Analyse instantaner Schocks basiert
auf der Hoffnung, dass einjdhrige Szenarien, die innerhalb des Jahres eine ex-
treme Anderung eines Risikofaktors bzw. einen Schock erfahren, durch instan-
tane Schocks nahezu perfekt ersetzt werden konnen. Es wird also der zeitliche
Verlauf aller anderen Risikofaktoren und deren Auswirkungen auf zukiinftige
Cash-Flows ignoriert (vgl. Abb 1.6). Jedoch wurde diese Annahme bisher nie
theoretisch verifiziert. Der Fehler aus der Negierung des zeitlichen Verlaufes al-
ler Risikofaktoren bleibt zu quantifizieren. In dieser Arbeit werde ich auf diese

Fragestellung nicht ndher eingehen.

Chen u. Skoglund (2012) fithren in ihrer Optimierung weitere Nebenbedingun-
gen zur Verbesserung der Eigenschaften des replizierenden Portfolios ein. Dazu
schrinken sie den zuldssigen Bereich auf Portfolios ein, deren Cash-Flows
in jedem Zeitpunkt einen vorgegebenen Fehler im Average Value-at-Risk,
in der absoluten Norm nicht {iberschreiten. Zur Berechnung des optimalen
Portfolios formulieren sie ein lineares Programm. Dadurch sind sie in der
Lage zu iiberpriifen, ob die Instrumente zur Replikation angemessen gewihlt
wurden. Hat das Problem keinen zulissigen Bereich, deutet das auf eine

schlechte Auswahl von replizierenden Instrumenten hin. Durch Beschrankung
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FEinordnung der Arbeit

Replizierende Portfolios — instantane Schocks

AuRere Szenarien

BOF (heute geschockt) — BOF (1 Jahr)

Heute geschockt 1 Jahr T Regression

Abbildung 1.6: Auf Basis von instantanen Schocks wird versucht extreme
Quantile genauer zu treffen. Dabei wird angenommen, dass
der Unterschied zwischen einem instantanen Schock und ei-
nem einjéhrigen Szenario in dem dieser Schock stattfindet (rot

gekennzeichnet) vernachlissigbar ist.

des Conditional Value-at-Risk vermeiden sie grofse Abweichungen in den
Extremszenarien, die in Hinsicht auf die Solvency IT Vorgaben besonders

relevant sind.

1.4 Einordnung der Arbeit

Vor Beginn dieser Arbeit hat es keine mathematische Untersuchung replizieren-
der Portfolios gegeben, lediglich die zahlreichen erwidhnten numerischen Stu-
dien. Daher ist Forschungsziel dieser Arbeit gewesen, eine mdoglichst tieflie-
gende mathematische Untersuchung replizierender Portfolios durchzufiihren.

Diese Dissertation dient also ganzheitlich der theoretischen Behandlung repli-
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zierender Portfolios in der Lebensversicherung. Die Erkenntnisse der Arbeit
sind Erganzung zu und Erweiterung von den bereits erwdhnten theoretischen
Publikationen Beutner u.a. (2015), Pelsser u. Schweizer (2015), Beutner u. a.
(2013) und Cambou u. Filipovic (2016), welche wéihrend meiner Forschung

erschienen sind. Dies wird in folgenden Punkten genauer konkretisiert.

e Die genannten Publikationen behandeln in ihrer Analyse nur eines von
mehreren in der Praxis verwendeten Replikationsformulierungen, das
Terminal-Value-Matching. Es hat den Vorteil gut mit dem Least Square
Monte-Carlo Verfahren verglichen werden zu konnen und effizient 16sbar
zu sein®. Den Studien von Daul u. Vidal (2009) zufolge ist es jedoch we-
niger robust als das Cash-Flow-Matching, die Gefahr des Overfittings ist
gegeben. Die Untersuchung der Vor- und Nachteile und der Vergleich ver-
schiedener Replikationsprobleme ist eine der zentralen Elemente dieser
Arbeit. Daher werden hier alle in der Praxis iiblichen Probleme, einge-

nommen das Cash-Flow-Matching, in Betracht gezogen.

e Beutner u. a. (2015), Pelsser u. Schweizer (2015) und Beutner u. a. (2013)
treffen nur Aussagen liber Konvergenzgeschwindigkeiten des Approxima-
tionsfehlers mit wachsender Anzahl an Replikationsinstrumenten, jedoch
leiten sie keine Fehlerschranken an das Risikokapital her, wenn, wie in
der Realitét, die Anzahl der Instrumente vorgegeben ist. Zeitgleich zu
unseren Ergebnissen in Natolski u. Werner (2017¢) haben Cambou u. Fi-
lipovic (2016) Schranken fiir den Fall erhalten, dass das zu berechnende
Risikomaf der Expected Shortfall ist. Somit sind replizierende Portfolios
nur beim Terminal-Value-Matching und nur fiir den Expected Shortfall
mathematisch begriindet worden. In der gesamten Dissertation wird die
Anzahl der Replikationsinstrumente als fest und gegeben vorausgesetzt
und Fehlerschranken an das Risikokapital fiir kohdrente Risikomafe und
den unter Solvency II geforderten Value-at-Risk hergeleitet. Die mathe-
matische Begriindung wird somit auf eine grofse Bandbreite von Repli-

kationsproblemen und weitere Risikomafe ausgeweitet.

3Effizienz der Losbarkeit verschiedener Replikationsprobleme wird in Abschnitt 5.4 genauer
betrachtet.
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FEinordnung der Arbeit
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e In der gesamten Literatur zu replizierenden Portfolios in der Lebens-

versicherung wird, mit Ausnahme der in diesem Abschnitt erwdhnten
theoretischen Arbeiten, die Verwendung des risikoneutralen Wahrschein-
lichkeitsmafes im Replikationsproblem vorausgesetzt. Der Hauptgrund
ist, dass damit die marktkonsistenten Werte des replizierenden Portfo-
lios und der Liability Cash-Flows iibereinstimmen (vgl. Oechslin u. a.
(2007)). Vorteile im Vergleich zum reellen Mak werden auch von Cam-
bou u. Filipovic (2016) ausgefiihrt. Eine genauere Untersuchung welches
Wahrscheinlichkeitsmaf sich fiir die Replikation am besten eignet, ist bis-
her ausgeblieben. In Kapitel 4 zeige ich, dass die Wahl des Wahrschein-
lichkeitsmafses fiir eine Begriindung der Replikation keine Rolle spielt.
Sowohl unter dem risikoneutralen als auch unter dem reellen Maf erhilt
man eine obere Fehlerschranke fiir die Zielgrofe der Versicherung. Neben
dem reellen und dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafs fiihre ich
ein drittes (gemischtes) Wahrscheinlichkeitsmafs ein, welches gegeniiber
den anderen beiden Mafsen hinsichtlich der Zielsetzung bevorzugt werden
sollte. Fiir alle drei Wahrscheinlichkeitsmafse und fiir jedes Replikations-
problem gebe ich explizite Fehlerschranken an, die auch in der Praxis

leicht zu berechnen sind.

In Cambou u. Filipovic (2016) werden zum ersten Mal auch Konvergen-
zeigenschaften eines Monte-Carlo Schitzers fiir das replizierende Port-
folio untersucht und die fast-sichere Konvergenz des resultierenden ge-
schiatzten SCR gegen den festen, mit einem Replikationsportfolio appro-
ximierten, SCR bewiesen. Allerdings setzen sie die Kenntnis der gemisch-
ten zweiten Momente aller Auszahlungsprofile im Markt voraus. Diese
Annahme ist jedoch fraglich, da die Berechnung dieser Momente analy-
tisch nicht moglich ist, sondern numerischer Methoden bedarf. Ungeklart
bleibt, ob dies effizienter als mit Monte-Carlo Methoden umgesetzt wer-
den kann. Parallel zu ihrer Publikation beweise auch ich in Natolski u.
Werner (2017a) grundlegende Konvergenzeigenschaften von Monte-Carlo
Schétzern. Dabei leite ich sowohl fiir das Terminal-Value-Matching als

auch fiir das Cash-Flow-Matching ohne Kenntnis der zweiten Momen-



te fast-sichere Konvergenz des geschatzten SCR. her. Diese Ergebnisse

werden in Kapitel 8 ausgefiihrt.

Im Zuge und abseits dieser Beitridge sind weitere bedeutende Resultate ent-
standen, die zum Verstidndnis und zur Erweiterung der Replikationstheorie

wesentlich beitragen.

e In der Literatur ist bis heute ausschlieflich zwischen zwei Formen des
Cash-Flow-Matchings unterschieden worden, dem absoluten Cash-Flow-
Matching und dem quadrierten Cash-Flow-Matching. Dem quadrierten
Cash-Flow-Matching ist als Metrik stets die Euklidische Norm des Vek-
tors aus L£2-Fehlern iiber alle Zeitpunkte zu Grunde gelegt worden. Die
Wahl hat den Vorteil das resultierende Replikationsproblem analytisch
handhabbar zu machen. In Natolski u. Werner (2014) fiihren wir ein
neues Matching Problem ein, indem wir die Euklidische Norm durch
die Summennorm ersetzen. Zunéchst erscheint dies unvorteilhaft, da die
analytischen Eigenschaften des Replikationsproblems wegfallen. Es stellt
sich jedoch heraus, dass die eindeutige Losung numerisch ebenso effizient
berechnet werden kann wie unter Verwendung der Euklidischen Norm.
Desweiteren verringert die Verwendung der Summennorm im Vergleich
zur Euklidischen Norm die Gefahr, konzentriert in Zeitpunkten zu opti-
mieren, in denen es schwieriger ist eine gute Approximation zu erreichen.
Dies ist vor allem in langen Laufzeiten zu erwarten, fiir die nur wenige
replizierende Instrumente zur Verfiigung stehen. Damit wird das neue
Cash-Flow-Matching Problem eine attraktive Alternative, die zusétzli-
che Robustheit der Losung liefern kdnnte. Die Ergebnisse sind aus Na-
tolski u. Werner (2017b) entnommen und werden in Abschnitt 5.4 sowie

Kapitel 6 prasentiert.

e Zum Verstindnis der Unterschiede und Gemeinsamkeiten der Replika-
tionsprobleme trigt besonders Kapitel 7 bei. Zwischen dem Terminal-
Value-Matching und den zwei Cash-Flow-Matching Problemen leite ich
direkte Zusammenhinge her. Insbesondere kann das in Natolski u.
Werner (2014) eingefithrte Cash-Flow-Matching Problem leicht in das

Terminal-Value-Matching Problem {iberfiihrt werden. Wenn man die For-

19



Aufbau der Arbeit

derung der Statik des replizierenden Portfolios abschwicht und zul&sst,
dass mit dem Numéraire dynamisch repliziert werden darf, verschmelzen
die beiden Probleme in eines. Weiter stellt sich heraus, dass die beiden
Cash-Flow-Matching Probleme identisch sind, sobald die Cash-Flows der
Instrumente zeitlich separiert werden kénnen. In dem Fall finden Cash-
Flows zweier Instrumente entweder ausschlieflich an disjunkten oder
immer zu denselben Zeitpunkten statt. Zuletzt kann auch der Zusam-
menhang des Terminal-Value-Matching mit dem urspriinglichen Cash-
Flow-Matching mittels simultaner Diagonalisierung hergeleitet werden.
Die Ergebnisse dieses Teils sind bereits in Natolski u. Werner (2014)
publiziert.

e Auf dem Weg zur Begriindung der Replikation unter dem risikoneutralen
Maf, beweise ich in Abschnitt 4.3 eine neue Version des Hauptsatzes
der Finanzmathematik. Er erweitert den Satz von Dalang, Morton und
Willinger (siehe Dalang u. a. (1990)) in diskreter Zeit um die zusétzliche
Forderung, dass der Mafkwechsel vom risikoneutralen Maf zuriick zum
reellen Mafs in der ersten Zeitperiode beschrinkt ist. Isoliert ist dieser
Satz fiir die Replikationstheorie von geringer Bedeutung, jedoch erweist
er sich entscheidend fiir die Begriindung der Replikationstheorie, wie sie
in der Praxis umgesetzt wird. Der Beweis des Satzes ist in Natolski u.
Werner (2017¢) enthalten.

1.5 Aufbau der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es replizierende Portfolios als mathematisch fundierte Me-
thode zur Ermittlung des SCR zu etablieren und einen Vergleich analytischer,
numerischer und statistischer Eigenschaften verschiedener Replikationsmetho-
den zu unternehmen.

Zunichst bedarf es eines mathematisch klar definierten Ziels, das mittels der
Replikation erreicht werden soll. Neben der Zielformulierung stelle ich in Ka-
pitel 3 alle in der Praxis verwendeten Replikationsformulierungen vor und de-

finiere darauf basierend eine breite Klasse von Replikationsproblemen. Offene
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Punkte sind dabei

e die Prézisierung der Normen unter denen das Terminal-Value-Matching
und das Cash-Flow-Matching gelost werden sollen. Favoriten sind dabei
die Normen £! und £2.

e die Wahl des Wahrscheinlichkeitsmafes unter dem repliziert werden soll.
In der Praxis und in der Literatur (mit Ausnahme von Cambou u. Fili-

povic (2016)) wird ohne Hinterfragung das risikoneutrale Maf gewéhlt.

e die Wahl zwischen Terminal-Value-Matching und Cash-Flow-Matching,
eine Frage, die in vielen Artikeln angesprochen und qualitativ untersucht

wurde. Bisher herrscht dahingehend kein Konsens.

Aus dieser Klasse soll ein méglichst effizientes und zielfiihrendes Problem

ermittelt werden unter Beantwortung der offenen Punkte.

Der erste Schritt ist die Kldrung der Frage ob iiberhaupt ein Zusammenhang
zwischen der Zielsetzung und einem Replikationsproblem hergestellt werden
kann. In stetiger Zeit ist eine Verbindung zwischen der Zielvorgabe und dem
Terminal-Value-Matching bereits von Cambou u. Filipovic (2016) etabliert
worden. Zeitgleich haben wir in Natolski u. Werner (2017c) in diskreter
Zeit einen stirkeren Zusammenhang sowohl fiir das Cash-Flow- als auch
fiir das Terminal-Value-Matching gefunden. Diesen Zusammenhang werde
ich in Kapitel 4 detailliert erlautern. Man wird feststellen, dass unter ge-
eigneten Voraussetzungen alle Replikationsprobleme sinnvolle Methoden zur
Berechnung des SCR darstellen. Im Laufe dieser mathematischen Fundierung
der Replikationsmethode werden sich gleichzeitig erste Hinweise auf die
Beantwortung der Frage des optimalen Wahrscheinlichkeitsmafes und des

Matching-Problems ergeben.

Zur genaueren Beantwortung der offenen Fragen fiihre ich zunéchst in Kapitel
5 eine Diskussion {iber Vor- und Nachteile der verschiedenen Replikationspro-
bleme. Im Zuge dessen wird sich herausstellen, dass Probleme bei denen die

Fehler zwischen Cash-Flows quadratisch in die Zielfunktion eingehen, einen
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Aufbau der Arbeit

entscheidenden Vorteil bei der numerischen Losung haben. Die Anzahl der
verwendeten Szenarien fiir die Optimierung erzeugt bei diesen Problemen
keinen zusiitzlichen Rechenaufwand. Gliicklicherweise bietet die L£2-Norm
viel Struktur, die fiir eine mathematische Analyse genutzt werden kann,
um weitere Erkenntnisse {iber die Eigenschaften und Zusammenhénge der
Replikationsprobleme zu gewinnen. Neben Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen in Kapitel 6, leite ich in Kapitel 7 Zusammenhéinge her und erldutere
im Umkehrschluss die Konsequenzen fiir die Eigenschaften der replizierenden

Portfolios.

In Kapitel 8 priife ich schlielich replizierende Portfolios auf Konvergenzeigen-
schaften von Monte-Carlo Schitzern. Dabei zeige ich Konsistenz und asym-
ptotische Normalitit der Schitzer und leite Konvergenzgeschwindigkeiten im
fast-sicheren Sinn her. Insbesondere entspringt daraus die Konsistenz der empi-
rischen Zielfunktionen, welche die Verwendung replizierender Portfolios im Ri-
sikomanagement endgiiltig rechtfertigt. Keines der Replikationsprobleme kris-
tallisiert sich hierbei als besonders vorteilhaft heraus. Jedoch liefert das Kapi-
tel Resultate, die in der praktischen Anwendung niitzlich fiir das Testen und

Validieren der Schitzer sein konnen.
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2 Mathematischer Aufbau und

Problemstellung

Der Aufbau und die Notation ist iiberwiegend aus Natolski u. Werner (2014)

entnomimen.

2.1 Das mathematische Modell

Ausgehend von der diskreten Zeitachse' To := {0} U T mit 7 := {1,...,T}
fiir beliebiges T € N, wird ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum W :=
(Q,]:, (Ft)er ,W) definiert. Dabei sei F{ vollstandig und es gelte Fr = F.
Ferner seien P und Q zwei weitere Wahrscheinlichkeitsmafse auf dem messbaren
filtrierten Raum (Q, F, (Ft)ier ). Auf diesem Raum ist folgender Finanzmarkt
mit reellem Maf P definiert:

1. N := (Ni),oq, bezeichne einen positiven stochastischen Prozess, sodass

Q ein risikoneutrales Maf mit IN als Numéraire bildet.

1At
/ot
chastischer Prozess, der sdmtliche Risikofaktoren im Finanzmarkt abbil-
det (z.B. Ausfall- oder Zinsrisiko).

2. Sei (Rf‘)te,ro = (th, ..., RA ) o ein adaptierter Markovscher sto-

3. Sei (RtL)teTo = (th, o 7RlLL,t>te7—O ein adaptierter Markovscher sto-

chastischer Prozess, unter P unabhéngig von (Rf‘) T der sdmtliche Ri-

sikofaktoren der Verbindlichkeiten des Versicherers abbildet (z.B. Ster-

'In der gesamten Arbeit kann jede beliebige endliche Zeitachse {to, ..., tr} gewihlt werden.

Zur Vereinfachung der Notation verwende ich stellvertretend die natiirlichen Zahlen.
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Das mathematische Modell

beraten).

4. (RtA)te% und (RtL)teTo generieren jeweils die Filtrationen (}"{4) nd

(FF), - auf (Q,F) und es gilt F, = FV FE, Vi € T,.

te7y

teTo

5. Es befinden sich m handelbare Finanzmarktinstrumente auf dem Markt,
deren Wertentwicklungen Pfadabhingigkeit aufweisen konnen. Es exis-
tiert ein R%"-wertiger (Fi*)-adaptierter Prozess (D;') 17 und eine Funk-
tion CA : T x R* — R fiir jede Anlage i € {1,...,m}, sodass CA(t, D)
den Cash-Flow der Anlage ¢ zum Zeitpunkt ¢ darstellt. Fiir t = T ent-
spricht diese Barzahlung dem aktuellen Wert der Anlage.

6. Analog existiert ein R? -wertiger F’-adaptierter Prozess (D) o und
eine Funktion C% : R*" x RY" — R sodass CL(t, D, DF) dem Cash-Flow
der Liabilities zum Zeitpunkt ¢ entspricht.

7. Zusitzlich existiert ein Geldmarktkonto (Cash-Account) B mit Anfangs-
wert By = 1 und stochastischer Rendite r(¢, D) > —1 zum Zeitpunkt ¢.
Bezeichne

t—1

B, =[] (+r(s,D))

s=0
den Geldwert des Geldmarktkontos zur Zeit ¢.

Das Geldmarktkonto wird als Anlage ¢ = 0 bezeichnet, sodass

0, t=1,....T—1
Céq(tﬂqu): .
Bp, t=T

8. Mit S (t, D;“) = (SZ- (t, Df‘))izo ., wird der Preisprozess der m + 1

-----

Finanzinstrumente zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet.

9. x € R™! bezeichne das Anlagenportfolio des Versicherungsunterneh-

mens.

Im Fall, dass lediglich Plain Vanilla Optionen auf dem Markt gehandelt

werden, ist es hinreichend (D;“)te,r = (RA)teT

abhingige Optionen zugelassen werden, ist auch der Pfad der Risikofaktoren

zu setzen. Sobald aber pfad-

R4 relevant. So ist z.B. eine asiatische Option auf eine Aktie abhiingig vom
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arithmetischen Mittel aller vergangener Aktienkurse. Dieses Mittel kann
dann im Prozess D# gespeichert werden. Man kann sich also D4 als Prozess
vorstellen aus dem alle fiir die gehandelten Finanzinstrumente relevanten

Informationen abgelesen werden koénnen.

Analog ldsst sich bei den Verbindlichkeiten des Versicherers argumentieren.
Cash-Flows hiangen hier im Regelfall von der Zuweisungspolitik und der
Bilanzierung in der Vergangenheit ab (vgl. Bauer u.a. (2010)). Sowohl der
Bilanzverlauf als auch die vergangenen Zuweisungen werden im Prozess D

zusammengefasst.

Zur Vereinfachung der Notation fiihre ich folgende Bezeichnungen ein.

_ CH(t, D}, Df)

-
Cck: N :
~ T ~
L:=Y CF
t=1
- C{ (t, D))
A 7 ’ t
Oi,t T Nt )
~ T ~
A=Y CHh,
t=1
= Si(t,D)
Si = N,

bezeichnen jeweils die (aufsummierten) abdiskontierten Cash-Flows der Lia-
bilities und der Anlage i € {0,...,m} sowie den abdiskontierten Preisprozess
aller Anlagen. Die Cash-Flows der Finanzinstrumente zur Zeit ¢ und deren

Summe werden jeweils in einem Vektor zusammengefasst.
T
~A L (AA ~A
ctf_ghwnwc%g ,

K= (Ad,) =306

S = (Sorr o Se)
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Problemstellung

Fiir die Beziehung zwischen Preisen und Cash-Flows der Anlagen gilt wie {ib-
lich (vgl. Daul u. Vidal (2009))
ft) |

T
3, = KO (Z o
s=t

Insbesondere gilt damit C#4 = Sy, sodass der letzte Cash-Flow dem Wert der

Anlage entspricht. Die Interpretation ist, dass alle Anlagen zum Endzeitpunkt

T verkauft werden. Anlagen werden zum Zeitpunkt ¢ ge- und verkauft bevor
der Cash-Flow zum Zeitpunkt ¢ stattfindet.

2.2 Problemstellung

Ziel des Versicherers ist es die Verteilung der BOF in einem Jahr, also die

Verteilung der Zufallsvariable
BOF, = E® (N1 - <XTA . i) }E) — N, - E© <xTA . i\fl) L2

unter dem reellen Maf P zu bestimmen. Der Grund ist, dass die Solvency
IT Richtlinie von Versicherungen verlangt, das 99, 5%-Quantil (Value-at-Risk)
von BOF; unter dem reellen Mafs zu schitzen. Die Verteilung der Aktiva
N, - EC <XTA‘]:1> bei gegebenem Portfolio x ist entweder vollstindig be-
kannt oder kann durch effiziente numerische Methoden sehr gut angendhert
werden. Die Schwierigkeit liegt darin die Verteilung des zukiinftigen Wertes
der Liabilities N; - EQ <I~/‘.7-"1> und deren stochastische Abhéngigkeit von den
Aktiva zu schétzen. In der Praxis gibt es keine Moglichkeit die Verteilung der
Liabilities analytisch zu bestimmen. Wie schon in der Einleitung erwihnt, ist
der naheliegende Versuch die Verteilung mit der Nested Monte-Carlo Methode
zu bestimmen, mit einem zu hohen Rechenaufwand verbunden. Selbst bei ei-
ner Simulationsdauer von tiber 11 Minuten erreichten Bauer u.a. (2010) einen
relativen Schétzfehler von iiber 2%. Im Vergleich dazu erhalten sie bei Anwen-
dung des Least Square Monte-Carlo Verfahrens und einer Berechnungsdauer
von 24 Sekunden einen Schéatzfehler von weniger als 0,2%. In dieser Arbeit

widme ich mich dem Ansatz der replizierenden Portfolios. Der Rechenaufwand
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ist auf Grund der Verwandtschaft dhnlich zum Least Square Monte-Carlo Ver-
fahren (siche Pelsser u. Schweizer (2015)) und damit deutlich geringer, weil
lediglich unverzweigte Simulationspfade benotigt werden. Die Frage ist natiir-
lich inwieweit ein replizierendes Portfolio den bedingten Erwartungswert (2.1)

zufriedenstellend approximieren kann.
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3 Einfuhrung in die

replizierenden Portfolios

In einem vollstindigen Markt ohne Transaktionskosten kann jeder Claim
durch eine geeignete selbstfinanzierende Handelsstrategie perfekt repliziert
werden (vgl. Follmer u. Schied (2011)). In einem unvollstéindigen Markt ist
dies per Definition nicht moglich. Man kann aber versuchen eine selbstfinan-
zierende Strategie zu finden deren Auszahlungsprofil der des Claims md&glichst
nahe kommt. Mithilfe dieser Strategie kann die Wertentwicklung des Claims
approximiert und der Claim abgesichert werden. Analog kénnte im Rahmen
des Risikomanagements in der Lebensversicherung eine Strategie gefunden
werden, die dhnliche Cash-Flows produziert, wie die Liabilities. In diesem
Kontext ist Zweck der Strategie ein Risikomaf des zukiinftigen Werts der Lia-
bilities zu berechnen. Allerdings ist auf Grund von Vertragslaufzeiten von iiber
40 Jahren die dynamische Replikation von Cash-Flows eine rechenaufwindige
und wenig robuste Methode. Laut Pelsser (2003) sind dynamische Strategien
iiber einen solchen Zeitraum wegen der Transaktionskosten teuer und kénnen
mit der Zeit zu derart grofen Umschichtungen fiihren, dass der Preis der
Anlagen durch diese Umschichtungen beeinflusst wird. Daher bevorzugt er,
garantierte Rentenoptionen, wie sie in der Lebensversicherung klassischerweise
vorkommen, statisch zu replizieren. Oechslin u.a. (2007) haben als Erste
statische Replikation in den direkten Zusammenhang mit der Berechnung des
Risikokapitals in der Lebensversicherung gebracht. Ihr priméres Ziel ist dabei
die Approximation des Terminal Value der Liabilities mithilfe eines statischen
Portfolios. Die Berechnung des Risikokapitals erwdhnen sie dabei zunéchst

nur als mogliche Anwendung.
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Um ein geeignetes Replikationsportfolio zu finden, muss klar im Auge behalten
werden, dass es schlieflich zur Berechnung des Risikokapitals dienen soll.
Ausgehend von der Differenz zwischen dem iiber das Portfolio gendherten und
dem tatsdchlichen unbekannten Risikokapital, muss untersucht werden wie der
Abstand zweier Cash-Flow Profile definiert werden soll. Bei entsprechender
Definition besteht die Hoffnung, iiber Minimierung dieses Abstands eine gute

Néaherung des Risikokapitals zu erhalten.

Dieses Kapitel ist in drei Abschnitte aufgeteilt. Im ersten Teil erldutere ich,
welche Grofse Versicherungen tatséchlich quantifizieren wollen. Der zweite Teil
zeigt, welches Problem in der Praxis derzeit gelost wird. Um eine Briicke zwi-
schen der Zielgrofe der Versicherer und dem aktuell behandelten Problem in
der Praxis zu schlagen, definiere ich im dritten Teil ein allgemeines Replika-
tionsproblem. Dieses enthilt das Problem aus Teil zwei als Spezialfall. Die
Ergebnisse basieren iiberwiegend auf den Arbeiten Natolski u. Werner (2014)
und Natolski u. Werner (2017c).

3.1 Zielgrolle des Versicherers

Wie in Abschnitt 2.2 demonstriert, wollen Versicherungen die Verteilung der
BOF in einem Jahr unter dem reellen Maf berechnen. Eine entscheidende
Frage in diesem Kontext ist jedoch wie eine gute Anné&herung einer Vertei-
lung definiert wird. Diesbeziiglich sind zwei Herangehensweisen naheliegend.
Eine Moglichkeit ist den Abstand zweier Verteilungen iiber eine Metrik auf
Wabhrscheinlichkeitsmafen zu definieren. Hier steht eine breite Auswahl zur
Verfiigung, wie die Kolmogorov, Lévy oder Prokhorov Metriken. Einen gu-
ten Uberblick findet man in Gibbs u. Su (2002). Unabhingig von der Wahl
der Metrik, ist die gesamte Verteilungsfunktion entscheidend bei der Beur-
teilung ob sie gut approximiert wird. Anders kann es sich bei der Definition
eines Abstandsbegriffs iiber Risikomafe verhalten. Der Value-at-Risk und der
Average-Value-at-Risk sind Beispiele, in denen nur ein bestimmter Teil der

Verteilungsfunktion eine Rolle spielt. Die Frage ist also, ob es reicht nur einen
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Zielgrohe des Versicherers

bestimmten Teil der Verteilung anzundhern oder ob eine globale Schitzung
von Interesse ist.

Wie bereits bekannt, ist fiir Solvency II eine Schéitzung des Value-at-Risk be-
reits ausreichend. Zum Zweck der Allgemeinheit sei pp : X — R ein beliebiges
Risikomaf!, wobei X C L°(P) ein geeigneter noch zu wihlender Unterraum
ist, der spéter in Abschnitt 4.1 bestimmt wird.

Die wahre Zielgrofe ist pp angewendet auf die Verteilung der BOF (2.1), also

pp (BOF,) = pp (N1 .E2 (XTA - Lyﬂ)) . (3.1)

Allgemein mochte man mit einem Replikationsportfolio ¢ € R™*! dement-

sprechend folgende Differenz minimieren.
oe (Ni-E? (x"A —aA[R)) - pr (MBS (xA - [|F)) |
Zur Vereinfachung der Darstellung definiere ich den marktkonsistenten Wert

der Liability Cash-Flows (FVL) L, := N, -E2 <E|f1> und der Anlagen A, =
N, - E© <A‘}"1> in einem Jahr.

Um ein besseres Verstindnis fiir den Zusammenhang zwischen dieser Zielgrofe
und dem Replikationsproblem zu erlangen, sei nun beispielhaft angenommen,

pp sei ein subadditives Risikomafl. Dann gilt
Op (XTAl — El) — pp ((x — O()TA1>
= pp ((X - a>TA1 + aTAl — E1> — pPp ((X — OL)TA1>
< pp ((X - a)T;‘H) + pp <01TA1 — IN/l) —pPp ((X - a)TA1)

Pp <aTAl - El)

und analog

PP ((X - O‘)TA1> — PP <XTA1 - El)

= pPp (XTA1 - fq + fq - OéTAl) — pPr (XTAI - I/l)

!Derzeit wird im Zuge der Solvency IT Richtlinie der Value-at-Risk zum Signifikanzniveau

99,5% als Risikomafs angesetzt. Dieser ist fiir alle Verteilungen wohldefiniert.
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< pp <XTA1 — [~/1> + pp <i1 — OLTAl) — pp (XTA1 — E1)

= pp <L1 - OéTA1> )
sodass insgesamt folgt

b (- a"R) - (4 1)

< max {pp <aTA1 — fq) , PP (El — aT;‘q)} ) (3.2)

Unter der Annahme, dass (x — a)TAl und @"A; — Ly oder x'A; — L; und
f)l — aTAl komonoton sind, gilt fiir alle komonoton additiven Risikomafe
sogar Gleichheit. Aus dieser Tatsache ldsst sich vermuten, dass (3.2) sogar
eine scharfe obere Schranke ist. Da Subadditivitit eine wiinschenswerte
Eigenschaft eines Risikomales ist, stellt (3.2) die eigentlich zu minimierende
Zielgroke dar.

Vorteilhaft an (3.2) ist die Tatsache, dass das Portfolio x verschwunden ist.
Da x bekannt ist, ist die direkte Approximation des FVL iiber replizierende
Portfolios, wie in der Praxis umgesetzt, intuitiv. Die Schranke (3.2) liefert
eine mathematisch begriindete Rechtfertigung. Die Approximation der BOF
erfolgt damit parallel zur Approximation des FVL, weswegen in der Folge

lediglich vom FVL gesprochen wird.

Der Value-at-Risk ist bekanntlich nicht subadditiv, womit (3.2) nicht gilt.
In Abschnitt 4.2 wird demonstriert, dass die Replikationstheorie trotzdem
auch flir den Value-at-Risk erschlossen werden kann. Jedoch sprechen gewisse
Aspekte gegen die direkte Minimierung von (3.2). Aus regulatorischer Sicht
lasst sich argumentieren, dass die Approximation eines kleinen Teils der Ver-
teilung des FVL unzureichend ist um das allgemeine Verhalten der Liabilities
zu erkldren. Hinzu kommt, dass bei der Aggregation mehrerer Portfolios (z.B.
von Tochterfirmen eines grofsen Konzerns) ein groferer Teil der FVL Verteilung
einbezogen werden muss, wihrend im Asset Liability Management innerhalb
des Unternehmens sogar eine gute Annaherung der gesamten Verteilung bend-
tigt wird. In Abschnitt 4.1 fiihre ich Zielfunktionen ein, die den Abstand einer
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Losungsansatze in der Praxis

Zufallsvariable zum FVL mit einer Norm auf X messen. Bei Minimierung die-

ser Zielfunktionen wird dann die gesamte Verteilung des FVL angenihert.

3.2 Losungsansadtze in der Praxis

Zwar ist fiir konvexe Risikomafe (3.2) eine leicht zu minimierende Grofe, je-
doch ist man in der Praxis, wie oben ausgefiihrt, an einer allgemeineren Appro-
ximation der Verteilung des FVL interessiert. Daher versucht man den FVL in
einer zuvor festgelegten Norm zu approximieren. Weder in der Literatur noch
in der Praxis gibt es eine einhellige Meinung, welche Norm zu bevorzugen ist.
Derzeit werden vorwiegend zwei Debatten gefiihrt. Die Erste bezieht sich auf
die Wahl eines normierten Raums (L(WV), ||.||w), auf dem alle Zufallsvariablen
definiert sein sollen und iiber dessen Norm der Abstand zwischen zwei Zufalls-
variablen gemessen wird. Bis auf Ausnahmen (Beutner u.a. (2013), Pelsser u.
Schweizer (2015), Beutner u.a. (2015), Cambou u. Filipovic (2016) und Ha
(2016)) wird ohne Erwdgung W = Q gesetzt. Jedoch ist man sich uneinig
welche der Normen £'(Q) oder £2(Q) zu wihlen ist. Die zweite Debatte be-
zieht sich auf die Frage ob der abdiskontierte Cash-Flow (DCF) der Liabilities
in jedem Zeitpunkt separat oder lediglich die aufsummierten abdiskontierten
Cash-Flows bzw. der abdiskontierte Terminal Value (DTV) durch das Portfolio
moglichst genau abgebildet werden sollte. Ich stelle die Probleme im Folgenden

Vor.

3.2.1 Das Terminal-Value-Matching

In Oechslin u.a. (2007) wird argumentiert, dass es beim Vergleich zwischen
zwei Cash-Flows nur auf deren DTV ankommt. Jeder Geldbetrag kann sofort
in den Numéraire angelegt werden und dort gehalten werden bis zum End-
zeitpunkt 7. Anders gesagt konnen Cash-Flows rolliert werden. Der auf heute
abgezinste Endwert entspricht dann dem DTV des Cash-Flows. Es ist also
irrelevant zu welchem Zeitpunkt die Geldbetriage fliefsen, solange nur deren

abgezinste Summe tibereinstimmt. Haben zwei Cash-Flows den gleichen DTV,
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3.2.2 Das 2-Cash-Flow-Matching

so haben sie wegen des ,law of one price” zu jedem Zeitpunkt den gleichen
fairen Wert unter Beriicksichtigung der vorausgegangenen Zahlungen. Mit ei-
ner guten Replikation des DTV der Liability Cash-Flows, sollte auch der faire
Wert der Replikation in ¢ = 1 wenig abweichen. Mit dieser Begriindung empfeh-
len Oechslin u. a. (2007) das Losen des DTV-Problems. Als normierten Raum

wiihlen sie den £2 (Q) und formulieren damit folgendes Optimierungsproblem.

inf {E@ ([L - aTA} i

acRm+l

7)) )

Das analoge Problem im Raum L' (Q) taucht in der Literatur iiberraschen-
derweise kaum auf. Eine Erwdhnung findet man in Seemann (2011). Es wird
jedoch in der Praxis verwendet, weil es numerisch effizient zu 16sen ist. Es ist

gegeben durch

inf EC (‘L - aTA( ‘]—"0) . (LTV)

acRm+1

3.2.2 Das 2-Cash-Flow-Matching

Oechslin u. a. (2007) geben als Alternative zum Terminal-Value-Matching an,

dem Zeitpunkt der Zahlungsbetrige Bedeutung zu geben:

inf
acRm+1

iEQ ([éf _ aTé;“r ]-"0)] % . (QSCF)

Das analoge Problem im Raum £ (Q) wurde bisher nach meinem besten Wis-
sen von niemandem formuliert. Der Vollstindigkeit halber formuliere ich es

hier:

=

271 2
ael%fn+1 }"0>}] . (LSCF)

3 [EQ ()@; _aTE

t=1
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Losungsansatze in der Praxis

3.2.3 Das 1-Cash-Flow-Matching

In Natolski u. Werner (2014) und Natolski u. Werner (2017b) wird das folgende
alternative Cash-Flow-Matching Problem

T

inf E
acRm+1

t=1

= ([er-ared]

f0>] y (QACF)

angegeben.

Das analoge Problem im Raum L£'(Q) wird beispielsweise in Ozkan u.a.
(2011), Chen u. Skoglund (2012) und Adelmann u.a. (2016) verwendet.

T
inf ~ SEY <‘éf e
t=1

acRm+1

fo) . (LACF)

Der Unterschied zwischen dem 1-Cash-Flow-Matching und dem 2-Cash-Flow-
Matching, besteht lediglich darin, dass im Letzteren auf dem Raum R” implizit
die Euklidische Norm festgesetzt wurde, wihrend im Ersteren die Summen-
norm gewahlt worden ist, was die Namensgebung begriindet.

Obwohl bekanntlich alle Normen auf dem endlich dimensionalen Raum RT
aquivalent sind, wird sich noch herausstellen, dass die Losungen der beiden
Probleme QSCF und QACF &ufserst unterschiedlich sind.

Bemerkung 3.2.1

Es wird manchmal noch eine weitere Variante in Betracht gezogen. Dabei
partitioniert man das Zeitgitter T in sogenannte Buckets und summiert die
Cash-Flows in jedem dieser Buckets. Sei T ={1,...,t1} U{t1,...,t2} U... U

{txk_1+1,...,tx =T} eine solche Partition und setze ty := 0. Dann sind

tg
Cl= > C! Vk=1..K

t=tp_1+1

ty
Che= > Cf Vk=1,. K

t=tp_1+1
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3.2.3 Das 1-Cash-Flow-Matching

die aufsummierten abdiskontierten Cash-Flows in jedem Bucket. Die Zielfunk-
tion wird exakt wie im Cash-Flow-Matching gewdhlt, wobei statt iber allet € T
nun Gber alle k =1, ..., K aufsummaiert wird.

Dieses Matching Problem wird kurz in Seemann (2011) eingefiihrt, aber nicht
weiter analysiert. Es findet in der Praxis hdufig Anwendung. Da es aber aus der
mathematischen Perspektive vom Cash-Flow-Matching nicht zu unterscheiden

ist, wird es in der Folge nicht behandelt.
Insgesamt werden also sechs Zielfunktionen (mit Ausnahme von LSCF) in der

)

ngV(a) =E¢ (‘E - aTA‘ ‘«7'—0) 5

Praxis bevorzugt.

forv(e) = {EQ <[i _ aTA]2

serte) = |5 ([0 - arer]

fgSCF(a) = Z {EQ (‘@L —a'Cf fo)} ]2 )

ngCF(a) ZZZ [EQ ([@L - aTé?r «7:0)} )
teT
f?ACF(a) 5:ZE@ <‘@L - aTétA fo)

teT

Zwei Aspekte dieser Zielfunktionen sind dabei unerwartet. Bedenkt man, dass
das Risikomafs pp fiir die FVL Verteilung unter dem reellen Maf P berechnet
werden soll, ist es iiberraschend, dass alle Funktionen auch der ersten Periode
von t = 0 nach ¢t = 1 das risikoneutrale Mafs zuordnen. Da der heutige faire
Wert der Liabilities zweitrangig ist, wére es naheliegend hier in der ersten Pe-
riode das reelle Maf anzusetzen und erst danach das risikoneutrale Maf.

Der Grund ist, dass Versicherungsunternehmen Monte-Carlo Pfade der Cash-
Flows iiblicherweise mit einem Simulationsprogramm erzeugen, das auf Szena-

rien basiert, die von einem ,Economic Scenario Generator (ESG) bereitgestellt
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Definition des Replikationsproblems

werden. Laut aktueller Informationen sind diese Generatoren derzeit noch nicht
in der Lage, zuerst reelle Szenarien fiir die erste Periode und risikoneutrale Sze-
narien fiir die folgenden Perioden zu erzeugen. In Cambou u. Filipovic (2016)
wird argumentiert, dass sich reelle Szenarien durch einen Mafwechsel von Q
nach P leicht extrahieren lassen. Jedoch sind solche Mafkwechsel in den ESG
Tools des 6fteren nicht verfiigbar.

Der zweite Aspekt ist, dass alle Cash-Flows auf ¢t = 0 abdiskontiert sind.
Betrachtet man die Zielgroke (2.1), wiirde man den Faktor Ny in der Zielfunk-
tion erwarten. Nach meinem besten Wissen, gibt es keine plausible Erklarung,
warum dieser Faktor nicht auftaucht. Riicksprache mit Aktuaren hat ergeben,
dass die meisten Versicherungen die Zinsrate im ersten Jahr als konstant an-
nehmen, da der Numéraire als vorhersehbar vorausgesetzt wird. In dem Fall
spielt der konstante Faktor N; keine Rolle in der Optimierung. Ein zweites
Argument ist, dass die erste Periode nicht als das erste Jahr interpretiert wird,
sondern nur einen kleinen Zeitschritt ¢ > 0 nach einem instantanen Schock
(vgl. Abb. 1.6). In dieser kurzen Zeitspanne dndert sich der Numéraire kaum

und kann somit approximativ als konstant angenommen werden.

3.3 Definition des Replikationsproblems

Die eben vorgestellten Zielfunktionen lassen sich in einer gesamten Klasse von
Zielfunktionen zusammenfassen. In Anbetracht der Kritik an der Wahl des
Wahrscheinlichkeitsmafes Q in der Optimierung lasse ich das Mafs W frei wihl-
bar.

Definition 3.3.1 (Replikationsproblem)
Bezeichne L (W) einen Vektorraum reeller Zufallsvariablen auf W. Ferner sei-
en ||.|lw und ||.||z jeweils zugehirige Normen auf £L (W) und RT. Dann heifien

die Optimierungsprobleme

inf ||L— aTAH ) (3.3)
acRm+1 W

inf (Hé} - oﬁé;‘” ) (3.4)
acRm+l W/teT ||r
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Replikationsprobleme.
Problem (3.3) wird fortan als DT V-Problem fiir ,,Discounted Terminal Value“
und (3.4) als DCF-Problem fir ,Discounted Cash-Flow* bezeichnet.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Minimierung jeder Zielfunktion aus
Kapitel 3.2 ein Replikationsproblem darstellt. Insbesondere erhdlt man die
Zielfunktionen aus allen Kombinationen der Normen |.|lw = .||, ||-]l0z2
und ||.[[7 = |||, [|-]]2- Offensichtlich gehoren ngV und f,, zur Klasse der
DTV-Probleme, wihrend fSscp, frscr foacr und flaop der Klasse der

DCF-Probleme zugeordnet werden kdnnen.

Folgende Freiheitsgrade bleiben in Definition 3.3.1 vorerst noch offen.
e Prizisierung des Raums £ (W) und der Normen ||.||w, ||.||r
e Wahl des Wahrscheinlichkeitsmafses W
e Wahl des Numéraires N
e Wahl zwischen DTV und DCF

Die Frage, wie man das Replikationsproblem am besten prizisiert, begleitet
den Lauf der gesamten Arbeit. Hierbei ist es wichtig im Auge zu behalten,
was man mit dem Replikationsportfolio am Ende erreichen mochte. Auf einige
dieser Fragen werde ich keine eindeutige Antwort bieten kénnen. Jedoch wird
man die Auswirkungen auf das Replikationsportfolio und dessen Eigenschaften

besser verstehen.

Zunachst muss jedoch iiberpriift werden, ob ein Replikationsproblem fiir die
in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Problemstellung {iberhaupt zielfiihrend sein kann.
Es ist also eine Begriindung der Replikation nétig. Im Zuge dieser Begriindung

wird sich bereits eine bestimmte Wahl fiir W als vorteilhaft erweisen.
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4 Begrundung der

Replikationstheorie

Wie in der Einleitung bereits erwidhnt, haben bereits Beutner u.a. (2013),
Pelsser u. Schweizer (2015), Beutner u.a. (2015) und Cambou u. Filipovic
(2016) zeitgleich mit Natolski u. Werner (2017c) zum Thema dieses Kapitels

beigetragen. Trotzdem sind einige Liicken offen geblieben.

In ihrer Analyse gehen Beutner u.a. (2013), Pelsser u. Schweizer (2015) und
Beutner u.a. (2015) stets vom DTV-Problem aus. Das ebenfalls in der Praxis
beliebte DCF-Problem wird nicht behandelt. Zudem gilt ihr Augenmerk
dem asymptotischen Verhalten der replizierenden Portfolios. Der wesentliche
Beitrag der Arbeiten ist die Angabe der Geschwindigkeit mit welcher die
Varianz des Fehlers zwischen den Terminal Values und damit auch die Varianz
des Fehlers im FVL mit der Anzahl der Replikationsinstrumente und der
simulierten Szenarien gegen Null konvergiert. Es werden jedoch keine Feh-
lerschranken fiir eine feste Anzahl an Instrumenten hergeleitet. Desweiteren
wird nicht geklirt warum es hinreichend ist fiir das Replikationsproblem, wie
in der Praxis iiblich, das risikoneutrale Maft W = Q zu wéhlen.

Dagegen leiten Cambou u. Filipovic (2016) Fehlerschranken fiir den Terminal
Value bei fester Anzahl an Replikationsinstrumenten her. Jedoch arbeiten sie
in einem zeitstetigen Modell, was auch sie daran hindert das DCF-Problem
einzubeziehen. Zudem lassen sie in der Replikation lediglich das reelle und das
risikoneutrale Maf zu und kommen zu dem Schluss, dass das risikoneutrale
Mafs gewadhlt werden sollte. Andere potentielle Wahrscheinlichkeitsmafe

werden in ihrer Arbeit nicht beriicksichtigt.
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Insgesamt wurde also bereits Einiges fiir die Begriindung der Replikationstheo-
rie geleistet. Jedoch fehlt vorwiegend eine Begriindung des DCF-Problems.
Dazu bleibt auch die Frage nach der Wahl eines eventuell besser geeigneten
Wahrscheinlichkeitsmafes W.

Im Folgenden werde ich diese offenen Fragen behandeln und somit eine pré-
zisere und mathematisch fundierte Formulierung des Replikationsproblems er-
arbeiten. Die hier préisentierten Resultate sind im Wesentlichen aus Natolski

u. Werner (2017¢) entnommen.

4.1 Zielfithrender Losungsansatz fiir koharente

Risikomalle

Wie zuvor erwéhnt sind Versicherungen an einer umfassenderen Annaherung
der Liabilities interessiert, obwohl die Minimierung von (3.2) fiir konvexe Risi-
komafse ein einfach zu losendes konvexes Optimierungsproblem darstellt. Des-
wegen minimieren sie einen Abstand zwischen den Cash-Flows der Liabilities
und des replizierenden Portfolios mittels der Zielfunktionen (3.3) und (3.4) aus
Abschnitt 3.2. Es bleibt also zu kliren, wie die Zielfunktionen mit der Haupt-
zielgrofe (3.2) vereinbart werden konnen.

Um diese Liicke zu fiillen, wiirde man gerne das Risikomaf pp durch eine £P-

Norm mit 1 < p < oo in folgender Form beschrinken:

pp (X) < const - [ X|lp,, VX € LV(P). (4.1)

Bemerkung 4.1.1
Tatsdchlich gilt fiir den Average-Value-at-Risk eine solche Ungleichung. Kaina
u. Rischendorf (2009, Theorem 4.1) beweisen, dass der Average-Value-at-Risk
zum Signifikanzniveau B € (0,1) die Darstellung

AVaRg(X) = sup Ew (X), VX e L'(P),

WGZB
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Zielfiihrender Lésungsansatz fiir kohdrente Risikomafke

hat, wobei Zz := {W W < } Daher kann folgende Ungleichung fiir jedes
1<p<oo, X €LF(P) hergeleztet werden:

dW
|AVaRs(X |_|sup Ep<dP X)\ BEP(\X\) \XHPP

Allgemein gilt Satz 4.1.2 (Kaina u. Riischendorf (2009, Korollar 2.6)).

Satz 4.1.2
Jedes endliche kohdrente Risikomaf p : LP — R st Lipschitz-stetig.

Somit ist (4.1) fiir alle kohdrenten Risikomafe mit moglicherweise unbekannter

Konstante erfiillt.

Man nehme nun an es gelte Ny € L2(P) fiir ein 1 < ¢ < oo. Durch die
Holder-Ungleichung erhilt man fiir beliebiges X € £P (P) mit ]13 + é =1

[pe(N1 - X)| < const - [N X[lp, < const - [Niflp, [ X[, (42)

Ist also pp kohédrent und endlich und Ny € L7(IP), so ist pp auch Lipschitz-
stetig beziiglich der £P-Norm, wobei p dual zu ¢ ist. Wie die Zielfunktionen
in Abschnitt 3.2 andeuten, sind in der Praxis die £'- und £2-Normen iiblich.
Daher sollte die Annahme N; € L2 (P) bzw. Ny € £ (P) erfiillt sein.

Offensichtlich spielt X die Rolle des Residuums E@ (aTA — E‘]—'l). Um Un-
gleichung (4.2) als Schranke verwenden zu kénnen, muss folgende minimale

Annahme der Integrierbarkeit getroffen werden.

Annahme 1
Es qilt

S, = EQ (A\fl) e LY(P)™+,
o (i\fl) e L1(P).
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Annahme 1 wird spéter in Abschnitt 4.3 eine wichtige Rolle spielen, da sie
sich als wichtige Bedingung fiir den in Satz 4.3.4 formulierten Hauptsatz der

Finanzmathematik herausstellen wird.

Offensichtlich méchte man die Schranke (4.2) auch fiir hohere £?(P)-Normen
verwenden. Eine einfache Moglichkeit ist, die Integrierbarkeitsforderung aus
Annahme 1 entsprechend auf L£P(P) zu erweitern. Das letztlich angestrebte
Ziel ist jedoch eine obere Schranke beziiglich der Zielfunktion eines Replikati-
onsproblems wie in Abschnitt 3.2 zu finden. Um diese wiederum wohlzudefinie-
ren, waren weitere Voraussetzungen notig. Um eine einheitliche und moglichst
minimale Voraussetzung der Integrierbarkeit zu finden, lohnt es sich den in
Satz 4.3.4 formulierten Hauptsatz der Finanzmathematik vorwegzunehmen.
Aus ihm geht hervor, dass Annahme 1 bereits die Existenz eines risikoneu-
tralen Makes Q garantiert, sodass C‘% . € L>®(P) und ‘é% € L% (P) gilt.
Proposition 4.1.3 nutzt diese Aussage um sowohl Schranke (4.2) als auch die

Zielfunktionen aus Abschnitt 3.2 wohlzudefinieren.

Proposition 4.1.3 (Wohldefiniertheit)

Sei Annahme 1 erfillt und fiir festes 1 < p < oo gelte CA € LP(P)™ und
CL e £P(P) fir allet € T. Dann existiert ein dquivalentes risikoneutrales Maf
Q, sodass

2 (A

]-“1> e LP(P)™H,
o (z\fl) e L7(P)

und Ci* € LP(Q)™ und CF € LP(Q) fiir allet € T.
Insbesondere sind fiir p =1 und p = 2 jeweils die Zielfunktionen f?TV; fgscp
ngCF und ngw fgsCF , ngCF wohldefiniert.

Beweis. Nach Satz 4.3.4 existiert ein risikoneutrales Ma Q, sodass &| ¢

dQ | x,
£ (P) und &2 € £ (P).
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Zielfiihrender Lésungsansatz fiir kohdrente Risikomafke

Fiir jedes Y € LP(P) gilt dann

dP
i, - (], o)
Pp d@ Fi Pp
dP
<Gl | = (R)
dQ 71 P,00 P.p
Jensen || P
= d@ . o H H]P’,p
< 0

Auf Grund des beschrankten Makwechsels %% e £ (P) gilt auch CA e
£P(Q)™! und CF € £P(Q) fiir alle t € T, woraus die zweite Aussage direkt

folgt. O

Tatséchlich sind die Annahmen von Proposition 4.1.3 hinreichend um alle in
dieser Arbeit eingefiihrten Zielfunktionen wohlzudefinieren. Dementsprechend
wird von nun an mit Q implizit ein risikoneutrales Maf wie in Satz 4.3.4

bezeichnet. An entsprechender Stelle werde ich darauf wiederholt hinweisen.

Betrachtet man nun Schranke (4.2) mit den typischen Parametern p = 2 bzw.

p =1, so sind die neuen Zielfunktionen
fof(a) = |EF ([E@ (£7) ~E2 (a7A|7)| ‘J—"o)} T3

_ ’E@ (Em) _ RO (aTA}ﬂ)

= ‘EQ (i — aTA}}])

b
P2

HP,Q’
PO () .= EF <‘E@ (E|f1> _E© (aTA‘}‘I) ”R) (4.4)
_ HE@ (E@ (E\fl) . aTA}ﬂ)

52 (2 - a7A}R)

P,1

Pl
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nach Proposition 4.1.3 wohldefiniert! und durch nachfolgende Proposition 4.1.4
motiviert. Die Proposition schligt die Briicke zwischen der umfassenden Ap-
proximation der Verteilung der Liabilities und einer guten Schitzung der Ziel-

grofe.

Proposition 4.1.4
Ist pp kohdarent und endlich, so gilt

‘pp (BOFl) _pp (N1 _EQ (XTA . aTA\f1)> ‘

< const - [[Ni[p, HEQ ([: - aTA|]:1>

‘IP,p
P, ..
HNIHIP’,Q fQ$V<a)7 Jirq=p=2,

1Nl oo frrv(@),  fiir g =o0,p=1.

= const -

Beweis. Aus (3.2) und Satz 4.1.2 folgt

‘pp (BOF1> — o (N1 .EC (XTA _ al&\fl)) ‘
= |op (N1 B2 (x"A = L|7)) = pr (N1 -E? (x"A — 2" A| 7)) |
< max {pp (aTAl — I~/1> s PP <[~/1 — aTAl)}

< const - HNl .E© <l~} — aTA|]-"1>

Pp

und somit ist die erste Ungleichung Konsequenz der Hélder Ungleichung.
Die Gleichung entsteht daraufhin durch direktes Einsetzen der Definitionen
von fgé@v und f%%- O

Bemerkung 4.1.5

Ist der Numéraire vorhersehbar, so ist Ny konstant, also insbesondere N, €
L (P) und es kann die L' (P)-Norm, f1:3, fiir die Optimierung gewdhlt werden.
Folgt dagegen die Zinsrate einem Hull-White oder CIR Modell, das in diskreten

Zeitpunkten beobachtet wird, missen quadratische Fehler minimiert werden wie

'Fiir fgé,@v setze ich entsprechend Proposition 4.1.3 zusitzlich C2A e £2(P)™*! fiir alle
te T und L € L2(P) voraus.
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Zielfiihrender Lésungsansatz fiir kohdrente Risikomafke

in fg%. Auf Grund der Ungleichung f%@v(a) < fgé@v(a) fiir jedes o € R™*!

liefert f%@‘, allerdings schdarfere Schranken.

Bemerkung 4.1.6
Ist pp der Average-Value-at-Risk auf gegebenem Signifikanzniveau B > 0, liefert
Proposition 4.1.4

‘pp (BOF1> — o (N1 o (XTA _ aTA\fl)) ‘
NNl foy (@), falls Ny € L2 (P),
NNlp oo frirv (), falls Ny € L (P).

Bemerkung 4.1.7

Proposition 4.1.4 kann leicht von kohdarenten auf endliche konvexe Risikomafe
erweitert werden, wenn der Fehler in der entsprechenden LP (P)-Norm hin-
reichend klein ist, da lediglich die lokale Lipschitz-Stetigkeit des Risikomafies

benotigt wird.

Daher sind die beiden Zielfunktionen fgé@v und f%@v naheliegende Kandi-
daten fiir die Optimierung, um die Verteilung der Liabilities anzundhern.
Jedoch stellen diese beiden Zielfunktionen noch kein Replikationsproblem
nach Definition 3.3.1 dar. Tatsédchlich braucht man fiir deren Minimierung
Szenarien der Zufallsgroke EC <l~)‘.7-"1). Das wiére allerdings gleichbedeutend
mit der Erzeugung von Szenarien der BOF in einem Jahr. Gerade auf Grund
der zeitaufwendigen Erzeugung solcher Szenarien wurden die replizierenden

Portfolios erst eingefiihrt.

Nichtsdestotrotz ist die Einfiihrung der Zielfunktionen fggv und ff’j@v sehr
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niitzlich. Definiert man das Wahrscheinlichkeitsmal @ durch
O(A) :=EF (E? (14]F)), VA€ F, (4.5)

so entspricht dies exakt der Zuordnung des reellen Wahrscheinlichkeitsmafses

P auf alle Szenarien bis ¢ = 1 und des risikoneutralen Mafes Q ab t = 1.

Bemerkung 4.1.8
Ha (2016) definiert das Maf © (in seiner Arbeit notiert mit P) dquivalent
durch den Mafwechsel

o F
dP "~ pgr (Z% ;1)

Setzt man W = O und wihlt die Normen £'(Q) und £2(0), sowie die Sum-
mennorm ||.||; und die Euklidische Norm ||.||o auf R im DTV-Problem bzw.

DCF-Problem, so erhélt man analog zu den Zielfunktionen in Abschnitt 3.2

A7)

vt = (8 ([ o]

“[o-e],,.

0,2
f?TV(a) = EIP <EQ <‘£ — aTA‘ f1> fo)

=[Z-o"A], .

0,1

-

fosor(a) = _Z B’ (EQ ([@L -aTe] E) ‘R)] |

LteT

I

2
AL TEA
Cy —a C

Y

-z
Fuortor =[5 (52

LteT

0,2

NI

<L TA
Cy —a C

2

)]

-1

LteT

(NI

2

L TEA
Cy —a C

Y

0,1
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Zielfiihrender Lésungsansatz fiir kohdrente Risikomafke

)]
7))

rcrte) =30 |8 (9 ([0F - a7t

teT

_ ; ‘
frace(@) =) E° (EQ (

teT

teT

)

5L TEA
Cy —a C
0,2

Ck—a'C

5L TEA
Cy —a C

0,1

Per Definition erzeugen alle sechs Zielfunktionen ngw f?TV, fgSCF, fPSCF,
fg acp und ngCF Replikationsprobleme. Thre Wohldefiniertheit kann unter
denselben Voraussetzungen garantiert werden, wie im Fall der analogen Ziel-
funktionen unter dem Maf Q aus Abschnitt 3.2 (vgl. Proposition 4.1.3).

Proposition 4.1.9

Sei Annahme 1 erfillt und fir festes 1 < p < oo gelte CA € LP(P)™ und
CL e £2(P) fir alle t € T. Dann gilt auch C* € £P(Q)™! und CF e £P(0)
fiir allet € T.

Insbesondere sind fiir p =1 und p = 2 jeweils die Zielfunktionen f?TV, f?SCF,

0 ) o) 0 .
fracr und fQTV7 stcF ) fQACF wohldefiniert.

Beweis. Nach Satz 4.3.4 ist :1%‘ € L£2(P) und & € L£>(P). Fiir jedes
F
Y € £P(P) gilt also nach Formel von Bayes (Musiela u. Rutkowski (2005,

Lemma A.1.4)):
7))

Ba:yes EP (Ep (@ ) dP

1Y llg,, = B (2 |y ]

)

dP dQ|
1
dQ dP| ||
<l 7 Y lp,
AP dQ|x |,
< Q.
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Fiir ngw fgSCF, ngCF und forv, freom fracy muss also jeweils fiir p = 2
und p = 1 zusitzlich die Annahme C* € £LP(P)" 1, CF € LP(P) fiir alle t € T

gemacht werden.

Die néchste Proposition zeigt, dass jede Zielfunktion auch eine obere Schranke
fiir (3.2) darstellt. Damit sind es diese Funktionen, die Versicherungen tatséch-

lich in der Optimierung verwenden sollten.

Proposition 4.1.10
Fiir alle o € R™* gelten die folgenden Ungleichungsketten

fg%(a) < ngv(a) < ngCF(a) <VT- fSSCF(a)a
Ei("@v(a) < f?TV(a) < ngCF(a) <VT- f?SCF(a)'

Tatséachlich gilt noch eine Reihe weiterer Ungleichungen zwischen den Zielfunk-
tionen, die das Bild {iber relative Grofenordnungen erweitern. Diese werden
spéter in Propositionen 5.3.3 und 5.3.4 fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsmalfse
hergeleitet. Proposition 4.1.10 dient zunéchst nur der Herstellung einer Ver-

bindung zwischen (3.2) und den eben eingefiihrten Zielfunktionen.

Beweis. Anwendung der Jensen-Ungleichung ergibt fiir alle o € R™*?

for () = EP’ ([EQ (E ~a'A ﬂ)] 2 %)]
< |E* (E@ ((L = aTA>2 fl) fo)]

= ngv(a)

=

D=

und analog
Ei@v(a> < ngv(a)~

Aus der Minkowski Ungleichung folgt
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Der Fall Value-at-Risk

o s
fone =2~ aTA],

— St -aTcp
teT 0,2
<Y ] CL — oA
0,2
teT

= ngCF<a)

und analog

ngV(“) < f?ACF(O‘)'

Schlieklich liefert die Cauchy-Schwartz Ungleichung

f8AOF<a> = Z H@L - O‘Té?
teT

0,2

2
5L TA
Cy —a C

Y

3|

]

0,2
=VT- I SSCF<a)
und analog
f?ACF(a) <VT- f?SCF(a)'
Damit ist die Ungleichungskette vollstindig. O

4.2 Der Fall Value-at-Risk

Der Spezialfall des Value-at-Risk, welcher durch die Solvency II Richtlinie
als Risikomals vorgegeben ist, erweist sich als etwas komplizierter. Offenbar
kann man das Vorgehen fiir kohdrente Risikomafse nicht wiederverwenden, da
der Value-at-Risk bekanntermafen nicht subadditiv ist. Um das Replikati-

onsproblem in diesem Kontext zu begriinden muss von vorne begonnen werden.
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Einen guten Anfang macht hier Lemma 4.2.1. Es ist durch Satz 7 in Henrion
u. Outrata (2005) inspiriert, welches ein dhnliches Ergebnis in der Kolmogorov
Metrik statt der Prokhorov Metrik beweist.

Lemma 4.2.1
Sei € (0,1) und X beliebige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx, die
an der Stelle VaRg(X) differenzierbar ist mit

F'(VaRg(X)) > v (4.6)

fr ein v > 0.

Dann existiert eine Konstante 6 > 0, sodass VY mit dp(X,Y) < § gilt
1
|VaRs(X) — VaRs(Y)| < (1 + —> -dp(X,Y),
g
wobei dp die Prokhorov Metrik bezeichnet (siehe z.B. Huber (2004)).

Dieses Ergebnis ist niitzlich um eine Art Lipschitz Schranke fiir den Value-at-
Risk herzuleiten. Da die zukiinftigen Basic Own Funds BOF (definiert in 2.1)
einer festen Zufallsvariable entsprechen, kann BOF die Rolle von X in Lemma
4.2.1 einnehmen. Es bleibt dann noch den Prokhorov Abstand zwischen BOF,
und einer beliebigen Zufallsvariable Y in einer e-Umgebung von BOF; im £!

Sinne zu beschranken.

Beweis. Offensichtlich ist Fiy an der Stelle VaRz(X) stetig und streng monoton
steigend ist. Daher gilt

Fx (VaRg(X)) = f.
Weiter folgt aus (4.6), dass es eine Konstante > 0 gibt, sodass Ve € (0,7)

Fy (VaRg(X)) — Fx (VaRg(X) — ) > 7 - ¢, (4.7)
Fx (VaRg(X) + €) — Fx (VaRg(X)) > 7 - e. (4.8)
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Der Fall Value-at-Risk
Sei dp(X,Y) =€ < §:=+-n. Dann gilt
1 dp=e 1
P(YﬁVaRB(X)— (1+—) e) < IP(XSV&R[;(X)——E) +e
v v

— Fy (VaRg(X) = %) +e

(4.7)
< FX (VaRﬁ(X)) —€+€

= f.
und analog

1 dp=¢ 1
P (Y < VaRs(X) + (1 + ;> e) >p (X < VaRs(X) + ;e) —€

— Fy (VaRg(X) + %) e

(4.8)
Z FX (VaRg(X)) +e—¢€

— 8.
Somit erhilt man
1 1
VaRg(X) — (1 + ;) € S VaRg(Y) S VaRg(X) -+ (1 -+ —) €
bzw.

‘VaRg(X) - VaRﬁ(Y)’ < (1 n %) dp(X,Y)

Da Y mit dp(X,Y) < § beliebig war, ist der Beweis vollsténdig. O

Proposition 4.2.2

Fir X = BOF, und g € (0,1), seien die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1
fur ein v > 0 erfillt. Dann existiert eine Konstante 6 > 0, sodass fir alle Y
mit dp (BOF,,Y) < 6 gilt

N

|VaRs (BOFy) — VaRs(Y)| < (1 - %) - (E" (|BOF, —Y|))*.
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Beweis. Bezeichne mit dy, die 1-Wasserstein Metrik, die definiert ist durch

dw (X,Y) := inf EF (U = V).
UgX
viy

In Gibbs u. Su (2002) wird folgende allgemeine Ungleichung bewiesen:

dp (X,Y) < \/iw (X,7).

Nach Lemma 4.2.1 gibt es eine Konstante 6 > 0, sodass VY mit
dp (BOF,,Y) < ¢ gilt

[VaR(BOF,) — VaR(Y )| < L - dp (BOF,,Y) < (1 + %) - \/dw (BOF,,Y).

Unter Einbezug der offensichtlichen Ungleichung
dw(BOF,,Y) < E" (|BOF, — YY),

folgt damit

NI

|VaR(BOF)5 — VaR(Y)s| < (1 + %) - (E" (|BOF, —Y|))?.

Korollar 4.2.3
Sei 8 > 0. Erfillt X = BOF, die Voraussetzungen aus Lemma 4.2.1

fir ein v > 0, dann exzistiert 6 > 0, so dass unter der Bedingung

dp (BOFl, N, - EQ ((x —a)" A‘]ﬂ)) <& folgt

‘ VaR; (BOF,) — VaR; <N1 S ((x —a)’ A)ﬂ))

1 P,Q
_ (1+4) - IVl fQ;V<a>, falls Ny € £ (P),
(1 2)  fIN oo/ SER (00), Jalls Ny € £ (P).

Beweis. Folgt direkt aus Proposition 4.2.2 und Anwendung der Cauchy-

Schwarz Ungleichung. O]
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Der Fall Value-at-Risk

Bemerkung 4.2.4
In der Prazis ist es normalerweise unmaoglich Figenschaft (4.6) fir die Vertei-
lung von BOF, zu tberprifen. Jedoch kann sie durch Simulation hinreichend

genau verifiziert werden.

Wie das folgende Resultat von Henrion (2006) verdeutlicht, kann Annahme
(4.6) nicht wesentlich abgeschwicht werden um Lipschitz-Stetigkeit des Value-

at-Risk, wie in Proposition 4.2.2, zu erhalten.

Satz 4.2.5

Sei € (0,1) und X eine beliebige eindimensionale Zufallsvariable mit stetiger
Verteilungsfunktion. Dann ist der Value-at-Risk zum Niveau [ fiir kein o > 0
lokal Holder-a-stetig um X beziiglich jeder Metrik auf dem Raum der Wahr-

scheinlichkeitsmafe, die schwdcher ist als die Metrik der totalen Variation.

Thr Gegenbeispiel kann ohne Schwierigkeiten modifiziert werden um zu zeigen

dass auch beziiglich jeder £P-Norm keine (lokale) Holder-Stetigkeit gegeben ist.

Zusammenfassend kann man also bei zuséitzlichen Informationen {iber die Re-
gularitdt der Verteilung von BOF;, auch fiir den Value-at-Risk von BOF),
Schliisse aus der Losung des Replikationsproblems ziehen. Damit ist die theore-
tische Begriindung des Replikationsproblems hergeleitet. Die bisher wichtigsten

Erkenntnisse sind in Satz 4.2.6 zusammengefasst.

Satz 4.2.6 (Fundierung der Replikation unter Q)
Sei Annahme 1 erfillt und C} € LP(P)"+!, CF € LP(P) fir alle t € T, sowie
Ny € LY(P), wobei % + % = 1.

Ist pp kohdrent und endlich, dann gibt es eine Konstante K, > 0, sodass
)pp (BOF1> — o <N1 _EQ (XTA - aTA|f1)> ]

O .
< Kp' ”NlHRQ fQTV(a>> fir g =p=2,

HNlHP,oo f?TV(a>7 fiir g =o00,p = 1.
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Insbesondere kann im Fall pp = AVaRg, f € (0,1) K, = % gesetzt werden.

Sei B € (0,1) und erfille X = BOF, zusdtzlich die Voraussetzungen aus Lem-
ma 4.2.1 fiir ein v > 0. Dann existiert § > 0, sodass
dp (BOFl, N, - E@ ((X - a)TA‘]—])> < 0 impliziert

Vakis (BOF,) = Vals (N B ((x - )" A| 7)) ’

(1) IVl /£ (@), fiira=2,p=2,
(1+2) - INilloo (@), fiir g = o0,p = 1.

Beweis. Folgt direkt aus Proposition 4.1.4 bzw. Bemerkung 4.1.6 und Korollar
4.2.3, sowie Proposition 4.1.10. O

Ich werde nun iiberpriifen ob das Replikationsproblem auch fiir andere Malse
sinnvoll ist. Insbesondere ist interessant, ob die Wahl W = Q wie in der Praxis

tiblich, ebenso obere Schranken fiir (3.2) liefert.

4.3 Replikation unter W = Q

Da die Zielfunktionen ngV und f?TV bereits als obere Schranken fiir den Ap-
proximationsfehler ausgemacht wurden, reicht es diese Funktionen wiederum
durch die Zielfunktionen unter Q nach oben zu beschrénken. Der folgende Satz
liefert den Schliissel.

Satz 4.3.1 (Fundierung der Replikation unter Q)

Sei Annahme 1 erfillt, Fy trivial und C* € £r (P)™™, C¥ e £P (P) fir 1 <
p < oo. Dann existiert ein dquivalentes risikoneutrales Mafs Q, sodass C4 €
L£P Q)™ Ot e £P(Q) und Z = %’E € L®(Q) und fiir2<p<oo, qg>1
mit%—l—ézlgiltVaeRm“:

ngv(a) < \/ HZH@#I. [EQ <‘E B aTA‘p

1

7))
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Replikation unter W = Q

< /Izle, 3 |2 (
teT
1-1
ST 7\ Zllg,-

Analog, giltfﬁrl§p<oo,q>1mz't]lo+%:1

~ ~ . |P
L THA
Cy —a C

7))

3 EC (‘Of e p‘f())] "

teT

p

o
)
)]

(o) < 11Zlq, - [B° (|2 - 74

<12, ¥ e
el (

teT

5L THA
C;y —a C

[

<T5 - ||Zllg, - ¢l —a’C!

Korollar 4.3.2

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3.1 gilt

forv S\ Zllgee fory < 1 Zllgue forcr < VT - /1 Zllguo foscr

o)
fLTV < ||Z||@,oo' ngv < ||Z||Q,oo' ngCF < \/T ||Z||@,oo' f%cp

Beweis von Korollar 4.3.2. Die Aussage folgt jeweils direkt durch Einsetzen
von p =2 und p = 1 in Satz 4.3.1 bis auf ngCF <VT-. f,éQSCF. Diese Unglei-
chung ist Konsequenz der Cauchy-Schwarz Ungleichung. [

Bemerkung 4.3.3
Es gilt allgemein fiir R= LTV, QTV, QSCF, LSCF, QACF, LACF

0)
fr S\ Zllge - R

Der Beweis ist trivial, da aus jeder Zielfunktion lediglich die ||.|co-Norm des
Maflwechsels C%‘ herausgezogen werden muss. Daraus kann entnommen wer-
den, dass Replikatlion unter dem aus P und Q kombinierten Maf O grundsdtz-

lich bessere Schranken liefert und daher bevorzugt werden sollte.
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Der Beweis des Satzes 4.3.1 ist technisch und bedarf einiger Vorbereitungen.
Die Annahme der Existenz eines risikoneutralen Mafes Q wie in Satz 4.3.1 ist
nicht trivial. Im Black-Scholes Modell in stetiger Zeit ist die Radon-Nikodym
Ableitung Zl% auf Grund des Satzes von Girsanov bekanntlich lognormal ver-
teilt. Daher wire das Black Scholes Modell hier nicht anwendbar. In diskreter
Zeit ist die Situation anders. Satz 4.3.4 liefert das Kernresultat, welches ich

iiber mehrere Etappen beweise.

Satz 4.3.4 (Hauptsatz der Finanzmathematik)
Sei Annahme 1 erfillt und Fy trivial. Dann existiert ein dquivalentes risiko-

neutrales Maf Q, sodass ;l% . € L>(P) und % € L™ (P).
1

Insbsondere existiert ein Maff Q wie in Satz 4.3.1 unter der Bedingung CA e
£r (P)™, Ct e 2 (P) firl < p < .

Ich schlage den Weg iiber das sogenannte (Gain-Loss-Ratio ein, welches von
Bernardo u. Ledoit (2000) eingefiihrt wurde.

Bezeichne AS, := S;—S,_; den Vektor der Gewinne bzw. Verluste jeder Anlage
zwischen ¢t —1 und ¢ und sei die Menge der vorhersehbaren selbstfinanzierenden

beschrinkten Strategien definiert durch

(Ht — Ht_l)—r St—l - 0, t c T
H = (Ht)te'ﬁ) € EOO (IP)) Ht € .thl, t e T
H/S, R

Weiter bezeichne

K= {Z H[AS| (H,),. € ’H} (4.9)

t=1

den konvexen Kegel der zulissigen Gewinne zum Endzeitpunkt 7.
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Replikation unter W = Q

Da jede Strategie in H beschriinkt ist und S; € £! (IP))mJrl nach Annahme 1,
gilt auch K C L' (P). Dies ist der Grund fiir die Notwendigkeit von Annahme
1.

Definition 4.3.5 ((Best) Gain-Loss Ratio)
Fir K € IC\ {0}, heifit die Zahl

O(K) = —EP Egii

Gain-Loss Ratio von K. Das Supremum tiber diese Zahlen

EF (K+
d* := sup —P( _)
ke [0y EF (K7)

nennt man das Best Gain-Loss Ratio.

In Biagini u. Pinar (2013) wurde folgendes Resultat bewiesen.

Satz 4.3.6
Wenn ®* < oo, dann existiert ein dquivalentes risikoneutrales Mafi Q, sodass
dQ
ess sup =
P e _ g

ess inf %

Insbesondere sind % and % beschrdinkt durch ®*.

Satz 4.3.6 ist die Schliisselaussage, die fiir die Existenz eines geeigneten Q
notig ist. Der Grund ist, dass Satz 4.3.6 auf alle einperiodische arbitragefreie
Markte anwendbar ist, sofern die o-Algebra Fy als trivial angenommen wird.

Dies zeigt Lemma 4.3.7.

Lemma 4.3.7

Sei Annahme 1 erfullt, T = 1, Fy trivial und der Numéraire ein handelbares
Finanzinstrument. Unter der Annahme, dass es keine redundanten Anlagen
gibt, also PH; € R™1\ {0} so dass Hfsl = 0, ist ®* aus Definition 4.3.5
endlich.
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Beweis. Angenommen es wire ®* = oo. Dann gibt es eine Folge (K,), oy in K
so dass
E* (K.})

U = B &)

>n, VnéeN.

Sei H" € R™! n e N so dass K, = (H")" AS;. Sei die Anlage Spma = 1 der
Numéraire und e,,, = (0,...,0,1)" € R™"! die Investition in eine Stiickzahl des
Numéraires . Da K, offenbar unabhéngig von der Investition in den Numéraire
ist, kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass H] = 0 fiir alle n € N. Ferner,
da & skaleninvariant ist, d.h. ®?(AK) = ®(K) VK € K und YA > 0, kann
auferdem 0.B.d.A. angenommen werden, dass ||[H"||, =1 Vn € N, wobei .|
die Euklidsche Norm darstellt.

Da (H"), .y eine beschrinkte Folge ist, existiert eine Teilfolge (H™), , die
gegen ein H* € R™™ mit ||H*||, = 1 konvergiert, bzw.

lim [|[H"™ —H"||, = 0.
k—o00
Zusatzlich hat man die Ungleichung

E” (K, + B (K,,) = B (K, ]) = EF (| ()T A8)|) < 57 (]|as|| ).

und somit
Pty EP HAS
EF (K.) ~  EF(K)
bzw.

EF ([|AS, EP ([|AS,
B (K,,) < ®(<Knk)+21> = SJLHHQ)‘

Daher folgt

0= lim E¥ (K,,) = lim E* (((H”k)T ASI)_) — EP (((H*)T AS1>_) .

Die Bedingung der Arbitragefreiheit impliziert aber

H) AS, =0 fs.,

57



Replikation unter W = Q

oder anders
HHTS, =HHTS, fs..

Setzt man x := (H*)' Sy, erhilt man

bzw.
(H* — kep) S1=0 fos.
Da es nach Annahme keine redundanten Anlagen gibt, folgt
H* = ke,,.

Aus ||H"[|, = 1 und H}}, = 0 Vn € N leitet man ab, dass gilt |[H*||, = 1 und
H* =0,
Also ist x = 0 im Widerspruch zu ||H*||, = 1. O

Bemerkung 4.3.8
In emer praktischen Anwendung kann eine obere Schranke fir ®* wie folgt
gefunden werden.

Da ® skaleninvariant ist, kann man sich auf die Portfolios H mit |H||o = 1

)
)

zuriickziehen. Fir jedes solche H gilt die Ungleichung

B°(K*) + B (K°) =E° (|K]) = B (|HS)) < JH) - B (||S)

< Vi Ml - B (|84] ) = vim - (]
2

Folglich gilt fir jedes K €

Sl S1

e (Js
EF (K)

),

Es bleibt noch eine untere Schranke fiir EF (K~) zu finden. Dazu beachte
man, dass die Funktion f : H — EP((HTgl)_) konvex ist. Weiter kann die
Minimierung auf der Oberfliche des Hyperwiirfels {x € R™ : ||z||. = 1} in

EF (1)
P = B )

<
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2(m + 1) unabhingige Minimierungen auf nur jeweils einer Seite aufgespalten
werden. Die Minimierung einer konvexen Funktion auf einer Seite ist einfach

und damit kann der Nenner berechnet werden.

Insgesamt erhdlt man damit
v B (8],
2 — 1.

i EF ((HT§1> _)

o <

Korollar 4.3.9
In einem Einperiodenmarkt (SO, §1> auf (Q,]:, (Ft)i—o,1 ,IP’) mit Sy € L1(P)

und trivialer o-Algebra Fy existiert ein dquivalentes risikoneutrales Mafl Q,

P

a0 und fl% beschrdinkt sind.

sodass
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Satz 4.3.6 und Lemma 4.3.7. Es fehlt nur
die Annahme, dass es keine redundanten Anlagen auf dem Markt gibt. Exis-
tieren jedoch redundante Anlagen, kann man einfach ein Q auf dem Teilmarkt
unter Ausschluss der redundanten Anlagen finden. Wegen der Arbitragefrei-
heit muss dieses Q ebenfalls ein risikoneutrales Mafs auf dem gesamten Markt

sein. [
Jetzt sind die notigen Ergebnisse vorhanden um Satz 4.3.4 zu beweisen.

Beweis des Satzes 4.3.4. Laut dem Satz von Dalang, Morton und Willinger
Dalang u.a. (1990) existiert ein risikoneutrales Maf Q, sodass die Dichte @

beschrankt ist. Der schwierige Teil ist also zu zeigen, dass man zusitzlich
P

Q| 7,
In seinem Beweis des Satzes von Dalang, Morton und Willinger bedient sich

annchmen kann.

Rogers (1994) geeignet gewéhlter Nutzenfunktionen. Damit ist er in der Lage

dQ

Q so zu konstruieren, dass nicht nur beschriankt ist, sondern auch der

d
Mafwechsel in jedem Zeitpunkt, also Z%r;t . % . € L>(P) fir allet € T.
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Replikation unter W = Q

Insbesondere folgt daraus durch Multiplikation % . ;%’E € L£> (P). Damit
ist der Mafswechsel von t = 1 nach ¢ = T" beschrinkt. Es bleibt nun einen in
beide Richtungen beschrinkten Makwechsel von ¢ = 0 nach t = 1 zu finden
und ihn mit dem Wechsel von ¢ = 1 nach ¢t = T zu einem risikoneutralen Mafs

zu verkniipfen.

Wegen Korollar 4.3.9 existiert ein Wahrscheinlichkeitsmals @Q; auf dem

Einperioden-Teilraum (Q,.R (Ft)t:0,1)7 sodass % und % beschriankt sind

und das die Martingaleigenschaft E& (51‘}"0) =S, garantiert. Unter Verwen-
dung von Q; konstruiere ich nun ein neues Maf @ auf dem gesamten Raum
(Q, F) durch

Q(4) = E% (E@ (1A\F1)) , VAeF.

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass damit ein neues Wahrscheinlichkeitsmafs de-

finiert wird und es gilt
E®(z|7) =E% (2|R), vZe L' (F.Q),
E® (Z) =E% (2), VZ e LM (F1,Q)) C LY (F,P).

Insbesondere ist (St> ein Martingal unter Q wegen
t€To

EQ<§t]-“S> :]E@(St ]—"5> —S.. VI<s<t<T,
E® (S| 5) =B (B¢ (8] 7)) ‘]—“0>
- (3] )
5 (57
So, Vt<T.

und per Definition ist L%‘

= P heschriankt.
]:1 d@l

Nun gilt aufterdem

dQ dQ, (dQ dP
AP~ dP \ dP 4D

)
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Da Q so gewihlt wurde, dass % . j—? € L% (P) und aus der Konstruktion
27,

von Q folgt % € L™ (P), folgt auch die Beschrianktheit von %.

Fiir den letzten Teil folgt wegen C4 € £P (P)"*! C¥ e £P(P) fiir 2 < p <

o0 bzw. 1 < p < oo und aus der Beschranktheit des Mafswechsels %%, dass
CA e £r(Q)™", CF e £2(Q) und damit hat Q alle Eigenschaften aus Satz
4.3.1. O

Die entscheidende Arbeit im Beweis des Satzes 4.3.1 ist die Existenz des Mafes
Q mit den geforderten Eigenschaften nachzuweisen. Der Rest des Beweises ist
Standard.

Beweis des Satzes 4.5.1. Mit Satz 4.3.4 ist die Existenz des Makes Q gezeigt.
Der Rest des Beweises verlduft analog fiir ngv und f?TV‘ Daher zeige ich die

Aussage nur fiir ngv-

Durchfiihrung des Mafwechsels im duferen Erwartungswert liefert

A

Wegen Z € L*(Q) C £7(Q) kann Holders Ungleichung eingesetzt werden und

man erhalt

For () = {E@ (z EQ ([z oA

oo - )]
. \/m_ [E@ (E@ ()E _ CJA‘P‘]?)
= Wler[8# (|2 o4 ]5)]

Die Ungleichungen
0)} E Z { (
teT

o

[E@ (\z ~aTA[f O oTEA

0l
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Replikation unter W = P

und
T {EQ ((éf —aref f>] <7 YR (]@L AT ’]—")]
teT teT

folgen jeweils direkt aus der Minkowski- und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
O

Damit ist auch die Begriindung der Replikation, wie in der Praxis umgesetzt,
vollstdndig. Wie in Abschnitt 3.2 bereits erwihnt, sind die aktuellen Simulati-
onsprogramme scheinbar nicht in der Lage Szenarien aus O zu erzeugen. Eine

naheliegende Frage ist nun, ob Replikation unter P besser ist als unter Q.

4.4 Replikation unter W =P

Wihlt man das reelle Mak P fiir das Replikationsproblem, liegt der Vorteil dar-
in, dass kein risikoneutrales Maf erst gefunden und ausgesucht werden muss.
Tatséchlich stellt sich zudem heraus, dass es deutlich einfacher ist, Schranken
fiir (3.2) herzuleiten, wenn unter P statt Q simuliert wird. Man wird jedoch
sehen, dass die Grofe der oberen Schranke implizit von der Wahl des risikoneu-
tralen Makes Q abhéngt. Die Konstruktion des risikoneutralen Mafes bleibt
einem trotzdem erspart. Man kann annehmen, dass jenes Q eingesetzt wird,
welches die kleinste Schranke bildet. Satz 4.4.1 und Bemerkung 4.4.2 liefern
die Details.

In Analogie zu den Zielfunktionen aus Abschnitten 3.2 und 4.1 definiere ich

7))
firvta) =B (|E- aTA\\fo) ,
]—“)] |

S (lor-aa]

teT

folgende Zielfunktionen fiir das reelle Maf P.

forv(@) = [EP ([i ~a"A|

=

fgSCF(a) =
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frscr(e) = Z {EP( TCA f)} ] )
teT
ngCF<a) 322 [EP ([QL - O‘Téfr fo)} ’ )
teT
frorla ZEP( —a'CA ]—"0>
teT

Es sei hier angemerkt, dass fiir die Wohldefiniertheit dieser Zielfunktionen
offensichtlich die Annahme C{* € £P(P)™!, CF e £P(P) fiir alle t € T und
p =1 bzw. p = 2 ausreicht.

Satz 4.4.1 zeigt, dass man die gleiche obere Schranke erhélt wie im Fall W = Q

bis auf den konstanten Faktor.

Satz 4.4.1 (Fundierung der Replikation unter P)
Sei Annahme 1 erfillt und C € £2(P)™, CF e L2(P) fir alle t € T. Dann
existiert ein dquivalentes risikoneutrales Maff Q und eine Konstante Cpg > 0

sodass fiir beliebiges oo € R™Tt gilt

ngV(a) <V CP,Q'ngV(a) <V C]P’,Q'ngCF(a) < VT - Y% OP,Q'fSSCF(O‘)a

Ei@v(a) < Cpo- ngV(a) < Cpo- fEACF(a) < VT - Cro - fESCF(a)'

Beweis. Wie im Fall W = Q reicht es wegen Analogie die Aussage fiir ngV

zu beweisen. Dieses Mal fiihrt man einen Mafswechsel von Q nach P durch.
oo [ o (-5 ) )]

— d@ _ %
_ | P (e T
[z (& (& -8V ]) )

- 1

- _12 2

— |E? (@ L-aTA ]-"0)] .

dpP
Nach dem Satz von Dalang Morton Willinger (Dalang u.a. (1990)) existiert

nun ein risikoneutrales Maf Q, sodass d@ beschrankt ist. Setzt man also Cp g =
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Replikation unter W = P

HZ%HOO, so erhdlt man die Aussage. Die iibrigen Ungleichungen werden wie in
Satz 4.3.1 bewiesen. O

Bemerkung 4.4.2

Man beachte, dass in Satz 4.4.1 jedes risikoneutrale Mafs mit beschrinkter
Radon Nikodym Dichte % ausreichend ist. Idealerweise wiirde man natir-
lich gerne Q so wdhlen, dass die Konstante Cpg moglichst klein ist. In Del-
baen u. Schachermayer (2006) wird gezeigt, dass die kleinste obere Schranke
Cpo = inf{”‘é%

HOO : Q st m’sikoneutml} durch

Cig = inf{k . AVaR, (K) <0,VK € /c}
= min{k ; AVaR%(K) <0,VK € /C},

charakterisiert werden kann. Dabei ist K die Menge der zuldssigen Gewinne
zum Endzeitpunkt wie in (4.9) definiert. Das Minimum wird angenommen, da
der Average-Value-at-Risk AV aRpg stetig beziiglich des Signifikanzniveaus [ ist
(siehe Rockafellar u. Uryasev (2002, Proposition 13)). Fir ®* wie in Satz 4.3.6
gilt auferdem Cp o < ®*. Daher liefert Replikation unter P tatsichlich bessere

Schranken als unter Q.

Am Ende dieser Arbeit ist das Ziel, eine Empfehlung fiir das am besten
geeignete Replikationsproblem zu geben. Zum einen steht die Forderung
nach der effizienten Losbarkeit der Probleme im Vordergrund. Diese Frage
werde ich in Abschnitt 5.4 behandeln. Dabei wird sich herausstellen, dass
der Rechenaufwand fiir die Losung der Probleme QTV, QSCF und QACF in
einer Monte-Carlo Simulation nicht von der Anzahl der erzeugten Szenarien
abhéngt, ein grofer Vorteil gegeniiber LTV, LSCF und LACF. Zum anderen
mochte ich ein besseres Verstindnis fiir die qualitativen Unterschiede zwischen
den Replikationsproblemen erreichen. Da QTV, QSCF und QACF auf der
L2-Norm auf W basieren, bieten sie Raum fiir analytische Mathematik.
Wie man in Kapitel 7 sehen wird, erlaubt diese Gegebenheit die Probleme

ineinander iiberzufithren und damit quantitative Unterschiede zwischen den
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Replikationsportfolios aufzudecken.

Bemerkungen 4.3.3 und 4.4.2 liefern bereits eine gute Grundlage um zu ent-
scheiden, welches Wahrscheinlichkeitsmaf fiir das Replikationsproblem am bes-
ten geeignet ist. Zum Zweck der Allgemeinheit wird das Wahrscheinlichkeits-
mak W, wenn nicht explizit gewihlt, fiir die Replikation beliebig angenommen.
Das folgende Kapitel geht ndher auf die noch offenen Parameter des Replika-
tionsproblems ein und schafft einen Uberblick der Argumente aus Forschung
und Praxis. Darunter fillt die Diskussion iiber die Wahl der Normen ||.||w
und .||z und die Frage ob Terminal-Value-Matching, 1-Cash-Flow-Matching
oder 2-Cash-Flow-Matching prinzipiell zu bevorzugen ist. Zudem untersuche
ich inwieweit die Wahl des Numéraires einen Effekt auf das resultierende Re-

plikationsportfolio haben kann.
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5 Diskussion der

Replikationsparameter

Dieses Kapitel beginnt mit der Bedeutung des Numéraires in der Repli-
kation. Daraufhin wird diskutiert, welche Norm auf dem Raum L (W) ge-
wahlt werden sollte, bevor schlieflich auf die Unterschiede zwischen Terminal-
Value-Matching, 1-Cash-Flow-Matching und 2-Cash-Flow-Matching eingegan-

gen wird.

5.1 Numéraire und Martingalmald

Eine Freiheit, die bei der Formulierung der Replikationsprobleme bisher au-
fsen vor war, ist die Wahl des Numéraires N zur Abdiskontierung. Wenn der
Wahrscheinlichkeitsraum W nicht in endlich viele Atome zerlegt werden kann,
ist der Markt unvollstindig und es gibt unendlich viele risikoneutrale Mafe fiir
jeden potentiellen Numéraire. Aquivalent dazu gibt es unendlich viele (nicht
unbedingt handelbare) Numéraire Prozesse fiir jedes potentielle risikoneutrale
Mafs.

Proposition 5.1.1 (Change of Numeéraire)

Sei N = (Nt)teT ein positiver stochastischer Prozess, sodass (%) - Martin-
te

gal unter Q ist. Dann ist das Wahrscheinlichkeitsmaf Q definiert durch

dQ  Nr Ny

Q" N, Nr
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risikoneutral mit Numéraire N und fur alle s <t qilt

E¢ <i f) E2 <St ]—‘S) .
Nt Nt
Umgekehrt sei neben Q auch Q ein risikoneutrales Maf zu Numéraire N. Dann
ist der Prozess N := (N,),er definiert durch

N, 0
= R© t
7, (d@ ) eT

ebenfalls Numéraire zum risikoneutralen Mafl Q.

Beweis. Der erste Teil der Aussage ist der bekannte ,Change of Numéraire*
(siehe z.B. Brigo u. Mercurio (2006, Proposition 2.2.1)).

Fiir den zweiten Teil, sei bemerkt, dass (Nt)teT offensichtlich ein positiver
stochastischer Prozess ist. Aufterdem gilt fiir s < ¢

S N, S S
E@( t]—}):E@(Tt-—tfs):EQ E¢ HE
N| d@ Nl

Nt Nt
Anwendung der Formel von Bayes (siche Musiela u. Rutkowski (2005, Lemma

A.1.4)) liefert
Si o o (St
)'EE> E(d@ )E(Nf)

“(= (@

Da Q ein risikoneutrales Mak zu Numéraire N ist, folgt

S
EQ JEQ (2t

Ny Sq S
.F = = T = —=.
) Ns NS Ns

[]

Es gibt also eine grofle Bandbreite an Numéraire-Martingalmaft Paaren aus
welchen sich Replikationsprobleme formulieren lassen. Ublicherweise legt man

sich zuerst auf einen Numéraire fest, bevor das risikoneutrale Mafs gewihlt
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Numéraire und Martingalmafs

wird. Angesichts Bemerkungen 4.3.8 und 4.4.2 ist sowohl bei Replikation
unter Q als auch unter P die Wahl von Q entscheidend.

Bei Replikation unter QQ lassen sich einige interessante Tatsachen feststellen.

e Bei gegebenem Numéraire héngen die Zielfunktionen ngV, fgSCF,
fg 1o von der Wahl von Q ab. Das optimale Replikationsportfolio® an-
dert sich dementsprechend mit der Wahl des risikoneutralen Mafses eben-
so wie dessen fairer Wert. Nur im Falle einer perfekten Replikation, wenn
also der Zielfunktionswert gleich Null ist, hat die Wahl des Mafes oder

Numéraires keinen Einfluss auf das optimale Replikationsportfolio.

e Anders verhilt es sich jedoch, wenn gleichzeitig mit dem Numeéraire auch

das risikoneutrale Maf entsprechend gedndert wird. Der faire Wert der
Liabilities und des Replikationsportfolios bleibt dann unveréndert (Pro-
position 5.1.1), nur die Optimallésung &ndert sich.
Dass die Optimallésung nicht gleich bleibt, folgt aus folgender Uber-
legung. Sei (N;);er eine positive Anlage, die zum neuen Numéraire
werden soll, wobei (N;/Ny)er ein Martingal unter Q ist. O.B.d.A. sei
]\70 = Ny = 1. Dann ist das aus Q abgeleitete neue risikoneutrale Mafs @,
definiert durch dQ/dQ = Ny /Ny risikoneutral mit Numéraire (N,);er.
Das neue QACF-Problem sieht dann wie folgt aus.

_ L A2 %
({%Cﬂ ;)] |

t t
Aufgrund des bekannten Mafkwechsels ist dieses Problem dquivalent zum
T

Problem
%
aelﬁfmrl ; fo) ] '

Analoge Formulierungen lassen sich fiir das QTV-Problem und das
QSCF-Problem herleiten.

T
inf
OCER"”JVI
t=1

2
EQ & {C_tL — aTC_f]
Nt Nt Nt

!Dessen Existenz und Eindeutigkeit wird fiir jedes der drei Replikationsprobleme in Kapitel

6 bewiesen.
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Dies entspricht also einer Neugewichtung der Fehler um den Faktor
Nt/Nt. Wie extrem die Neugewichtung und damit die Anderung der
Optimall6sung ist, hdngt davon ab, wie sehr sich die Preisprozesse der
beiden Numéraires voneinander unterscheiden.

Fiihrt man dagegen den neuen Numéraire und den Mafkwechsel in den
Problemen LTV, LSCF und LACF durch, so stellt man fest, dass die
Optimallésungen durch einen Change of Numéraire nicht gedndert wer-
den. In dieser Hinsicht bietet die £!-Norm einen Vorteil gegeniiber der
L2-Norm.

e Bei der Untersuchung der Eigenschaften von Optimalldsungen fiir QTV,
QSCF und QACF wird sich in Kapitel 6 herausstellen, dass unter schwa-
chen Annahmen der faire Wert des Replikationsportfolios mit dem fairen
Wert der Liabilities iibereinstimmt, d.h.

E®(L) =E%(a’A).
Dabei ist die Wahl des Numéraire-Martingalmafl Paares irrelevant.

Zusammengefasst hingt das optimale Portfolio von der Wahl des Numéraire-
Martingalmafs Paares ab. Ausnahme ist der Fall, wenn es ein perfekt

replizierendes Portfolio gibt.

Es bleibt die Frage, welches Numéraire-Martingalmaf Paar gewihlt werden
sollte. Als risikoneutrales Mals bietet sich das reelle Mafs P an. Es bietet den
Vorteil , dass die Mafke Q, P und O zusammenfallen. Insbesondere liefert Re-
plikation unter P die kleinsten Schranken und Verlaufspfade konnen komplett
unter einem Mafs erzeugt werden.

Tatséchlich lisst sich auch ein Numéraire bestimmen, sodass alle abdiskontier-
ten Preisprozesse unter P Martingale sind. Dieser Numéraire entspricht gerade
dem Portfolio, das die logarithmische Nutzenfunktion maximiert. Genauer be-
zeichne 7, = (70, ..., m") eine selbstfinanzierende vorhersehbare Handelsstra-

tegie in allen Finanzinstrumenten und (V;™),.; den zugehérigen Wertprozess.
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Wahl der Norm ||.||w

Sei (7)), die Losung zu

arg max EF (log (V—T)) .
(me)eeT Vb

Dann ist das reelle Malk P ein Martingalmals beziiglich des Numéraires
(Vt"*)teT (siche Korn u. Schil (1999)). Dieses Ergebnis liefert eine elegante
Losung zur Bestimmung eines Numéraire-Martingalmaf Paares. Jedoch wird
dieser Ansatz trotz seines theoretischen Vorteils in der Praxis meist nicht
angewendet. Dafiir gibt es zwei mogliche Griinde. Erstens verwenden Versiche-
rungen externe ,Economic Scenario Generators®, welche bereits risikoneutrale
Szenarien mit festgelegtem Numéraire (iiblicherweise das Geldmarktkonto)
erstellen. Zweitens sind diese Szenarien nicht in Form einer Baumstruktur
gegeben sondern als unverzweigte Pfade, was die Berechnung der optimalen
Handelsstrategie erschwert. Mit ausreichend vielen Szenarien koénnte aber

obiges Problem moglicherweise {iber das LSMC Verfahren gelost werden.

Im weiteren Verlauf spielt die Wahl des Numéraires und des Martingalmafses
keine Rolle. Der Numéraire N ist ein beliebiger positiver stochastischer

Prozess und Q, wenn relevant, ein zugehoriges risikoneutrales Mafs.

5.2 Wahl der Norm ||.||w

In der Literatur wurden bereits einige Normen vorgeschlagen und behandelt.
Jedoch sind Begriindungen fiir deren Wahl entweder gar nicht oder nur
unbefriedigend ausgefiihrt worden.

Oechslin u.a. (2007) I6sen in ihrer Replikation das DTV- und das DCF-
Problem unter den Normen £? (Q) und der Euklidischen Norm auf R”. Dies
entspricht der Optimierung der in Abschnitt 3.2 eingefiihrten Zielfunktionen
ngV und fgSCF bzw. den Replikationsproblemen QTV und QSCF. Dieselben
Replikationsprobleme wurden auch in Daul u. Vidal (2009) behandelt. Das
DTV-Problem mit der £2?(Q)-Norm wurde spiter auch zum Beispiel in
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Seemann (2011), Dubrana (2011) und Cambou u. Filipovic (2016) untersucht.
Nur Cambou u. Filipovic (2016) geben einen expliziten Grund fiir diese
Wahl an. Nach einem Rechentest mit der £'(W)-Norm (sie lassen die Wahl
des Wahrscheinlichkeitsmafes offen) konnen sie keine Vorteile gegeniiber der
L%(W)-Norm feststellen. Der Approximationsfehler ist bei beiden vergleichbar.
Auf Grund der analytischen Eigenschaften entscheiden sie sich daher fiir die
L2(W)-Norm. Allgemein sind die analytischen Eigenschaften eine naheliegende
Erkldarung bei allen Autoren, da insbesondere QTV und QSCF quadratische

2

Optimierungsprobleme darstellen® und daher explizite Losungen vorhanden

sind.

Chen u. Skoglund (2012) wihlen neben dem QSCF-Problem fiir das Cash-
Flow-Matching auch die £'(Q)-Norm zusammen mit der Summennorm auf
R”T (entspricht der Zielfunktion ngCF bzw. dem Problem LACF), sowie
die £ (Q)-Norm mit der ||.||s-Norm auf RT. Hier wird argumentiert, der
Vorteil der Letzteren bestiinde darin, dass das Problem durch ein lineares
Programm gelost werden konne. Allerdings gilt dieses Argument auch fiir
die Verwendung der Ersteren, welche bedeutend geringere Anforderungen an
die Integrierbarkeit der Cash-Flows stellt. Der Vorteil liegt darin, dass im
Vergleich zum LACF-Problem die Anzahl der Zusatzvariablen im linearen
Programm nicht so schnell wéchst. Die Beschrédnktheit der Cash-Flows ist
jedoch eine zu starke Voraussetzung. Zudem erzeugt die £ (Q)-Norm grofe

Zielfunktionswerte und damit groke Schranken fiir den Approximationsfehler.

Das Problem LACF wird von Ozkan u.a. (2011) und Adelmann u.a. (2016)
bewusst gewdhlt. Als Begriindung geben sie ein Argument an, das die Ver-
wendung der £2 (Q)-Norm diskreditiert. Werden in einem Finanzmarktmodell
exorbitant hohe Zinsszenarien generiert, so entstehen in diesen Szenarien
gleichzeitig groke Cash-Flows. Die £2-Norm gewichtet solche Ausreifer
deutlich stirker als die £!-Norm, sodass alle gewohnlichen Szenarien in der

Optimierung nur vernachldssigbaren Einfluss haben. Ein solches Zinsmodell ist

2Diese Aussage wird in Abschnitt 5.4 demonstriert.
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Wahl der Norm ||.||w

beispielsweise das Modell von Black und Karasinski (siehe Black u. Karasinski
(1991)). Dies fithre dazu, dass die Replikation in den meisten Szenarien
auferst unbefriedigend sei. Adelmann u.a. (2016) argumentieren zusétzlich,
dass die £'-Norm zur Identifikation von Ausreifern besser geeignet sei. Diese
Argumente werden allerdings in Natolski u. Werner (2016) relativiert, da die
Konsequenz der Optimierung in wenige extreme Szenarien nur dann auftritt,
wenn mit inadiquatem Faktor abdiskontiert wird. Insbesondere wenn mit dem
Geldmarktkonto abgezinst wird, werden grofe Cash-Flows, die Folge exorbi-
tanter Zinsen sind, entsprechend mit einem groken Diskontfaktor abgezinst
und zumindest nicht aus diesem Grund in der Optimierung bevorzugt. Ozkan
u.a. (2011) geben den Numéraire nicht explizit an. Eine Vermutung ist daher,
dass Nullkuponanleihen zur Abdiskontierung herangezogen wurden. Das war
die Grundlage fiir Natolski u. Werner (2016) das Argument der Autoren in
einem numerischen Beispiel zu falsifizieren. Dort vergleichen wir die relativen
Matching Fehler mit dem Wert des Geldmarktkontos zum Endzeitpunkt.
Bei der Abdiskontierung mit Anleihen zeichnet sich eine klar erkennbare
Abhéngigkeit zwischen dem Fehler und dem Wert des Geldmarktkontos
ab. Die Groke des Fehlers steigt exponentiell mit der Nullkuponrate. Wie
erwartet ist diese Abhiingigkeit wesentlich deutlicher unter der £2-Norm zu
erkennen. Wird dagegen mit dem Geldmarktkonto selbst abgezinst, welches
im verwendeten Modell der Numéraire ist, verschwindet diese Abhingigkeit

unabhéngig von der gewdhlten Norm.

Es existiert jedoch ein weiteres Argument gegen den Einsatz der £2-Norm. Das
aus dem DTV-Problem resultierende kleinste (Quadrate Problem ist héufig
schlecht konditioniert (siehe Natolski u. Werner (2016)). Ein Grund dafiir ist
die unterschiedliche Gréfenordnung der Cash-Flows. Wihrend eine Aktie im
dreistelligen Bereich gehandelt werden kann, ist eine Anleihe ungefihr einen
Euro wert. Die Konsequenz ist, dass kleine Cash-Flows nahezu redundant in
der Optimierung erscheinen und somit das Problem schlecht konditioniert
wird. Allerdings wird auch dieses Argument in Natolski u. Werner (2016) mit

Hilfe des numerischen Beispiels entschirft. Dort zeige ich, dass dieses Problem
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durch geeignete Umskalierung der Cash-Flows umgangen werden kann.

Die Vorteile der analytischen Eigenschaften eines Replikationsproblems
verschwinden beim Einsatz der £2-Norm, wenn sie mit der Summennorm auf
R” im DCF-Problem kombiniert wird. Dieses Problem entspricht dann dem
in Natolski u. Werner (2014) urspriinglich eingefiihrten Problem QACF bzw.
der Minimierung von ngCF. Es lasst sich im Gegensatz zu QTV und QSCF
nicht als quadratisches Problem darstellen, womit keine explizite Losung
angegeben werden kann. In Natolski u. Werner (2017b) beschiftigen wir uns
intensiv mit diesem Replikationsproblem mit dem Fazit, dass obwohl keine
analytische Losung angegeben werden kann, der Rechenaufwand der Losung
trotzdem iibersichtlich bleibt. Ndheres dazu bespreche ich in Abschnitt 5.4.

Es kann also derzeit keine Aussage getroffen werden, welche Norm zu bevorzu-
gen ist. Allerdings stellt die £2-Norm keine besonders strengen Anforderungen
an die stochastischen Eigenschaften der Cash-Flows und zudem bietet sie im
Gegensatz zur £'-Norm viel Raum fiir analytische Mathematik. Die hier pri-
sentierten Ergebnisse dienen einem Vergleich zwischen den Normen, weswegen
von nun an die quadratische Integrierbarkeit der Cash-Flows angenommen
wird, d.h. Vi € {0,...,m},t € T gilt

Cl,Cfy € L2 (O, F, W), (5.1)
An dieser Stelle sei noch einmal erinnert, dass Annahme (5.1) mit W = P

zusammen mit Annahme 1 auch hinreichend fiir Annahme (5.1) mit W = Q
und W = O ist (siche Propositionen 4.1.3 und 4.1.9).

5.3 TV vs. 1-CF vs. 2-CF

Allgemein ist zu erwarten, dass ein Portfolio aus Finanzinstrumenten, des-
sen Cash-Flow den Liability Cash-Flow im Sinne des Cash-Flow-Matchings

genauer abbildet als ein anderes Portfolio, auch im Sinne des Terminal-Value-
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TV vs. 1-CF vs. 2-CF

Matchings besser approximiert. Jedoch ist die Umkehrung sicher nicht wahr. Es
kann zwei Portfolios geben deren Terminal Values identisch sind, aber sehr un-
terschiedliche Cash-Flows aufweisen. Es scheint also, dass die DTV-Probleme
mehr Freiheit bei der Auswahl des replizierenden Portfolios zulassen. Diese
Freiheit riihrt daher, dass die DTV-Probleme im Gegensatz zu den DCF-
Problemen erlauben Cash-Flows intertemporal zu hedgen. Sind zwei Zahlun-
gen zu einem Zeitpunkt stark unterschiedlich, so kann das mit den zukiinftigen
Zahlungen ausgeglichen werden. Das wird mit den folgenden zwei Beispielen

illustriert.

Beispiel 5.3.1 (Hedging in den Liabilities)
Man betrachte den einfachen Fall mit nur zwei Zeitpunkten (T = 2) und belie-
bigen Liability Cash-Flows

CL— _¢t
Die Summe der abgezinsten Liability Cash-Flows ist null und kann daher beim
Terminal-Value-Matching trivial perfekt repliziert werden. Jedoch nur unter

der Bedingung, dass jeder einzelne Cash-Flow perfekt repliziert werden kann,

kann es einen perfekten Cash-Flow-Match geben.

Beispiel 5.3.2 (Hedging in der Zeit)
Sei wieder T' = 2 und man nehme an, dass der Liability Cash-Flow zum Zeit-
punktt = 2 identisch zum Cash-Flow eines Finanzinstruments v zum Zeitpunkt
t=1, also

Cy = Ci
Dann kann der Liability Cash-Flow bei t = 2 im DTV-Problem perfekt durch

Anlage i repliziert werden. Beim Cash-Flow-Matching ist das nicht mehr mag-

lich, da die Cash-Flows nicht zur gleichen Zeit eintreffen.

Die Unterschiede zwischen Terminal-Value-Matching und Cash-Flow-Matching
wurden bereits teilweise in der Literatur diskutiert.
Laut Oechslin u.a. (2007) ist Cash-Flow-Matching der falsche Ansatz. Sie
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argumentieren, dass sowohl Kunden als auch Anbieter von Lebensversi-
cherungen versuchen Cash-Flows iiber die Zeit auszugleichen. Ein solches
Verhalten erzeuge Pfadabhingigkeit der Cash-Flows, die mit einem stati-
schen Portfolio nicht nachgebildet werden koénnen. Diese Pfadabhingigkeit
verliere erst beim Terminal-Value-Matching seine Relevanz. Daul u. Vidal
(2009) vergleichen das QSCF- und das QTV-Problem numerisch in einer
Fallstudie. Dabei kommen sie zu dem Ergebnis, dass beim QTV-Problem das
Bestimmtheitsmaf R?, welches aus den Stichproben, die fiir die Optimierung
verwendet wurden (in-sample), deutlich grofer ist als beim QSCF-Problem.
Diese Beobachtung ist nicht iiberraschend, da wie in Beispielen 5.3.1 und 5.3.2
demonstriert, das Terminal-Value-Matching intertemporales hedgen zulésst.
Jedoch beobachten sie weiter, dass die Replikationsportfolios auf Stichproben,
die nicht in der Optimierung verwendet wurden (out-of-sample), genau
umgekehrte Ergebnisse liefern. In ihren Studien erzeugt das QTV-Problem
Replikationsportfolios, die nur in-sample Terminal Values gut nachbilden
und out-of-sample versagen, wahrend es sich beim Cash-Flow-Matching
genau andersherum verhélt. Diese Beobachtung ist leicht zu erkldren. Da
im Vergleich zum Cash-Flow-Matching, wo in jedem Zeitpunkt kalibriert
werden muss, nur in einem Zeitpunkt kalibriert wird, ist die Gefahr der
Uberanpassung (Querfitting) an die Kalibrierungsszenarien gréfer. Das
ist ein klares Argument fiir das QSCF-Problem. Allerdings sinkt der Ef-
fekt der Uberanpassung mit wachsender Anzahl an in-sample Szenarien.
Verwendet man also mehr Szenarien fiir die Optimierung, konnte ein besse-

res Ergebnis im Terminal-Value-Matching erzielt werden (vgl. auch Kapitel 8).

Die Beobachtung, dass das In-Sample-Matchen der Terminal Values einfacher
ist als das Matchen der Cash-Flows zu jedem Zeitpunkt, reflektieren auch Ko-
rollar 4.3.2 und Satz 4.4.1, da das Terminal-Value-Matching kleinere Schranken
liefert.

Allgemein kann eine Reihe von weiteren Beziehungen zwischen den Zielfunk-
tionen hergestellt werden. Die folgenden beiden Propositionen liefern einen

guten Uberblick, wie die eingefithrten Zielfunktionen in Relation zueinander
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stehen und somit welche Replikationsprobleme bessere Schranken liefern. Die

Zusammenhinge werden im Folgenden graphisch in Abbildung 5.3 illustriert.

Proposition 5.3.3
Fiir beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafs W gelten folgende Beziehungen.

f XV}V S XYS‘C‘F / XYLXCF J %VTV J %VSCF J %VACF
< < < < < <

ﬁ'f%CF fgilCF \/T'f%cp ﬁ'f%wSCF fggvACF \/T'fggwsczv

I (%VTV J %WSCF \/T - f c%vscp J %WACF

W W W

f LACF J QACF J QACF
\/T ’ f SQWSCF

f %WACF

Beweis. Anwendung von Minkowskis Ungleichung fiir die Normen £! (W) und
L2 (W) liefert fiir alle ¢ € R™ 1

f%WTV(a) < fggvACF(a%

fF’TV(a) < fXYACF(a)'
Weiter folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf R”

fé)wACF(a) < VT - ngSCF(a)a
f&cz«“(a) < VT - fXYGCF(a>

und aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf £* (W)

fXVTV(a) < ngV(a)a
flser(a) < ngSCF(a>7
(o).

fiacr(a) < ngACF )

Schlieflich sind

ngSCF(a> < fgvACF<a>

fg%‘CF(a) < fXYACF(a)
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direkte Konsequenzen aus der Ungleichung der Normen ||.|[; < ||.||; auf dem

Raum R7.

Alle iibrigen Ungleichungen ergeben sich aus den obigen. O]

Eine weitere Ungleichung kann unter Einbezug einer schwachen Annahme her-

geleitet werden.

Proposition 5.3.4

Seien folgende symmetrische positiv-semidefinite Zufallsmatrizen definiert
e N /- AT
QT .— (L,A) (L,A) ,
T
QC’FL — Z |:

und bezeichne \-VF den kleinsten Eigenwert der Matriz EV (Q™E), sowie

min

NCEL den griften Eigenwert der Matriz EY (QCFL).

max

Gibt es keine redundanten Anlagen und ist L nicht replizierbar, bzw. gilt
L ¢ span {A}, s0 ist \TV"E > 0 und es gilt fir alle o € R™

min

\SCF.L
W max W
foscr(a) < NTVIL - forv(a)
/\min

Beweis. Die Matrizen QTV* und Q" sind gerade so definiert, dass die Funk-

tionen fpy (o) und f@sop () sich umformulieren lassen zu

fégvTv(a) =

fé)WSCF(a) = (—1(1) E (QCFL) (—1(1)

-~
$|2H
N~
4|
=
L
,%
<
=
SN—"
/N
QlH
N~
N|=

[N
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TV vs. 1-CF vs. 2-CF

Da es keine redundanten Anlagen gibt, gilt

.
0 .

min (V) E@™) (") = min aE (AAT)a>0

ledl2=1 \ c o llerll2=1

bzw.

min B8'E (QTVL) B > 0.
Bo=0,
18ll2=1

Da L nicht replizierbar ist, gilt aukerdem

min (—1a> E(Q"™") ( ! ) = min (]“g;’:m/(()z))2 > 0.

acRm+1 — acRmM+1

Daraus kann direkt gefolgert werden

min B'E (Q™") 8 > 0.
18T

Zusammen erhalt man damit

Apin” = min B'E (Q™") 8> 0.

min
1Bll2=1

Aus der Darstellung der Zielfunktionen ergibt sich dann

fgvSCF(a) = (—1a> E (QCFL) (—1a>

=

T
1 1 1
< g —Am-<_ ) B(Q™) (_a)
\SCFL )
= )\TVL fgvTV(a)
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Bemerkung 5.3.5

FEine analoge Ungleichung fiir die Probleme LTV und LSCF aufzustellen er-
fordert zusdtzliche Voraussetzungen an die Verteilung der zukinftigen Cash-
Flows. Beispielsweise gilt unter Annahme A € L(W)™1 L e L2(W) fir

alle o € R™H1:

- -2
ngTv(a): L—a'A

I—a Al - HE _ aTAH
W, 00 W,1

W2

IN

IN

woraus folgt

f%CF(a) < fgSCF(O‘)

\SCF.L
max W
< VL forv(e)
min
[\SCF,L
< >\max ’
= TV,.L
Amin

Allerdings ist die Annahme der Beschrinktheit von A und L stark und falls
erfillt, wirde der Faktor HE — aTAH in realistischen Szenarien exorbitant
W, 00
grof$ ausfallen. Daher ist diese Abschdtzung eher unbrauchbar, weswegen sie

in Abbildung 5.3 nicht aufgefiihrt ist.

L—aTAHWm-f,%(a).

In Kapitel 8 analysiere ich das Konvergenzverhalten von Monte-Carlo Schit-
zern. Fir die entsprechenden empirischen Zielfunktionen fgry und [l ldsst

sich zeigen, dass fiir alle oo € R™TL gilt:

ng\/(a) <+n- frrv (@)

und damit
ASCFL
n max n
Lscr(a) < <TviL Vi - frrv(a),
min
- \SCF,L \TV.L ‘ p SCF,L TV,L
wober \. " und N, .07 kanonische Monte-Carlo Schitzer von Ao 5% und A,

bezeichnen. Die Grifle des Vorfaktors hingt also von der Anzahl der Szenarien

n und Konditionierung der empirischen Matrizen Q7Y% und QTVE ab.
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TV vs. 1-CF vs. 2-CF

Durch Zusammensetzung der Propositionen 5.3.3 und 5.3.4 erhalt man Ab-

bildung 5.3, in der alle Ungleichungen zusammengefasst sind. Allgemein lésst

VT - x
LSCF

PN

Qrv LACF QSCF
e
X
QACF

Abbildung 5.1: Zusammenhinge der Zielfunktionen basierend auf Propositio-
nen 5.3.3 und 5.3.4: Ein Pfeil von A nach B mit der Beschrif-
tung h(x) hat die Bedeutung A < h(B). Die Anordnung rich-
tet sich (grob) nach der Grofke des Funktionswerts, aufsteigend

nach rechts und nach unten.

sich feststellen, dass abgesehen vom Vorteil des Terminal-Value-Matchings,
sowohl die £!'(W)-Norm gegeniiber der £*(W)-Norm als auch das 2-Cash-
Flow-Matching (||.||lo-Norm auf RT) gegeniiber dem 1-Cash-Flow-Matching
(J|-li--Norm auf RT) im Vorteil ist.

Die bisherigen Erwigungen geben etwas Aufschluss iiber die Vor- und Nachteile
der jeweiligen Zielfunktionen. Fiir eine klare Bekennung zu einer der Zielfunk-
tionen reicht das jedoch nicht aus. Die Replikationsprobleme miissen daher
noch aus anderen Blickwinkeln beleuchtet werden. Klar ist, dass auf Grund
der £!(W)-Norm die Probleme LTV, LSCF und LACF kaum Moglichkeiten zur
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analytischen Untersuchung bieten. Anders verhilt es sich bei den Problemen
QTV und QSCF, die als quadratische Optimierungsprobleme ohne Nebenbe-
dingung geschrieben werden koénnen. Einen interessanten Sonderfall stellt das
Problem QACF dar. Es hat keine explizite Losung, aber wegen der Ahnlichkeit
zum berithmten Fermat-Torricelli Problem (siehe z.B. Nam (2013)) geniigend
Struktur fiir eine mathematische Behandlung.

Jedoch haben die drei Probleme QTV, QSCF und QACF hinsichtlich des nu-
merischen Rechenaufwands einen viel wichtigeren Vorteil, wie der néchste Ab-

schnitt verdeutlicht.

5.4 Numerik

LTV und LACF koénnen wie folgt in ein lineares und LSCF in ein quadratisches

Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen umgeschrieben werden.

inf fifiy(a) = inf E(XT+X")

acRm+1

u.d.N.

T
inf fIYXCF(a) =inf Z]E (Xt+ + Xt_)

acRm+1 p—
u.d.N.
Xf—X;=CF-a'C} teT
X X7>0, teT
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Numerik

T
inf fiop(a) = inf ZE(XJ—I—X{)Q

acRm+1
t=1

u.d.N.
Xf—-X;=CF-a'C% teT
XX, >0, teT

Damit lassen sich LTV und LACF nach Diskretisierung (bzw. Sampling)
effizient durch das Simplex Verfahren 16sen, wihrend sich LSCF mittels einer
SQP oder iiber eine Innere Punkte Methode gut 16sen lasst.

Speziell fiir die Losung des LACF Problems mit Nebenbedingungen un-
tersuchen Adelmann u.a. (2016) sie drei numerische Verfahren (Simplex,
Innere Punkte und Sifting). Als effizientestes Verfahren erweist sich dabei die
Verwendung der Sifting Methode. Bei einer Anzahl von 52.000 Szenarien, 919
Finanzinstrumenten und einer vorgegebenen maximalen relativen Abweichung
im Marktwert von 0,1% in jedem Szenario erzielen sie eine Rechenzeit von

unter drei Minuten.

Der Nachteil der Probleme LTV, LSCF und LACF ist, dass die Anzahl der
Nebenbedingungen in einer Monte-Carlo Simulation in allen drei Problemen
linear mit der Anzahl der erzeugten Szenarien wéchst.

Dagegen lassen sich QTV und QSCF als quadratische Optimierungsprobleme

ohne Nebenbedingungen schreiben.

=
1 1
; W — TVL
aé%’f;*lfQTV(a) o aé%£+l\ (—a) E <Q ) <—a>’

T
1 1
: W — CFL
ael%fnﬂfQSCF(a) B aelig#l\ (—a) B @) (—a)’

Die beiden Probleme reduzieren sich damit auf ein Gleichungssystem mit m+1

Gleichungen, welches schnell iiber eine LU-, QR- oder Cholesky-Zerlegung
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mit einem Rechenaufwand der Grokenordnung O(m?) geldst werden kann.
Insbesondere hangt der Rechenaufwand nur von der Anzahl der verwendeten
Instrumente ab, nicht jedoch von der Anzahl der erzeugten Szenarien, was
den beiden Problemen einen grofen Vorteil gegeniiber LTV, LSCF und
LACF verschafft. In der Praxis sollte nicht mit mehr als 300 Instrumenten
repliziert werden. Das Losen einer solchen Anzahl an Gleichungen ist nach

entsprechender Priakonditionierung numerisch gut zu bewaltigen.

Die gleiche Feststellung trifft auch auf das QACF-Problem zu. Die folgende
Proposition aus Natolski u. Werner (2017b) zeigt, dass es sich als lineares
Second Order Cone Program (SOCP) schreiben ldsst, wobei die Anzahl der

Nebenbedingungen nicht von der Anzahl der erzeugten Szenarien abhéngt.

Proposition 5.4.1

Sei
_ N T
cl ck
CFL . _ t ¢
E7" =E (éf)(éf) , te]

und REFE € RmDX(m+) die Cholesky-Zerlegung von EFFY fiir jedes t.

Dann kann das QACF-Problem geschrieben werden als

Sf%b tET

—

Beweis. Betrachtet man das urspriingliche Problem

2

T
_min_ ; i)

und fiihrt fiir jeden Summanden eine Hilfsvariable 4; € R ein, erhdlt man die
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Numerik

aquivalente Darstellung

ola) <y, t=1€T.

ol
() =@ @] )]
() ()

Je ()

und es entsteht ein lineares SOCP
T

min E
OLER"L+1 P)/t
'YERT t=1

u.d.N.
RCFL 1
! —o

Effiziente Losungsverfahren fiir lineare SOCPs, wie die primal-duale Innere-
Punkte-Methode werden z.B. in Alizadeh u. Goldfarb (2003) erdrtert. Der

Rechenaufwand steigt typischerweise mit der GroRenordnung O(m3°) (vgl.

Nun gilt aber

1

. ~ . -2 12
ct—a'CA cl—a'Ca 1
W,2

pi(a) = }

S"}/t, tET
2

]

Nesterov u. Todd (1998)) und damit nur unwesentlich schneller als fiir die
Probleme QTV und QSCF.
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Insgesamt kann man also festhalten, dass QTV, QSCF und QACF einen kla-
ren Vorzug gegeniiber LTV, LSCF und LACF haben, da der Rechenaufwand
mit der Anzahl der erzeugten Szenarien nicht steigt. Es ist allerdings Vor-
sicht geboten, wenn die Anzahl der Replikationsinstrumente steigt. Hier liegt
der Vorteil bei den Problemen LTV und LACF, da der Rechenaufwand des
Simplex Verfahrens tendenziell langsamer als O(m?) steigt. Versucht man also
die Replikation gleichzeitig durch Hinzufiigen von Replikationsinstrumenten
zu verbessern, hingt das numerisch effizienteste Replikationsproblem von der
relativen Erhohung der Anzahl von Instrumenten im Vergleich zur Anzahl
der Szenarien in der Optimierung ab. In Beutner u.a. (2015) wird das opti-
male Verhidltnis im QTV-Problem hergeleitet. Es hdngt mafkgeblich von den
Annahmen an den Finanzmarkt ab. Das ideale Verhéltnis kann im Einzelfall
unterschiedlich sein. Im Regelfall scheint eine schnellere Erhéhung der Szena-
rienanzahl besser zu sein.

Grundsétzlich werden in der Praxis deutlich mehr Szenarien als Replikations-
instrumente in der Optimierung verwendet. Fiir eine feste und in der Praxis
iibliche Anzahl von Instrumenten sind daher die Probleme QTV, QSCF und
QACEF zu bevorzugen. Somit lohnt sich eine genauere Untersuchung dieser drei
Probleme. Da sie zudem alle auf der £2-Norm basieren, bieten sie giinstige Be-
dingungen fiir analytische Mathematik. In Kapiteln 6 und 7 betrachte ich die
drei Probleme aus analytischer Sicht und decke deren Unterschiede und Zu-
sammenhinge im Hinblick auf das resultierende Replikationsportfolio auf. Ziel

ist es weitere Vor- und Nachteile der Probleme herauszuarbeiten.
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6 Eigenschaften der Probleme
QTV, QSCF und QACF

Um ein besseres Verstindnis fiir die Unterschiede der drei verschiedenen Re-
plikationsprobleme zu erlangen, ist es hilfreich deren Losungen auf Existenz
und Eindeutigkeit und weitere Eigenschaften zu untersuchen. Im Folgenden
wird angenommen, dass die o-Algebra F( nur fast-sichere Ereignisse enthélt.
Ich beginne wie {iblich mit der Frage nach Existenz und Eindeutigkeit. Alle
in diesem Kapitel prasentierten Ergebnisse sind aus Natolski u. Werner (2014)
und Natolski u. Werner (2017b) entnommen.

6.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losungen

Da QTV und QSCF Probleme der kleinsten Quadrate sind, ist hier die
Antwort schnell gefunden. Fiir das QACF-Problem ist etwas mehr Arbeit

erforderlich.

Es seien folgende zufillige symmetrische positiv-semidefinite Matrizen defi-

niert:
Q" =A(A) .

=3 ](e) (@) ]

Ich bezeichne mit QT die Moore-Penrose Inverse fiir beliebiges Q €

Rm+Dx(m+1) -~ Gia gtimmt mit der klassischen Inversen iiberein sofern diese
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existiert (siche Stoer u. Bulirsch (2002, S. 243-247)).

Satz 6.1.1 (Existenz und Eindeutigkeit QTV und QSCF)
Die Probleme QTV und QSCF haben jeweils die Lisungen

Qorv = E (QTV)+ E <AI~/> s
T
agscr =E (QSCF)+ E (Z étAC’tL) :
t=1
Auflerdem gilt

agry ist eindeutige Lisung <= fu € R™ 1w A =0 (6.1)

agser ist eindeutige Losung <= fu e R™ vt e T o' CA=0. (6.2)
Ist agrv bzw. agser eindeutig, dann haben sie jeweils die Form
agry=E(Q") E <AE> ’

T
agscr = E (QSCFY1 E <Z éfé’f) )

t=1

Bemerkung 6.1.2

Offenbar gilt (6.1) = (6.2). Die Eindeutigkeit der Losung zum QTV-Problem
impliziert also sofort Selbiges fiir das QSCF-Problem.

Lineare Abhdngigkeit der Cash-Flows ist gleichbedeutend mit dem Vorhanden-
sein redundanter Anlagen. Kann man den aufsummierten Cash-Flow einer
Anlage durch geeignete Linearkombination aus anderen Finanzinstrumenten
exakt nachbilden (uTA = 0), ist diese Anlage redundant und sollte in ei-
ner Replikation nicht einbezogen werden. Die Forderung fiir die Eindeutigkeit
im QSCF-Problem st sogar noch schwdcher. Hier darf es keine statische Li-
nearkombination geben, die in jedem Zeitpunkt den Cash-Flow einer Anlage
nachbildet. Fine solche Anlage sollte offensichtlich nicht in einer Replikation

verwendet werden.
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Existenz und Eindeutigkeit der Losungen

Beweis. Wie in Abschnitt 5.4 bereits erwahnt, lassen sich die Probleme QTV

und QSCF in quadratische Optimierungsprobleme umschreiben, denn

[v(e) = \/ a"E(Q™) e~ 2a"E (AL) + E (@2) ’

foscr(a) = | aTE(Q5F) o — 20 TE (i éfé’f) +E (Z (C’tL>2> :

t=1 t=1

Die Form der Losungen folgt damit aus Gallier (2011, S. 420).

Die Aquivalenzaussage zur Eindeutigkeit folgt aus der Beobachtung, dass

E (Q™) positiv-definit <= fu € RU"™) u'A=0
E (QSCF) positiv-definit <= Bu € RV . vt e T uTéf =0

und wieder aus Gallier (2011, S. 413-414).

Der Ausdruck bei Eindeutigkeit folgt direkt aus der Tatsache, dass die Moore-
Penrose Inverse einer Matrix () gleich der Inversen ist, sobald () invertierbar
ist (vgl. Stoer u. Bulirsch (2002, S. 243)). O

Da es im Allgemeinen wenig sinnvoll ist redundante Anlagen in der Repli-
zierung zu verwenden, wird folgende Annahme gemacht, welche ab diesem

Abschnitt immer vorausgesetzt werden.

Annahme 2
Die Matriz E (Q°°F) ist positiv-definit.

Annahme 3
Die Matriz E (QTV) ist positiv-definit.
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Bemerkung 6.1.3

1. Aus dem Beweis des Satzes 6.1.1 geht hervor, dass die Annahmen 2 und 3

jeweils dquivalent zu den Eindeutigkeitsbedingungen fir die Liosungen des
QSCF- und des QTV-Problems sind.

2. Aus Bemerkung 6.1.2 folgt, dass Annahme 3 Annahme 2 impliziert. Hat
also das QTV-Problem eine eindeutige Losung, so ist auch die Losung des
QSCF-Problems eindeutig. Umgekehrt muss dies nicht der Fall sein.

Es bleibt die Aussage fiir das QACF-Problem. Hier ist etwas mehr Arbeit er-

forderlich. Um die Notation abzukiirzen, definiere ich hilfsweise die Funktionen
T
ola) = Z (), mit
t=1

: ({og oy

1

n)| e arer

s
N e’ [ | W2

=:¢¢(ax)

sodass QACF zu

inf o(a)

acRm+l

umformuliert werden kann.

Offensichtlich ist fiir jedes t € T die Funktion ¢; (und damit auch die Ziel-
funktion ¢) konvex auf dem gesamten Raum R™"!. Zudem ist jedes ¢; endlich
auf R™™! und somit (lokal Lipschitz-) stetig. Die Richtungsableitungen der
Funktionen in Richtung d sind gegeben durch

T
(e, d) =) ¢j(a,d), mit
t=1

HdTéf

: falls (o) = 0.
) W,2
(pt(av d) =

E(—et(a)-dTéf ’J-'o
=d'Vy(a), sonst.

llet (@)l 2
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Existenz und Eindeutigkeit der Losungen

Ist ¢, is differenzierbar, gilt

E( e(a) - CA
le:(x) |y

Vi (a) =

Ist o, (stetig) differenzierbar in einem Punkt a, so ist es auch zweimal diffe-

renzierbar an der Stelle mit Hesse Matrix

le(e)])%, E (é;‘ (éf)T) _E (et(a) . é;“) (IE (et(a) : Cf‘))T

Vz‘ﬂt(a) =
ler(e) 15y

(6.3)

Da ¢; konvex ist, muss die Hesse Matrix V2, () positiv-semidefinit sein. Lei-
N
der kann man nicht von positiver Definitheit ausgehen, weil E (Cf‘ (Cf‘) )

moglicherweise keinen vollen Rang hat.

Satz 6.1.4 (Existenz QACF)

Unter Annahme 2 besitzt QACEF mindestens eine Lisung agacr.

Beweis. Wie bereits bekannt, ist ¢ konvex und stetig. Auferdem ist ¢ koer-
ziv'. Um das einzusehen, sei ASST der kleinste Eigenwert der Matrix E (Q5°T).

min
1
2 2

Fol| -

Wegen Annahme 2 ist A5¢F > 0 und es gilt
) 3

min

N el < A - @B (@5F) o = XSS B (z a'C]

t=1

Aus der Ungleichung von Minkowski folgt

oS fored] f(])r < |e(X et

t=1 t=1
= ngSCF(a) + ngSCF(O)-

T
t=1
!Eine Funktion f: R™ R heifit koerziv genau dann wenn f(z) — +oo falls ||z| — oo.
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und aus Proposition 5.3.3 weifl man
foscor(@) < pla), Yo e R™
Insgesamt erhalt man also

Ain lledllz < A/ASEE - (0(e) +9(0)), (6.4)

min
woraus folgt
el = 00 = p(ar) — oc.

Als stetige, konvexe und koerzive Funktion, nimmt ¢ ein Minimum an und der

Beweis ist vollstandig. O

Um Eindeutigkeit der Losung aqacr zu beweisen beginne ich mit einer zu-

satzlichen Annahme.

Annahme 4

Vo € R™!: mi >0
o€ min ()

Mit anderen Worten, zu keinem Zeitpunkt ¢ kann ein Liability Cash-Flow C’tL

durch ein Portfolio aus Finanzinstrumenten nachgebildet werden.

Bemerkung 6.1.5

Annahme 4 ist in der Prazis normalerweise erfillt, da jeder Liability Cash-
Flow von nicht absicherbaren Risiken abhingt (Sterblichkeit, Storno). Jedoch
existieren Modelle in denen die Liability Cash-Flows vorhersehbar sind, wie
das Modell von Grosen u. Jorgensen (2000). In diesem Fall ist Annahme /
nicht erfillt, da der erste Liability Cash-Flow CN’IL nicht stochastisch ist und

damit leicht durch Anleihen nachgebildet werden kann.

Mit dieser Annahme ist Findeutigkeit leicht gezeigt und es lassen sich sogar

noch zusétzliche Eigenschaften der Zielfunktion ¢ nachweisen. Diese werden
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Existenz und Eindeutigkeit der Losungen

niitzlich sein um spéater Erkenntnisse {iber den Rechenaufwand der Losung zu

gewinnen.

Satz 6.1.6 (Eindeutigkeit QACE I)

Unter Annahmen 2 und 4 ist die Zielfunktion ¢ streng konver und zweimal
stetig differenzierbar. Dartber hinaus ist sie stark und gleichmdfig konvexr auf
jeder kompakten Teilmenge von R™*L. Insbesondere ist das globale Minimum

von ¢ eindeutig.

Beweis. Sei a € R™"! beliebig. Da fiir jedes t ¢; zweimal stetig differenzierbar
ist, existiert die Hesse Matrix V2, () (cf. (6.3)). Aus positiver Semidefinitheit
von V2, folgt

Vte T .Vy e R*":. yv'E (Et(a) ' éf‘) E <CZ4 : Et(a))Ty

< (@l (81 (E) )y (69)

Da ¢; nicht Null ist fiir jedes ¢, ist €;(a) # 0 fiir alle ¢.

Auf Grund der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt, dass diese Ungleichung fiir
t strikt ist genau dann wenn yTC{* # 0 und ¢,(a) nicht kollinear zu y ™ C{ ist.
Wegen Annahme 2 existiert fiir alle y # 0 mindestens ein ¢y sodass yTé{(‘) #0.

Angenommen ¢, (cx) sei kollinear zu y " C;}, d.h. es sei angenommen

Mo eR: Ny C = ¢ ().

Per Definition von ¢, ist das dquivalent zu

Das wiirde bedeuten, dass der Liability Cash-Flow zum Zeitpunkt ¢, perfekt
repliziert werden kann im Widerspruch zu Annahme 4.

Daher kann €, () nicht kollinear zu yTég‘(‘) sein und Ungleichung (6.5) ist
strikt fiir jedes y # 0. Somit ist die Hesse Matrix von ¢ positiv-definit und
da « beliebig war, ist ¢ streng konvex. Die restlichen Aussagen sind einfache

Folgerungen. O]
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Auch im allgemeineren Fall, ohne Annahme 4, ist es méglich die Eindeutigkeit
von aqgacr zu beweisen. Allerdings kann man keine strenge Konvexitidt mehr
erwarten, da das Problem dann degeneriert ist. Satz 6.1.7 ist weniger praxis-
relevant als ein theoretisches Resultat zur Verallgemeinerung der Aussage, da

Annahme 4 im Normalfall erfiillt ist.

Satz 6.1.7 (Eindeutigkeit QACF II)

Unter Annahme 2 ist das globale Minimum von ¢ eindeutig.

Beweis. Angenommen ¢ beséfe (mindestens) zwei verschiedene Minima, oy

und as. Wegen Konvexitat ist der Mittelpunkt

1
o = 5(0&1 + OCQ)

ebenfalls ein Minimum. Damit muss die Richtungsableitung ¢'(ca,d) in alle
Richtungen d gleich Null sein, unter anderem in Richtung h := o — ;.
Da ¢ Summe von konvexen Funktionen ¢, ist, kann « nur dann optimal sein,

wenn alle Summanden ¢; linear in Richtung h sind (siehe z.B. Nam (2013)).

Ist ¢i(a) = 0, muss auch ¢;(a;) = 0 = @y(a) gelten. Andernfalls wire das
ein Widerspruch zur Optimalitit von a; und ag. Aus ¢i(ar) = 0 = @)
folgt, dass 0 = hTCf.

Ist dagegen ¢;(a) > 0, so muss die zweite Ableitung in Richtung h wegen Li-
nearitdt verschwinden. Das kann nur der Fall sein, wenn entweder 0 = hTéf
oder hTétA kollinear zu ¢;,(a) ist. Im ersten Fall verschwindet die Richtungs-

ableitung, wogegen im zweiten Fall
pi(eeh) = [Aof [lex(@) [y, > 0

fiir ein Ay # 0 gilt.

In jedem Fall gilt also ¢}(a,h) > 0 fiir alle ¢t € T. Gleichzeitig gilt wegen
Optimalitat von o, dass ), .+ ¢i(a,h) = 0 und damit folgt ¢}(a, h) = 0 fiir
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alle t € T. Also bleibt die Schlussfolgerung 0 = hTéf fiir alle ¢. Dies steht
jedoch im Widerspruch zu Annahme 2 wonach mindestens ein t; existiert,
sodass 0 # hTél‘%. O

Im allgemeinen Fall ohne Annahme 4 konnen keine Optimierungsverfahren
erster oder zweiter Ordnung verwendet werden um QACEF zu 16sen, weil die
Funktion ¢ mdoglicherweise nicht-glatte Stellen besitzt. Jedoch habe ich in Ab-
schnitt 5.4 gezeigt, dass das Problem zu einem SOCP umformuliert und damit

das Problem mangelnder Glattheit umgangen werden kann.

6.2 Faire Preise

Eine weitere interessante Eigenschaft replizierender Portfolios ist die Frage,
ob deren fairer Wert zum heutigen Zeitpunkt dem fairen Wert der Liability
Cash-Flows entspricht. Naheliegend ist, dass nur Replikation unter dem
risikoneutralen Maft Q eine positive Antwort vorweisen kann, solange keine

Nebenbedingungen eingefiihrt werden.

Die Probleme QTV und QSCEF sind leicht zu handhaben. Mithilfe der expli-
ziten Losungsformeln lassen sich schnell Aussagen iiber die fairen Preise der
Optimallosungen treffen. Interessanter ist der Fall QACF. Auf Grund der Ver-
wandtschaft zum Fermat-Torricelli Problem wire zu vermuten, dass der faire

Wert allgemein nicht getroffen wird. Satz 6.2.1 widerspricht dieser Vermutung.

Proposition 6.2.1
Bei Replikation unter W = Q ist der faire Preis der Optimallosungen ogrv,

agscr und agacr gleich dem fairen Preis der Cash-Flows der Liabilities, d.h.
EQ @;A) — ¢ <L> . R= QTV,QSCF, QACF (6.6)

wenn jeweils folgende Bedingung erfillt ist.

(QTV) 38 € R™H:
BTA =1 (6.7)
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(QSCF) 33 € R™H1:
B'CA=1, VteT. (6.8)

(QACF) fiir beliebige xy, ..., o7 € R, 3 3 € R™:

B'Cr=u, VteT. (6.9)

Beweis.

1. Durch Anwenden des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfah-
rens kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass flo, . ,flm unkorreliert
sind im Sinne der £2-Norm. Insbesondere existiert wegen (6.7) ein Port-
folio 3, sodass BTA = 1. Daher kann vorausgesetzt werden, dass Ay =1
und E </~12> =0 fiir - = 1,...,m. Ableiten der quadrierten Zielfunktion
im QTV-Problem liefert die Optimalititsbedingung

i=0
und damit

5 (ol ) =Sl (1) =22 1)

2. Die hinreichenden und notwendigen Optimalititsbedingungen fiir das
QSCF-Problem sind

welche insbesondere die Gleichung

T m

3533 aiwn? (€401 = Z@ZE@ (cren)

t=1 i=0

fiir B wie in (6.8) implizieren. Unter Verwendung der Eigenschaft eines

solchen 3 erhilt man
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3. Schlielich, sei angenommen (6.9) ist erfiillt. Aquivalent dazu gibt es fiir

beliebiges t € T ein B; € R™™! mit

|

t=
t

Y

Bi Ci =

Y
|

Y

Betrachtet man nun die Richtungsableitung der Zielfunktion im QACF-

Problem so verschwinden alle bis auf den ¢-ten Summanden.

N

S Cm—,
e (et mnasred])]

womit man zum bekannten linearen Problem der kleinsten Quadrate ge-

langt. Eine Optimalititsbedingung fiir agacr ist also gegeben durch

=0
A=0

di)\EQ ([@L — (ceqacr + A8;)" é?] 2)
|}

Da t € T beliebig war zeigt das sogar, dass der faire Preis jedes Cash-

Flows gleich ist. Insbesondere gilt damit natiirlich auch (6.6).
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Bemerkung 6.2.2
1. Die Gleichheit der fairen Werte lisst sich offensichtlich nur unter dem Mafs

Q zewgen. Allgemein folgt aus den Optimalititsbedingungen, dass das erste
Moment beziiglich des in der Zielfunktion verwendeten Majfles W getroffen

wird.

2. Die Voraussetzung in Proposition 6.2.1 wird vom QTV- dber das QSCF-
zum QACF-Problem offenbar stirker. Jedoch kann selbst die Existenz eines
Portfolios B wie in (6.9) leicht erfillt werden. Steht fir beliebige Filligkeit
eine Call Option auf den Numéraire mit Austibungspreis Null als Replika-
tionsinstrument zur Verfigung, so ldsst sich ein Portfolio erstellen, das zu
jedem Zeitpunkt ein beliebiges Vielfaches des Numéraires auszahlt. Abdis-
kontiert erhdlt man damit beliebige konstante Betrdge und damit (6.9). Ist
also beispielsweise das Geldmarktkonto oder auch die nutzenoptimale Han-

delsstrategie aus Abschnitt 5.1 der Numéraire, so ist die Bedingung erfillt.

3. Voraussetzung (6.9) ist mit Annahme 3, also mit der Invertierbarkeit der
Matriz E (QQTV) unvereinbar. Der Terminal Value eines Portfolios welches
beispielsweise —1 in t =1 und +1 in t = 2 auszahlt ist Null. Aus der Per-
spektive des Terminal-Value-Matchings sind dementsprechend redundante
Anlagen vorhanden. Je nach Wahl des Replikationsproblems ist eine an-
dere Wahl der Replikationsinstrumente erforderlich. Insbesondere sollten
beim Terminal-Value-Matching deutlich weniger Instrumente herangezogen

werden.

4. Der Beweis der Proposition 6.2.1 offenbart, dass im QACF-Problem unter
der Bedingung (6.9) der faire Preis jedes Cash-Flows getroffen wird. Analog
lisst sich das auch fir das QQSCF-Problem zeigen.

Die Aussage von Proposition 6.2.1 stellt einen Vorteil von QTV, QSCF und
QACF gegeniiber den Problemen LTV, LSCF und LACF dar. Repliziert man
in der £'-Norm, ist Gleichheit der fairen Werte nicht gegeben. Andererseits
lasst sich dies leicht durch Hinzufiigen einer zusitzlichen Nebenbedingung

andern. Da sie ohnehin lineare bzw. quadratische Probleme mit Nebenbe-
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dingungen sind, verschlechtert das Hinzufiigen nicht die Komplexitdt der

Probleme.

Um ein besseres Verstandnis der Unterschiede zwischen den drei Problemen
zu gewinnen, wende ich mich nun den Zusammenhingen der Replikationspro-
bleme zu. Was genau ist der Unterschied zwischen den Problemen und welche

Auswirkung hat das auf die Replikationsportfolios?
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7 Zusammenhange der
Probleme QTV, QSCF und
QACF

Die in diesem Kapitel prasentierten Ergebnisse findet man in Natolski u. Wer-
ner (2014). Ich beginne mit dem Vergleich zwischen QTV und QSCF. Hier lasst

sich der Zusammenhang durch simultane Diagonalisierung explizit darstellen.

7.1 Simultane Diagonalisierung

Sowohl das QTV- als auch das QSCF-Problem sind quadratische Optimie-
rungsprobleme. Dabei bestimmen die bereits eingefiihrten Matrizen E (Q™)
und E (QSCF) den quadratischen Faktor. Es stellt sich heraus, dass diese Ma-
trizen simultan diagonalisierbar sind, woraus sich aufschlussreiche Folgerungen

iiber den Unterschied der beiden Replikationsansétze ergeben.

Proposition 7.1.1

m+1)x(m+1

Es gibt eine nicht singuldre Matriz P € R( ) und eine diagonale Ma-

tric DTV € Rm+Dx(m+1) = sodass

PTE (QTV> P= DTV,
PTE (Q%") P = L1

Beweis. Als positiv-definite symmetrische Matrix hat E (Q5°F) eine Cholesky
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Zerlegung 2, d.h.
E (Q") =x's.
Definiere die Matrix
Q=Y "E(Q™)x".

@ ist ebenfalls positiv-definit und symmetrisch und kann somit diagonalisiert

werden.
Q = P Do Pq

fiir ein orthonormales Py und ein diagonales Dyg.

Setze nun
. y—1pT
P:=Y""F,.
Dann ist P invertierbar und es gilt

PTE(Q™) P = PoX"E (Q™Y) 5P} = PoQP) = Dg,
PTE (Q°") P = PTSTSP = Pou "S"SS ' P) = Po PG = L.

]

Seien P und D'V wie in Proposition 7.1.1 und durch lineare Transformation
mit P folgende neue Cash-Flow Profile definiert:

pA = PTA,
pCA=PICA teT.

Dann ldsst sich der Zusammenhang zwischen agry und aqscr explizit dar-

stellen.
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Satz 7.1.2 (Zusammenhang zwischen QTV und QSCF)
Die Liosungen zu den Problemen QTV und QSCF sind gegeben durch

adorv = [DT‘q 71E (pAE) s
T

X QscF = E (Z pé?éf) .
t=1

Ist insbesondere E <pf1¢> # 0, so gilt

e
“osor = B <(PAi>2> - <it<1§1630f) agrv-
PA;

Beweis. Folgt direkt aus Satz 6.1.1 und Proposition 7.1.1. O

Abgesehen davon, dass im QTV-Problem also auch die intertemporalen
Korrelationen E (Péfé’t]‘) fiir s # t € T eine Rolle spielen, liegt der zweite
Unterschied zum QSCF-Problem in der Gewichtung der neuen Anlagen.
Die Diagonaleintriige der Matrix D'V sind exakt die zweiten Momente der
aufsummierten diskontierten Cash-Flows der neuen Anlagen. Eine Anlage
dessen aufsummierter Cash-Flow ein grofes zweites Moment besitzt, wird also
im Terminal-Value-Matching weniger beriicksichtigt als im QSCF-Problem.
Das lésst sich dadurch erkldren, dass grofte zweite Momente bevorzugt von
Portfolios erzeugt werden, deren Cash-Flows eine hoch positive intertemporale
Korrelation aufweisen bzw. wenn péf‘ und péf fiir s # t hoch positiv
korreliert sind. Bereits kleine Positionen in solchen Portfolios haben grofsen
Einfluss auf den Terminal Value. Diese Korrelationen spielen jedoch im
Cash-Flow-Matching keine Rolle, da die Differenz der Cash-Flows zu jedem

Zeitpunkt separat gemessen wird.

Wihlt man also das QSCF-Problem statt dem QTV-Problem, entscheidet
man sich bewusst gegen die Effekte des intertemporalen Hedgens sowohl in
den Cash-Flows der Finanzinstrumente, als auch in den Cash-Flows der Liabi-

lities. Damit ist QSCF stérker eingeschriankt, was die Approximation des FVL
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Zeitseparabilitat

erschwert. Andererseits besteht die Gefahr beim Terminal-Value-Matching,
dass die Robustheit des Problems unter hohen intertemporalen Korrelationen
der Cash-Flows leidet. Das liefert eine plausible Erkldrung der Beobachtung
durch Daul u. Vidal (2009), dass das QSCF-Problem einerseits ein schlechteres
Bestimmtheitsmal aufweist, aber andererseits kleinere out-of-sample Fehler
erzeugt. Die Wahl der Replikationsinstrumente ist also entscheidend. Es
ist zu vermuten, dass eine sorgfiltige Auswahl von Replikationsinstrumen-
ten mit stark unkorrelierten Cash-Flows und entsprechender Skalierung
(siche Natolski u. Werner (2016)) die Robustheit des QTV-Problems
verbessern konnten. Wegen der Flexibilitdt des intertemporalen Hedgens
sind zudem nur wenige Instrumente notig um eine gute Approximation des

FVL zu ermdglichen. Unter diesen Voraussetzungen wére QTV zu bevorzugen.

Als néchstes beleuchte ich den Zusammenhang zwischen QSCF und QACF.

7.2 Zeitseparabilitat

In der Praxis werden fiir die Replikation meistens Finanzanlagen verwendet,
die Cash-Flows ausschlieklich in einem Zeitpunkt erzeugen. Dieser Cash-Flow
entspricht dem Wert der Anlage, d.h. der Cash-Flow entsteht aus dem Verkauf
dieser Anlage. Soll dieser Cash-Flow durch ein statisches Portfolio erzeugt wer-
den, reicht es einen Forward auf diese Anlage abzuschliefen und den Forward
Preis, der in der Zukunft fillig ist, mit Nullkuponanleihen zu begleichen. Diese

Tatsache motiviert folgende Proposition.

Satz 7.2.1 (Aquivalenz zwischen QSCF und QACF)

Sei I :=A{0,...,m} partitionierbar in disjunkte Mengen I, ..., Ir, sodass
i€l, <= Cfy#0undC{ =0 fir alle s #1.
Dann sind die Probleme QSCF und QACF dquivalent und haben die gleiche

Optimallésung.
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Beweis. Da jede Anlage i in genau einer Partitionsmenge I; liegt, kann die

Optimierungsvariable a ebenso partitioniert werden.

a = Za(t)a

t=1

wobei
ajy #0=iel,
Fiir jedes t sei also die Menge

Ht = {a S RWH_I

o/:()‘v’z'gélt},

definiert, sodass O‘ft) € H, fiir alle t € T. Das QSCF-Problem kann umgeformt

werden zu
d ~ )
aei%f;ﬂ ;E ([CtL - CXTC;A] > =
T T 2
a(l)eHli,.I.lfa(T)eHT ;E Cr — ;Q(TS)C;? ) =

T
~ - 2
inf E(|CF-aj,Cl
a(l)EHl OL(T)EHT t_zl ( t (t) t

..... ; |
inf E ([éf - ag)é;‘]

o EH
=1 = O

T N - 72
Y inf E ([(Jf—ach] ) ,

— acRm+!
wobei ich die Separabilitit der Zielfunktion zwischen Zeile drei und vier ver-
wendet habe. Nimmt man nun die Wurzel jedes der T" Optimierungsprobleme

in der letzten Zeile, wird lediglich die Zielfunktion gedndert, jedoch nicht die
Optimallésung und man erhélt das QACF-Problem. O

Verwendet man also Finanzinstrumente in der Replikation, die Cash-Flows zu
mehreren Zeitpunkten erzeugen, ist es wesentlich welches der Probleme QSCF
oder QACF optimiert wird. Hier hat QACF einen Vorzug. Im QSCF-Problem
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geht der erwartete Fehler in jedem Zeitpunkt quadratisch in die Zielfunktion
ein. Mit laufender Zeit werden Fehler im Erwartungswert tendenziell grofser,
da die Varianz der Cash-Flows, auf Grund groferer Unsicherheit, zunimmt
je ferner sie in der Zukunft liegen. Werden die erwarteten Fehler signifikant
grofer, so optimiert QSCF vorwiegend in diesen Zeitpunkten, wahrend die
fritheren Cash-Flows vernachlissigt werden. Jedoch sind gerade die Cash-
Flows in ferner Zukunft sehr schwer zu modellieren, das Modellrisiko wéchst.
Daher ist QSCF anfélliger fiir Modellierungsfehler als das QACF-Problem, in

dem erwartete Fehler nur linear eingehen.

Es bleibt also noch der Zusammenhang zwischen QACF und QTYV zu erklaren.
Natiirlich kann man hier den indirekten Weg iiber QSCF gehen, jedoch wird
sich herausstellen, dass man einen weiteren Zusammenhang herstellen kann,
wenn man die Anforderung der statischen Replikation abschwicht. Diese Ab-
schwichung fiithrt zu etwas allgemeineren Replikationsproblemen, die fiir sich
eine interessante Variante der Replikation darstellen und eine eigene Priifung

der Eigenschaften wie Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen lohnen.

7.3 Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

In diesem Abschnitt schwéche ich die Anforderung der Statik des Replikati-
onsportfolios etwas ab, um eine bestimmte Klasse von Handelsstrategien zu
erlauben. Genauer wird nun angenommen, dass der Numéraire eine zu jedem
Zeitpunkt handelbare Anlage ist. Um die Replikation zu verbessern, erlaube
ich zusétzlich dynamische Handelsstrategien im Numéraire. Dafiir definiere ich

folgenden linearen Teilraum der stochastischen Prozesse.

T-1
A: {(615)751 _____ Tivt:]_,...,T—]_, 6t€£2(ft)u 5T:—Z(Sf}

t=1

Jeder Prozess aus diesem Teilraum reprasentiert eine adaptierte Handelsstra-
tegie im Numéraire. §; > 0 wird dabei als Kauf interpretiert und 6; < 0

als Verkauf. Die Bedingung 67 = — Zz:ll 0; garantiert, dass die Position im
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Numeéraire zum Endzeitpunkt T gleich der Position zum Zeitpunkt 0 ist. An-
ders formuliert bedeutet das, dass die Handelsstrategien einen abgezinsten Ter-
minal Value gleich Null haben. Mit PV (J) bezeichne ich den pfadweisen ab-
diskontierten Terminal Value einer Strategie § € A. Es gilt

PV(5) =) Oy _ > 6 =0. (7.1)

Aus Okonomischer Sicht kann der Versicherer zu jedem Zeitpunkt einen
beliebigen Geldbetrag leihen, welcher bis T' rolliert und dann zuriickgezahlt
wird. Zu beachten ist, dass die Strategien 0 € A nicht selbstfinanzierend sind,

da die Cash-Flows realisiert werden.

Es soll untersucht werden welchen Einfluss die Strategien aus A auf die Pro-
bleme QTV, QSCF und QACF haben.

Lemma 7.3.1

Der abdiskontierte Terminal Value einer Handelsstrategie (o, 0) mit
o € R § € A ist gegeben durch

wobei

N,
t=1

_ T m CAt
Ale,d) = Z [ZO/ ]\j_t

1=0

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus (7.1).

T m A T
pt iCi7t 0: N
Ala,d) = E [E a N | E N,
t=1 Li=0 t=1
D) — ~
(7.1) ZO[TC? —a A

105



Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

Anders ausgedriickt hingt der abdiskontierte Terminal Value nur vom stati-
schen Portfolio o aus den Finanzanlagen ab. Statt A(c,d) schreibe ich daher
ab sofort A(a).

Daraus ldsst sich folgern, dass die Einfiihrung von Handelsstrategien im
Numéraire aus dem linearen Raum A die Zielfunktion im QTV-Problem nicht

beeinflusst. Das motiviert folgende Definition.

Definition 7.3.2
Zwei Handelsstrategien (a,0) und (,8,5) mit o, 3 € R 6.6 € A heifien

FV-dquivalent genau dann wenn

a=/0.

Auf Grund von Lemma 7.3.1 haben statische Portfolios zweier FV-dquivalenter
Handelsstrategien den gleichen fairen Preis, da sie identische Terminal Values
erzeugen. Auf der anderen Seite erkennt man leicht, dass das QACF-Problem
sehr wohl durch die Wahl der Strategie € A beeinflusst wird. Dazu betrachte

man folgende deterministische Cash-Flow Differenzen.

C~'1L — aTéf =1,

C~’2L — aTé‘; =—1.

Die Zielfunktion im QACF-Problem hat den Wert /(—1)2 4+ v/12 = 2. Wihlt
man jedoch die Strategie 0; = —1,9, = 1, so ergibt sich ein perfekter Hedge,
und der Zielfunktionswert ist Null.

Es wird sich herausstellen, dass die zuséitzliche Freiheit in den Handelsstra-
tegien der Schliissel ist um eine Verbindung zwischen dem QTV- und dem
QACF-Problem herzustellen. Auferdem wird man erkennen, dass alle drei
Replikationsprobleme mit der Einfiihrung der Handelsstrategien leicht zu

l6sen sind.

Basierend auf der Erweiterung von statischen Portfolios zu teilweise dynami-

schen Strategien fiihre ich folgende verallgemeinerte Replikationsprobleme ein.
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inf [E([Z - A(a)] 2‘]—"0)] : (GQTV)

e
T 3
3 %%E B ;]E ([Cf — (aTc‘j;;* — 5%2 ‘ ;0>] 7 (GQSCF)
T :
a%%%‘“ ; [E ([éf - (aTéf - 5% ’ ‘J-“ON . (GQACF)

Da die o-Algebra Fj auch in diesem Kapitel keine Rolle spielt, wird angenom-
men, dass sie ausschlieklich fast-sichere Ereignisse enthélt und wird fortan

weggelassen.

Die néchste Proposition gibt die Losung zu GQTV an, bevor Satz 7.3.4 die
Verbindung zwischen GQACF und GQTYV herstellt. Das wird ermoglichen
Aussagen {iber das QACF-Problem und dessen Verallgemeinerung GQACF

zu treffen.

Proposition 7.3.3

Sei Annahme & erfillt. Dann ist die Liosungsmenge von GQTV gleich der
FV-Aquivalenzklasse der Losung des QTV-Problems im Sinne von Definition
7.3.2 und der Optimalwert von GQTV st gleich dem Optimalwert des QTV-

Problems.

Beweis. Aus Satz 6.1.1 ist bekannt, dass die eindeutige Losung des QTV-
Problems gegeben ist durch agqry = E (QTV)AE (Ai) Aus Lemma 7.3.1
7 fiir das QTV-Problem keine Auswirkung hat,
womit die Losungsmenge des QTV-Problems gerade die FV-Aquivalenzklasse

folgt, dass die Strategie (6; )1,

von aqry 1st. ]

Um die Hauptaussage dieses Abschnitts formulieren zu konnen, ist eine weitere

Annahme notwendig.

107



Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

Annahme 5

Die Cash-Flow Differenz Ck — agTVé% ist nicht Fp_1-messbar.

Annahme 5 sagt aus, dass vor Ende des Zeithorizonts keine Information iiber
die Cash-Flow Differenz in T" vorhanden sind. Beispielsweise konnte der Tod
eines Versicherten im Jahr 7" einen unvorhergesehenen Liability Cash-Flow zur
Folge haben. Ein solches Risiko ist weder vorhersehbar noch durch Finanzan-

lagen zu hedgen.

Satz 7.3.4 (Aquivalenz zwischen GQTV und GQACF)

Unter Annahmen 8 und 5 besitzt das verallgemeinerte Replikationsproblem
GQACF eine eindeutige Losung. Dabei ist das statische Portfolio gerade die
Lésung des QTV-Problems und die Strategie 0 € A ist gerade so, dass alle
Liability Cash-Flows zu den Zeitpunkten t = 1,...,T — 1 exakt nachgebildet
werden. Auflerdem haben die Replikationsprobleme GQACF und GQTV und
damit QTV den gleichen Optimalwert.

Die Aussage von Satz 7.3.4 ist der eigentliche Grund fiir die Einfiihrung dyna-
mischer Handelsstrategien. Der erschlossene Zusammenhang hilft entscheidend
beim Verstindnis des Unterschieds zwischen QTV und QACF. Satz 7.3.4 ist

damit zentral in diesem Abschnitt.
Beweis. Definiere 6 € A durch

0 = abC —CF, Vt=1,..T—1. (7.2)
Da 6 € A, ist damit auch d7 bestimmt. Insbesondere ist § so gewéhlt, dass

die Liability Cash-Flows zu den Zeitpunkten ¢t = 1,...,T — 1 perfekt gehedgt

werden, d.h.

C~'tL— <C¥5Tvéf—5t> =0, vi=1,....,T -1 (7-3)

Unter Verwendung von (7.2) erhilt man folgende Gleichungen.
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T
ot (eini-5),
et (o), o
(7.3) Z [CtL — (agTVCt &)}
t=1 W,2
Die Bedingung dp = — ZtT:_ll 0, impliziert
T - ~
M GO
t=1 W,2

(7.5)

XT: [étL - O‘gTVéf]
—

i -al AH .
|L-adnvA|

W,2

Sei nun (ﬂ,(§>, B € Rm“,g € A eine andere Handelsstrategie. Da aqrv
optimal fiir das QTV-Problem ist, gilt

i—al AH <Hfi_ TAH .
H aqrv w2 B W,2

Aus Satz 6.1.1 folgt, dass Gleichheit genau dann gilt wenn 3 = aqry.
Durch Umordnung der Terme erhélt man

i-A|, = |3 e - ae]

W,2

IS [er -]

W,2

ct - (8761 -4)

‘W,2 '

Die letzte Ungleichung ist Minkowskis Ungleichung, wobei Gleichheit genau

dann gilt, wenn alle Terme in der Norm positiv kollinear sind. Wenn 8 = aqrv,
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Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

ist Kollinearitat der Terme

nur dann gegeben, wenn die ersten 7" — 1 Terme Null sind. Der Grund ist
folgender.

Aus der Bedingung op = — tT:_ll 6; kann abgeleitet werden, dass or Fr_i-
messbar ist. Aber wegen Annahme 5 ist C’% — agTVé? nicht Fr_;-messbar,

womit auch

nicht Fr_j-messbar ist. Da JFq vollstiandig ist, enthédlt Fpr_; alle Nullmengen.
Daher ist der letzte Term mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht Null und

nicht kollinear mit den ersten T'— 1 Termen.

Mit anderen Worten, falls 8 = aqry, so ist die letzte Ungleichung eine
Gleichung genau dann wenn alle Liability Cash-Flows zu den Zeitpunkten

t=1,...,T — 1 perfekt gehedgt werden. In diesem Fall ist B gegeben durch

Damit gilt die Ungleichung

)

T T
~L T ~A ~L Iy T A

und sie ist strikt auker 8 = agp, und 5 = ¢ und die erste Behauptung ist

bewiesen.

Die zweite Behauptung folgt direkt aus den Gleichungen (7.4) und (7.5) sowie
Lemma 7.3.1 und Proposition 7.3.3. O

Leider kann Satz 7.3.4 nicht analog auf das verallgemeinerte Problem GQSCF

iibertragen werden. Der Grund dafiir ist, dass die Minkowski Ungleichung wie
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im Beweis nicht anwendbar ist. Als Gegenbeispiel betrachte man den Fall mit

zwei Zeitschritten mit gleichen Cash-Flow Differenzen, also
Ck—a'Cr=CF - a'Cy

mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Mit der Strategie (d1,0d2) wie in Satz
7.3.4 ist der Zielfunktionswert in (GQSCF) gleich

Joor+2 ([ (6 -aren)]) =2

Wihlt man dagegen die Strategie 6, = 0o = 0 so ist der Zielfunktionswert

gleich

\/Z-IE ([éf - aTéff) _ 2

Damit ist gezeigt, dass perfektes Hedgen bis zum Zeitpunkt 7" nicht die op-
timale Strategie fiir GQSCF ist. Die optimale Strategie wird in Satz 7.3.7
hergeleitet. Zunachst formuliere ich jedoch ein Korollar, das die Frage des Zu-
sammenhangs zwischen den verallgemeinerten QTV- und QACF-Problemen
abschliefst.

Korollar 7.3.5 (Optimalitéitstest)

1. Die Lisungsmenge von GQTV ist gerade die Aquivalenzklasse der Lisung
von GRQACF.

2. Der Optimalwert von GQACF ist kleiner oder gleich dem Optimalwert
von QACF. Unter Annahme 5 ist Gleichheit genau dann gegeben wenn
firallet =1,...,T —1 der Liability Cash-Flow perfekt durch den Cash-
Flow des optimalen Replikationsportfolios im QTV-Problem repliziert

wird.
Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus Proposition 7.3.3 und Satz 7.3.4.

Dass der Optimalwert von GQACF nicht gréfer als der von QACF ist, er-

schliefst sich aus der Feststellung, dass 6 = 0 ebenfalls eine Strategie aus A
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Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

ist, welche implizit im QACF-Problem vorausgesetzt wird. Schlieflich weifs
man wegen Satz 7.3.4, dass die Losung von GQACF eindeutig ist. Daher kann
Gleichheit der Optimalwerte von QACEF und GQACF nur dann erzielt werden,
wenn 0 = 0 die optimale Strategie fiir GQACEF ist. In dem Fall ist das ein-
deutige Optimalportfolio fiir QTV auch optimal fiir QACF. Satz 7.3.4 jedoch
besagt, dass unter der optimalen Strategie in GQACF alle Cash-Flows zu den
Zeitpunkten ¢t = 1,...,T — 1 perfekt gehedgt werden. Daraus folgt, dass die
Cash-Flows des optimalen Replikationsportfolios aus dem QTV-Problem die
Cash-Flows der Liabilities fiir t = 1,...,T — 1 perfekt nachbilden. O]

Bemerkung 7.3.6

Da die Optimalwerte von GQACF und QTYV identisch sind, kann man eine
FEinschitzung der Giite des Replikationsportfolios aus dem QACF-Problem di-
rekt durch den Vergleich der beiden Optimalwerte treffen.

Durch Proposition 7.3.3, Satz 7.3.4 sowie Korollar 7.3.5 hat man also ein
besseres Verstiandnis des Zusammenhangs zwischen QACF und QTV. Erlaubt
man dynamisches Handeln des Numéraires so entdeckt man im QACF-
Problem das QTV-Problem wieder.

Zur Vollstdndigkeit wende mich nun der optimalen Handelsstrategie im ver-
allgemeinerten QSCF-Problem zu. Bisher hat man gesehen, dass das perfekte
Hedgen bis zum Zeitpunkt 7" — 1 nicht unbedingt optimal ist wie im verall-
gemeinerten QACF-Problem. Der folgende Satz gibt nun Aufschluss iiber die

optimale Strategie.

Satz 7.3.7 (Optimale Strategie GQSCF)

Sei o € R™T ein beliebiges Portfolio and bezeichne
Rt = étL - aTéf

den Fehler zwischen den Cash-Flows der Liabilities und des Portfolios zum
Zeitpunkt t. Die Handelsstrategie (6)),_, 1, € A, welche die Zielfunktion in

77777
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GQSCF minimiert, ist durch folgende rekursive Form gegeben.

* 1 *

Auferdem sind die Fehler zwischen den Cash-Flows unter Beriicksichtigung

dieser Handelsstrategie gegeben durch
R+ 6; =E(Rr + 07| F) -

Man erhdlt also die Fehler zum Zeitpunkt t durch orthogonale Projektion des
finalen Fehlers Ry + &% auf den Unterraum L* (Fy).

Beweis. Einsetzen der Definition von (R;),.; und der Bedingung dr =
— ZtT;ll 0; in das Problem GQSCEF liefert

min Y E[(R+6)°] +E

t=1 t=1

T-1 | 2
(RT -y (5t) ] (7.6)
Sei nun (d7,...,05_;) eine Losung von (7.6). Fiir beliebiges ¢ € {1,...,T — 1}
ist dann ¢; Optimallésung zu

in E[(Rr+ &) +
sl B (B 6] +

(RT—Z(S*—@) ]

t;ét
N————

::)‘T

Durch quadratisches Ergénzen erhilt man das dquivalente Problem

(ﬁm (R~ AT)%)Q

Nach Ausschluss aller Terme ohne Einfluss von d; bleibt das quadratische Pro-

blem
1 2
2 ((5{-1- §(Rg — )\T)) ] ,

1 1
0f = §E [Rp|Fi) — §E [Ar|Fi

min E

1
E |RZ + )\ — —(R; — M\p)?
SEL2(Fy) + {Rt AT Q(Rt 7) }

min E
Sr€L2(Fy)

mit der Losung
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Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

1 1121
= SE[Rr|F] - 535— §ZE[

t=1
L

0 | ] -
Multiplikation mit 2 und Subtrahieren von J; auf beiden Seiten liefert
T—1
0; =E(Rr|F,) — R, — Y _E (51| F). (7.7)
s=1

Da t beliebig war, gilt (7.7) fiir alle t = 1, .. — 1. Sei X :=>7""6* dann
gilt

E(X|F,) = Z(S*+ZE (Rr|F.) — Ry — E(X|F,) | Fi]
:Z(s;JrZE([RT—RS—X] [F1)
:iéz+iE(RT—Rs|Ft)—(T_t)E(Xu:t)'

Durch Auflésen nach E (X|F;) erhilt man

1 t—1 T-1
E(X == . E — .
Einsetzen in (7.7) liefert schlieklich
1 t—1 T-1
o = E(Rr|F) — Ry — T 111 (Szl o5 + ;E(RT - Rs\ﬁ))
1 1 t—1 T-1
= T——H—lE (BrlF) — (Z 05 — ZE (Rs|ft)> - R
- <ZR |]-"t) -~ Z(S* Ry,

womit die erste Behauptung bewiesen ist. Die zweite Behauptung folgt direkt
aus Gleichung (7.7) durch Einsetzen der Bedingung &5 = — S 7' 5% O
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Bemerkung 7.3.8

Fine interessante Beobachtung ist, dass 0] linear vom Portfolio o abhédngt. Aus
der rekursiven Form erkennt man, dass das damit auch fir of, t = 2,...,T
gilt. Die Suche nach dem optimalen Startportfolio ooy fiir GQSCF reduziert

sich damit auf ein Problem der kleinsten Quadrate.

Es bleibt noch auf die Gleichheit der fairen Preise zuriickzukommen. Wie man
bereits erahnen kann, haben die Optimallésungen von GQACF und GQTV
beide jeweils den gleichen fairen Wert wie die Liabilities. Fiir das Problem
GQSCEF ist nur unwesentlich mehr Arbeit erforderlich.

Proposition 7.3.9
Unter Annahmen 2, 8 und 5 sind die fairen Werte der Optimallésungen zu

GQTV, GQSCF und GQACF gleich dem fairen Wert der Liability Cash-Flows.

Beweis. Fir GQTV folgt die Behauptung direkt aus Propositionen 7.3.3 und
6.2.1. Satz 7.3.4 liefert die Aussage fiir GQACF. Der Beweis fiir das verall-
gemeinerte QSCFEF-Problem ist ebenfalls unkompliziert. Ich teile das Optimie-
rungsproblem auf, sodass jeweils das statische Portfolio a in ein inneres und
die dynamische Strategie 0 in ein Auferes Optimierungsproblem geschoben

werden.

[NIE

min min
0€A acR™m+1

S

Wegen Annahme 2 existiert ein eindeutiges optimales o, fiir gegebenes 6 € A

und man erhélt durch Ersetzen von CF durch CF + 6, in Proposition 6.2.1

T
E (ajptj&) —E (i +3 5t>
t=1
bzw.

E <a§ptA - gét> —E <L> .
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Dynamisches Hedging mit dem Numéraire

Insbesondere gilt diese Identitét fiir die optimale Strategie (d;),., wie in Satz

7.3.7 und es ist alles gezeigt. O

Die Eigenschaft der Gleichheit der fairen Werte bleibt also auch nach Einfiih-

rung der dynamischen Strategien in A erhalten.

Die essentielle Botschaft in diesem Abschnitt ist, dass das QTV-Problem dem
QACF-Problem entspricht, wenn dynamische Replikation mit dem Numéraire
erlaubt ist. Dieses Resultat spricht damit klar fiir die Verwendung des
QTV-Problems, da es die Moglichkeit bietet Cash-Flow Differenzen iiber die
Zeit auszugleichen, welche fiir den FVL keine Auswirkungen haben. Kleinere
Schranken fiir den Fehler in der Zielgrofe und eine bessere Approximation des
FVL sind zu erwarten.

Beachtet man zuséitzlich die Tatsache, dass das QTV-Problem wegen seiner
quadratischen Form mit QSCF numerisch am effizientesten zu l6sen, geht
dieses Replikationsproblem als das mit den grofiten Vorteilen hervor. Wie
bereits herausgearbeitet ist es wichtig im Auge zu behalten, dass das Problem
gut konditioniert ist. Zum einen sollten redundante oder nahezu redundante
Instrumente zur Replikation vermieden werden. Das verbessert die Stabilitét
des optimalen Replikationsportfolios und verringert das Risiko des Overfit-
tings. Zum anderen ist vor der Optimierung eine Skalierung der Cash-Flows

ratsam um eine gute Konditionierung des Problems zu ermdglichen.

Mit diesen Ergebnissen sind die Vor- und Nachteile der verschiedenen Optimie-
rungsprobleme transparenter. In der praktischen Umsetzung ist man dariiber
hinaus jedoch auch an den Eigenschaften von Monte-Carlo Schéitzern interes-
siert. Es ist offensichtlich nicht mdglich die optimalen Replikationsportfolios
explizit auszurechnen. Sie miissen iiber eine Monte-Carlo Simulation approxi-
miert werden. Hier stellen sich Fragen beziiglich der Konsistenz, der Konver-
genzgeschwindigkeit, sowie der Erwartungstreue der Schétzer und wie sich die-
se Eigenschaften letztlich auf die Schatzung der Basiseigenmittel iibertragen.
Diesen Aspekt behandelt das letzte Kapitel dieser Arbeit. Auch hier beschrin-
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ke ich mich auf die Probleme QTV, QSCF und QACF.
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8 Konvergenz von Monte-Carlo

Verfahren

Ziel eines replizierenden Portfolios e € R™*! ist, die Liabilities L nachzu-
bilden und damit die Zahl pp (Nl -EQ (xTA—aTA‘]:l)) als Niherung
der Zielgrofe pp (BOF;) (vgl. Abschnitt 3.1) zu verwenden. Bislang wurde
aus theoretischer Perspektive die Findung eines replizierenden Portfolios
ausfithrlich diskutiert. In einer praktischen Anwendung kann jedoch auch
pP (Nl -EQ (xTA — aTA‘}])) nicht exakt bestimmt werden. Es muss iiber
Monte-Carlo Simulation geschitzt werden. Dabei ist natiirlich vor allem die
Schitzung des replizierenden Portfolios die grofste Herausforderung. Dieses
Kapitel widmet sich der Frage wie gut sich replizierende Portfolios mit
Monte-Carlo Methoden schitzen lassen und welche Konsequenzen sich fiir die

Berechnung der Risikozahl pp (BOF;) ergeben.

Es gibt zahlreiche Moglichkeiten Schitzer fiir einen Parameter zu definieren.
Im Fall der replizierenden Portfolios ist eine Wahl hingegen naheliegend, da
jedes Optimierungsproblem eine kanonische empirische Entsprechung hat,
aus dem sich ein Replikationsportfolio konstruieren ldsst!. Da die Anzahl
der replizierenden Instrumente hier keine Rolle spielt, wird in der Folge
angenommen, dass es nur m Replikationsinstrumente gibt um die Darstellung

zu vereinfachen.

'Es lassen sich Schitzer mit besseren Eigenschaften konstruieren. Die hier prisentierte

Variante ist jedoch in der Praxis iiblich.
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Es sei (0, F, W) ein zweiter Wahrscheinlichkeitsraum aus dem Stichpro-
ben gezogen werden. Weiter seien (ka) (Ak)k 1o (Cth) und

.........

-----

Folgende Matrlzen sind fiir die Formulierung der empirischen Probleme not-

wendig.

.....
.....

TV . _ SCF ._ § A —
ko <Aivajvk>i,j=1 ..... m’ k T < Ozt k~j,t k:) ’ k= ]-a RN
i,7=1,....m

,,,,,

etsars ey g
k=1

Die entsprechenden empirischen Replikationsprobleme aus n Stichproben sind

gegeben durch

N

: 1 . )
nf, farv(e) == inf 1o 2 (@' Ay —Ly)"| (EQTV)
f g & R
Jnf, Jascr(e) := inf, ; P (@'Ch —Ch)™| . (EQSCF)
g 1 . %
3 n . 2
12ﬂgmeACF<O‘) = inf > [E (a"Cl = Ch) (EQACF)
t=1 k=1

Analog zu den analytischen Optimierungsproblemen (siche Abschnitt 6.1) ha-
ben EQTV und EQSCF entsprechende (moglicherweise nicht eindeutige) 1.6-

sungen

_ 1 <
Ggry = (@M" - Z Li- Ay und

k=1
T
Zotkctka

n
v 1
k=1 t=1

SCF
aQSCF = (Q

3 |

wobei AT wieder die Moore-Penrose Pseudoinverse einer Matrix A € R™*™

bezeichnet. Genau wie im analytischen Fall besitzt die Losung zu EQACF
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Starke Konsistenz

keine explizite Darstellung. Die Existenz der Losung kann aber analog tiber
die gleiche Argumentation wie in Satz 6.1.4 bewiesen werden, indem das Maf

W durch das empirische Mak ersetzt wird.

In diesem Kapitel untersuche ich drei Eigenschaften der Schitzer. Zuerst
zeige ich starke Konsistenz und leite im Zuge dessen die fast-sichere Konver-
genzgeschwindigkeit der Schitzer gegen das optimale Portfolio her. Darauf
folgen Beweise der asymptotischen Normalitdt und ein Gegenbeispiel zur
Erwartungstreue. Zum Abschluss des Kapitels erldutere ich die Konsequen-
zen fiir die Schitzung der Niherungsgroke pp (Nl -EQ <XTA - aTA‘}"l)>
und fiige die Ergebnisse in die Gesamttheorie der replizierenden Portfoli-

os ein. Abschnitte 8.1 und 8.2 sind aus Natolski u. Werner (2017a) entnommen.

Die meisten Resultate dieses Kapitels benotigen zur Verwendung des zentra-
len Grenzwertsatzes und des starken Gesetzes der grofen Zahlen die Annahme
CE,CA € LY, F, W) fiir alle i = 1,...,m und t € T Es sei hier darauf hin-
gewiesen, dass fiir die Félle W = Q und W = O auf Grund von Propositionen
4.1.3 und 4.1.9 bereits die Annahme

Ct,Cfy € £LYQ, F,P)

fiirallei=1,...,m und t € T zusammen mit Annahme 1 hinreichend ist.

8.1 Starke Konsistenz

Satz 8.1.1 (Starke Konsistenz von &gpy und &ggcr)
Seien CF,C4 € LY, F, W) firallei =1,...,mundt € T, ||.|| eine beliebige
Norm auf R™ und ||.|| die induzierte Matriz Norm. Dann ezistieren fir W'-

fast-sicher jedes ' € Q' natiirliche Zahlen Nry(w'), Nscr(w') fiir welche gilt

log(1
||dTéTv(W,) - aQTVH < Kpy- M Vn > NTV(W/),
“n log(log(n
|&gser(W’) — eagserl] < Kser - w Vn > Ngop(w'),
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wobei

gy [0 o (1. 2)] ).

v i [Je (0™ 6
E (zT: ck. éf)

Ksor = Ko (‘HE (QSCF)AM + Ksor - \/@ﬂL

und

)

Ry 1= 212 |[B (@) o (max V(@) e Var (£ 4, ),
t=1

T
Kscp = 2v2 - ||[E (@) |H2 max (H%Z}X Var(Q7°7), max Var (Z CcL. C’ﬁ)) :

Insbesondere sind die Schitzer &gry und &g jeweils stark konsistent fir

xoTV und X QSCF-

Beweis. Der Beweis fiir gy und &gger ist identisch. Daher beweise ich die
Aussage nur fiir das Problem QTV. Zur Abkiirzung der Notation, schreibe ich

jeweils Q, @, und &" an Stelle von Q™, Q1Y und agypy.

Zunichst erhdlt man aus der Dreiecksungleichung

I - -
AT — +. = . _ -1 .
lla" — aqrv]| =@ - kE:1 Ly-A,—E(Q) E <L A)H

IN

Q:-%iLk-Ak—Q:-E(i-A)H
k=1

+l|lorE(L-A) -m@E(L-A)|
und weiter

l&" — aqrvl] < [||QF]]

%;Lk~Ak—E<£~A>H

s —E@7|-|E(Z-A)|.

(8.1)

Es seien nun folgende Differenzen definiert
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Starke Konsistenz

Il
Qi

n—E(Q)
1 < I
_E;Lk-Ak—IE(L-A).

In Horn u. Johnson (1985, S. 335-336) wird bewiesen, dass unter der Bedingung
1ALl < 2|\|IE(Q p die Matrix Q,, invertierbar ist mit Q,! = Q. und es gilt die
Ungleichung

IR —E@) 7| < 2- IE@)II° - 1ALl (8.2)

Sei By = {H]A | < 2H\E TERAL= M} M € N genau die Menge auf der
(8.2) fiir jedes n > M gilt. Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt
W-fast-sicher [|Ap[| — 0, und somit W’ (Unren Bar) = 1.

Man beachte, dass alle Eintrage der Matrix A, und des Vektors §,, Mittelwerte
von u.i.v. zentrierten und quadratintegrierbaren Zufallsvariablen sind. Daher
kann der Satz von Hartman-Wintner (siche Bauer (1995, S. 283)) angewendet

werden um folgende Konvergenz zu erhalten.

. n (An)ij
h?j}ip log(log(n)) Var(Q;) =V2 [,
lim inf n (Bn)ii _ = V2, fs.,

n—oo \[ log(log(n)) Var(Q;;)

- n (6n);
hgl—gp log(log(n)) Var(A;L )_\/_ J:8

lim inf i (9

i _ — s
n—oo \| log(log(n)) Var(fl E) = V2 fs

Setzt man K := v/2 - max (max Var(Q,;), max Var(L - flz)) so folgt, dass fiir
1,7 i
W-fast-sicher jedes ' € ' ein N(w') € N existiert, sodass Vn > N(w)

AL < & -/ 08los(m)

n

16,.]| < K. log(log(n))'

n

Y
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Wegen (8.2) gilt auf Ey Vn > (N(w) Y M)

loglog(n))

Q" —E@7 I < K- 2- [IE@)IF- (8.3)

Setzt man K := K -2 [|E(Q)||* und N(«') := N(w') V M fiir jedes ' €
En \ Ea— so gilt auf | J,, oy Ea und damit fiir W'-fast-sicher jedes o’

H‘le —E(Q)_lm < K. M Vn > N(w’),
. (8.4)

H%H<K-w@§%@ﬁ Vi > N(w).

Insbesondere folgt

) ) _ [log(1
swp |Q2]] = sup @2 < [IE @] + sup & -/ 28Ues(®)
nZN(w’) nZN(w’) neN "
_IE@7] + K- M:: o 5

Einsetzen von (8.5) und der Konvergenzraten aus (8.4) in Ungleichung (8.1)
liefert schlieflich fiir alle n > N(w')

& — gl < € /SO0 g (1 &) Roetostn)
K. /log(lzg(n)).

Bemerkung 8.1.2

FEine alternative und dquivalente Formulierung des Satzes 8.1.1 ist folgende.

Gegeben N € N, ezistiert fir fast jedes w' € ' ein K(w'), sodass Vn > N

log(log(n))

6" (W) — aqrv]] < K(w)- "
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Man kann also entweder die Konvergenzgeschwindigkeit ab einer gewissen An-
zahl an Stichproben N(w') angeben, die vom Szenario w' abhdngt oder die glo-
bale Konvergenzgeschwindigkeit, jedoch mit einer von w' abhdngigen Konstan-
te K(w'). Insbesondere heifst das in einer praktischen Anwendung, dass man
sich in einem schlechten Szenario befinden kann, in dem N(w') oder K(w')
extrem grofs ausfallen und die hergeleitete Konvergenzgeschwindigkeit selbst
fiir eine groffe Anzahl an Stichproben nicht beobachtet wird. Satz 8.1.1 macht
iber die Grifie von N(W') und damit K(w') keine Aussagen. Da &gy und
Qyscr stetig von den Stichproben Cf}k, ka abhdngen, folgt aus der Dvoretzky-
Kiefer-Wolfowitz Ungleichung (siehe Dvoretzky w. a. (1956)) zumindest, dass
die Wahrscheinlichkeit auf ein solches Szenario zu treffen exponentiell mit der

Anzahl der Stichproben fillt. Mit einer entsprechend groffen Stichprobenanzahl

ist also die Wahrscheinlichkeit vernachlissigbar.

Fiir das Problem QACF ist ein Nachweis der starken Konsistenz auf Grund der
fehlenden expliziten Form des Schitzers und der Losung agacr aufwendiger.
Der Beweis des folgenden Satzes wird in Abschnitt 8.2 als Nebenprodukt der
asymptotischen Normalitdt abfallen. Daher bringe ich zunéchst die Aussage

ohne Beweis vor.

Satz 8.1.3 (Starke Konsistenz von &g,cr)
Seien CA € LY (Q, F, W)™, CF € £*(Q, F, W) fiir allet € T, ||.||2 die Euklid-

sche Norm auf R™, sowie |||.|| eine beliebige Matriz Norm auf Rm+1x(m+1),
Dann gibt es ein Kacp > 0 sodass fir W'-fast-sicher alle ' € Q' ein

Nacr(w') € N ezistiert mit

log(log(n))

Vn Z NACF(W/)
n

|&gacr(w’) — ecqacr|l < Kacr -

Insbesondere ist der Schitzer &y cp stark konsistent fir agacr.

Starke Konsistenz allein ist eine beruhigende Gewissheit, jedoch ist fiir eine
Validierung des Schétzers vor allen Dingen ein Konfidenzintervall wiinschens-

wert. Dahingehend sind die Ergebnisse des néchsten Abschnitts sehr niitzlich.
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Es stellt sich heraus, dass alle drei Schitzer asymptotisch normal sind.

8.2 Asymptotische Normalitat

Da die Schitzer &gry, @ggcr und &gacp nicht linear beziiglich der Eingangs-
L A
daten (Ctvk’ Ctvk)tET,kzl ,,,, n

aus dem zentralen Grenzwertsatz. Daher schlage ich den Weg iiber Taylorrei-

sind, folgt asymptotische Normalitit nicht direkt

hen ein.

Der folgende Satz ist Schliissel zum Beweis der asymptotischen Normalitit.

Satz 8.2.1

Fiir beliebiges R € {QTV, QSCF, QACF} sei Xr endlichdimensionaler Ba-
nachraum und Qg € Xp Mittelwert aus n Stichproben einer Xg-wertigen Zu-
fallsvariable Qr mit Erwartungswert Qgr, sodass der zentrale Grenzwertsatz
und das starke Gesetz der groflen Zahlen gelten. Weiter sei gg @ Xp — R™
eine Funktion, die auf einer Umgebung Vg C Xgr Fréchet differenzierbar ist

mit stetiger Fréchet Ableitung gy und fir die gilt

= 9r (Qr),
&l = gr(Qr).

Dann ist &'y asymptotisch normal verteilt. Genauer gilt

Vi (&0 — ag) —5 N (0,55),

wobei

Yr = Cov (g (Qr) [Qr])-

Beweis. Unter der Bedingung conv {QR,QR} € Vg, zeigt Hamilton (1982,
Theorem 3.2.2), dass

9(Q 9 (Qr)
/ (1-)Qr +1Qr) [Qr — Qr] dt
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Asymptotische Normalitit

was umgeschrieben werden kann zu

/ (L= 0)Qn + 1Qn) [Qr — Qu] dt
= ¢ (Qr) [Qr — Q&
# [ (9 (0 - 0Qu+1Qe) (@) (@ - Qu .

Die Linearitat des Funktionals (g’ ((1 —t)Qgr + tQR) — g’(QR)> o impli-
te[0,1

ziert
[ (00 - 0@ +1Q0) - (Qn)) [@n - @

- (/Olg/ (1-1)Qr +1Qr) — g’(QR>dt) [Qr — Qg] -

J/

Wegen des starken Gesetzes der grofen Zahlen, kann 0.B.d.A. angenommen
werden, dass conv {Qg, Qr} € Vg. Sei ||.|| eine beliebige Norm? auf Xg. Da
g’ stetig ist, ist es gleichméakig stetig auf kompakten Mengen und daher gilt

sup
t€[0,1]

g (1 -1)Qr+1tQr) — 9/<QR> H’ 20 fs.,
woraus folgt

L, — 0 fs.

n—oo

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist /n (QR — QR) beschrinkt in Wahr-

scheinlichkeit® und somit erhélt man
V- L, [Qr — Qg] — 0 [s.

Insgesamt resultiert daraus

Vn(é&f —ag) =vn- ¢ (Qr) [Qr — Qr] + 0,(1).

2Da Xp endlichdimensional ist, sind alle Normen #quivalent und die spezielle Wahl spielt

keine Rolle.
3Fiir bel. € > 0 existiert M > 0 sodass fiir alle n € N, W (/n (Qr — Qr) > M) <e.
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Da ¢’ (Qgr) : Xr — R™ linear ist, folgt direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz

vn g (Qr) [Qr — Q& L N(0,25).

Um sich Satz 8.2.1 zu Nutze zu machen, muss also eine entsprechende
Funktion g gefunden werden. Wie so oft ist dies fiir QTV und QSCF deutlich

einfacher.

Sei n fest. Im Folgenden verwende ich die Notation (vgl. Proposition 5.3.4)

- N T T
v L L ATVL __l - Ly Ly,
=G a0 ]

~ ~ T n | T
ci ) \C! ni | \Cix/ \Cik

Satz 8.2.2 (Asymptotische Normalitit von &gy und égger)
Seien CF, C’ZAt e LY, F,W) fiir allei=1,...,m und t € T. Dann gilt

Vi &y — agry) —= N (0, Sgrv)

. d
Vvn (aQSCF — aQSCF) — N (0, X¢scr) ,

wobei Yoy und Xgscr gegeben sind durch
Ygry = Cov (E (QTVY1 (f} - O‘Z)TVA) A) ;

T
EQSCF = Cov (E (QSCF)il Z (étL — agSCFéf‘> é?) .

t=1

Beweis. Ich beweise die Aussage nur fiir &gpy. Der Beweis fiir &ggep ist

analog.
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Asymptotische Normalitit

Definiere die Matrizen Q := E (Q™V"), Q := Q™" und sei

g : ROmDx(m+1) s R™ fiir alle invertierbaren Matrizen M definiert durch

(R

Dann gelten die Identitiaten

aqrv = 9(Q),

é‘gTV =9(Q).

Offensichtlich gilt fiir Q der ZGW und das starke Gesetz der grofen Zah-

L.
0 0
len. Da (I ) Q < > =E (Q™) positiv-definit ist, gibt es eine Umgebung

m Im

V c RmHDUx(m+1) yon Q, sodass ¢ auf dieser Umgebung durch obige Vorschrift
0

L,
tere Teilmatrix von M. Es ist leicht {iberpriift, dass ¢ auf V auch Fréchet

o
0
wohldefiniert ist. Bezeichne allgemein M,,, := ( ) M I die rechte un-

differenzierbar ist mit stetiger Fréchet Ableitung
! -1 T 0
g (M)H] = M, ( H (I ) - ng<M>) . (86)

Somit sind alle Voraussetzungen von Satz 8.2.1 erfiillt. Es bleibt die Ableitung
7 (Q)[Q™VY] zu berechnen.
Einsetzen von M = Q und H = Q™" liefert M, = E (Q"Y) und H,, = Q1

sodass

und Satz 8.2.1 liefert die Behauptung. O

Fiir agacp kann auf einen expliziten Ausdruck der Funktion ¢ in Satz 8.2.1
nicht gehofft werden. In diesem Kontext ist der folgende Satz iiber implizite
Funktionen eine grofse Hilfe (siche Hunter u. Nachtergaele (2000, S. 398)).
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Satz 8.2.3

Seien X,Y, Z Banachriume, U eine offene Teilmenge von X XY und G : U —
Z eine stetig differenzierbare Abbildung. Ist (xo,yo) € U so, dass G(xq,yo) =0
und D,G(zo,y0) : Y +— Z eine bijektive, lineare und beschrinkte Abbildung ist,
dann existiert eine offene Umgebung V' C X won xq, eine offene Umgebung

W CY von yy und eine eindeutige Funktion g : V +— W, sodass
G(z,g9(x)) =0 VzeW
Die Funktion g st stetig differenzierbar und

J'(x) =~ [D,G(x, g(x))] " DiG(x, g(x)).

Ein naheliegender Kandidat fiir die Funktion G in Satz 8.2.3 ist die Ableitung
der Zielfunktion f&WACF bzgl. o € R™. Man beachte, dass mit der eingefiihr-

ten Notation die Zielfunktionen fi)cp(c) und f§,qp() geschrieben werden

Fiher(e) =3 ( : )TE( o ( 1 ) é,

t=1

faacr(e) = Z (—1a> o (—1a> :

Wie in Abschnitt 6.1 bereits demonstriert, ist Differenzierbarkeit von fJjcp

kénnen als

unter Annahme 4, wenn also der Liability Cash-Flow zu keinem Zeitpunkt

repliziert werden kann, gegeben. In diesem Fall definiert HHE(QtQFL) =

[(OTE (QFFY) ()]% eine Norm fiir jedes t € 7 und die Ableitung von f&cp

ist gegeben durch
0 ! 1
VangCF(a) = Z ]

t=1

£(o™)
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Asymptotische Normalitit

Definiere nun Q7 := (E ( tCFL))teT, Qr = (_fFL)teT € (R(mﬂ)x(m*l))T.
Der Ausdruck auf der rechten Seite bleibt wohldefiniert, wenn Q7 durch Ay :=
(Ap)er € (R(mJ’l)X(m“))T ersetzt wird unter der Bedingung

1 ' 1
min <_ ) Ay <_ > >0
acR™ o o

-
—1 —1

fiir alle t € 7. Da die Abbildung A; — min ( > At< ) stetig ist,
«a

acR™ o

existiert eine offene Umgebung V C (R(m“)x(m“))T von Q7, sodass
0 ! 1
A
St
—1
«

Dementsprechend setze ich in Satz 8.2.3 X := (R(m“)x(m“))T mit der Norm
| (AD;e 7|, wobei ||| || eine beliebige Matrixnorm auf R+ (m+1) darstellt,

sowie Y = Z := R™ versehen mit der Euklidschen Norm und definiere die
Funktion G : V x Y — Z durch

(0) ()
G(Ara):=)_ L */ (8.7)

-1
o
Lemma 8.2.4

Sei Annahme 4 erfillt, dann ezistiert eine offene Umgebung V' von Q7 sodass

t=1

A¢

wohldefiniert ist fiir alle A € V.

t=1

Ay

(i) G(Qr,cxqacr) = 0.
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(11) Fir beliebiges Ay € V ist G(Ar,.) : Y — Z beliebig oft differenzierbar

mit erster Ableitung
1 ’ 1 1 !
T T
0 a /|, «a «a 0
B < ) -1 <1m>
«a
(1)) G(.,a):V w— Z ist Fréchet differenzierbar mit stetiger Ableitung
’ 1
A ) lla, (—1
3
1 «a
Ay
(i) folgt direkt aus den Optimalitdtsbedingungen fiir ccgacr-

(ii) und (iii) sind leicht iiberpriift. Die Ableitung D G(Ar, o) ist stetig bzgl.
A7 fiir beliebiges a € R™, da sowohl der Zéhler als auch der Nenner stetig

3
A¢

Da,G(Ar, ) [Hy] =)

t=1

(o) ()

Bewess.

bzgl. A7 sind und per Definition von V' der Nenner von der Null wegbeschrénkt
ist. O

Um die Bedingungen in Satz 8.2.3 nachzuweisen, muss gezeigt werden, dass
DoG (Qr,aqacr) : Y +— Z beschrinkt, linear und invertierbar ist. Da
Do G (Q7, agacr) eine Matrix ist, sind Linearitdt und Beschrénktheit offen-
sichtlich. Es bleibt die Invertierbarkeit .

Proposition 8.2.5
Unter den Annahmen 2 und 4 ist die Matric Do G (Qr, ccgacr) positiv-definit

und damit invertierbar.
Beweis. Man beachte, dass DoG (Q7, agacr) gerade der Hesse Matrix der

Funktion ¢ aus Abschnitt 6.1 entspricht. Die positive Definitheit dieser Hesse

Matrix wurde in Satz 6.1.6 bewiesen. O
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Asymptotische Normalitit

Damit erfiillt G' alle Bedingungen aus Satz 8.2.3 und man erhédlt folgendes
Resultat.

Satz 8.2.6
Seien Annahmen 2 und 4 erfillt. Dann existiert eine offene Umgebung V' von
Qr € (R(m“)x(mﬂ))T und eine eindeutige Fréchet differenzierbare Funktion

g:V — R™ sodass

mit stetiger Ableitung
g (A7) = = [DaG (A7,9 (A7) "' Da,G (A7, g (A7),
Beweis. Folgt aus Satz 8.2.3, Lemma 8.2.4 und Proposition 8.2.5. O]

Asymptotische Normalitét ist nun ein einfaches Korollar der Sétze 8.2.1 und
8.2.6.

Korollar 8.2.7 (Asymptotische Normalitdt von &gacr)
Seien Annahmen 2 und 4 erfillt, dann gilt

Am d
Vn (&g 00 — cgacr) — N (0, Sqacr)

wober
Ygacr = Cov (g' (Qr) [( tCFL)teTD :
und
7 (Q7) = — [DaG (Qr, gacr)] ' Dq, G (Qr, cgacr)
Beweis. Folgt direkt aus Sitzen 8.2.1 und 8.2.6. [

Mit diesen Resultaten lésst sich starke Konsistenz des Schétzers agacp, wie

zu Ende des Abschnitts vorweggenommen, leicht beweisen.
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Beweis des Satzes 8.1.3. Auf Grund des Satzes von Hartman und Wintner
(Bauer (1995, S. 283)) existiert ein K > 0, sodass fiir W'-fast-sicher jedes

w' € Q ein Nacp(w') € N existiert mit

<K M V1 > Nacr(w').

Wegen Satz 8.2.6 existiert eine offene Umgebung V' € (R(m“)x(m“))T von
Q7 und eine stetig differenzierbare Funktion g : V' — R™, sodass unter der

s - e,

Voraussetzung Qr € V gilt
agacr — @aacr = 9(Q7) — g (Q7).

Sei I' C V kompakt und Q7 im Inneren von I'. Da g stetig differenzierbar
auf V ist, ist es insbesondere Lipschitz-stetig auf I' mit Lipschitz Konstante
L > 0. Nach dem starken Gesetz der grofsen Zahlen kann 0.B.d.A. angenommen
werden, dass auch Q7 € I'. Also gilt fiir W/-fast-sicher jedes w’ € Q' und jedes
n > Nacr(w')

AQack — aQACFH2 = HQ(QT) -9 (QT)H2

< L- || (1Q™ = Q) oy

<.k /log(lzg(n))‘

‘ 2

Bemerkung 8.2.8

Cambou u. Filipovic (2016) beweisen ebenfalls Konsistenz und asymptotische
Normalitit des Schitzers &ypy. Allerdings zeigen sie dies unter der verein-
fachten Annahme, dass die Matriz E (QTV) bekannt 1st, bzw. gehen sie von

einem Modell aus, in dem E (QTV) analytisch berechnet werden kann.

In diesem Kapitel habe ich also gezeigt, dass die Schitzer der Probleme QTV,
QSCF und QACF die erhoffte asymptotische Normalitit aufweisen und die-

selbe fast-sichere Konvergenzgeschwindigkeit besitzen, wie das arithmetische

133



Erwartungstreue

Mittel einer u.i.v. Folge von Zufallsvariablen. Eine bessere Konvergenzge-
schwindigkeit lasst sich mit u.i.v. Stichproben nicht erzielen. Der Schétzer
des QACF Problems hat den Nachteil, dass Konfidenzintervalle auf Grund
der unbekannten Funktion ¢ nicht explizit angegeben werden kénnen. Auch
die Konvergenzgeschwindigkeit kann nur mit unbekannter Konstante Kacp
angegeben werden. Eine Validierung des Schéitzers ist also ohne Weiteres nicht
moglich. Trotzdem sind die vorgebrachten Resultate ein positives Signal fiir

die praktische Anwendung.

Um die Monte-Carlo Analyse der Portfolioschitzer abzuschlieflen, priife ich

zuletzt Erwartungstreue. Hier ist die Antwort in allen drei Fillen negativ.

8.3 Erwartungstreue

Bevor man die Frage der Erwartungstreue stellen kann, miisste aus technischer
Perspektive erst iiberpriift werden, ob der Schitzer iiberhaupt integrierbar ist.

Dazu wird Integrierbarkeit zundchst definiert.

Definition 8.3.1

Ein Zufallsvektor X mit Werten in R™ heifst integrierbar genau dann wenn
|X|| € £ (Q, F, W,

wobei ||.|| eine beliebige Norm auf R™ darstellt*.
Fine Folge von Zufallsvektoren (X, )nen heifit gleichgradig integrierbar genau

dann wenn (HX,ZH)%N e LY (Q,F, W’)N gleichgradig integrierbar ist.

Die Priifung auf Integrierbarkeit der Schatzer stellt sich als duferst kompliziert
heraus. Fiir den groffen Aufwand einer solchen Untersuchung, ist die Relevanz
im Kontext dieser Arbeit zu gering, weshalb Integrierbarkeit nicht weiter

. . . An An An
analysiert wird. Von nun an wird angenommen, dass &gy, Gqscr Und @gacr

“Da alle Normen auf R™ #quivalent sind, ist die Wahl irrelevant.
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integrierbar sind.

Ich beginne mit einem Gegenbeispiel zur Erwartungstreue der Schitzer &gty

N
und aggoy-

Proposition 8.3.2

Die Schitzer &y und &ysop sind im Allgemeinen nicht erwartungstreu.

Beweis. Wie zuvor kann der Beweis fiir &gpy und éggep analog konstruiert

werden, weswegen ich mich auf &gy beschréinke.

Es seien folgende Residuen definiert.

€EQrv ‘= (aQTv)T A-L

EIEQTV = (aQTV)T A, —L;, k=1,...,n,

sodass
AN N 1 -
aqgry = (QEV)Jr n Z L - A
k=1
_ 1 «
— (C)EV)Jr . 5 Z Ak: (agTvAk + 6I({EQTV)
k=1

(@) (@) -+ (@) 230 Avel

k=1

Angenommen die Verteilung von A besitze eine Dichtefunktion und n > m.
Dann existiert W'-fast-sicher eine Inverse von QTV, da (Ay)x=1. , mit Wahr-
scheinlichkeit 1 den Raum R™ aufspannt. Nun konstruiere ich ein Residuum e

mit Erwartungswert 0, das komonoton zu Af_‘—A ist. Diese Eigenschaft erlaubt
es, die Konvexitit von &gy bzgl. der Daten (Aj)p=1,.. . optimal zu nutzen
um eine Verzerrung des Erwartungswerts zu produzieren. Daher sei folgende

Form fiir L angenommen.

~ ~ A
L:%TAJFO‘;ﬁJr??,
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Erwartungstreue

wobei ap # 0, ay L E (ﬁ) und n € £4(Q, F, W) eine zentrierte Zufallsva-
riable darstellt, die stochastisch unabhéngig von A ist.
Es kann leicht iiberpriift werden, dass die Optimallosung gegeben ist durch

oV = O + E (Q)il Qo.

Fiir den Schitzer gilt dagegen

&y = (QrY)” Z Ly - Ay,
= (@M ZAk a Ay +ay A + 1
" na— A;—Ak
=oa; + (QEV) as + ( ZAlmk

und somit gilt

E (&) = o1 +E((Q1) ) e,
Gyry st also erwartungstreu genau dann wenn
E(@M)7) - E@™) ]
=[E(@™) ") - ®E@M) ] e
= 0. (8.8)

Bezeichne S7', C R™*™ die Menge der positiv-definiten Matrizen. In Nord-

strom (2011) wird bewiesen, dass die Abbildung ¥ : ST, +— ST, U(A) = A™*

streng konvex ist, d.h. fiir alle z € R™, A € (0,1) und A, B € ST, A # B gilt
die Ungleichung

"M+ (1 =NB e <2 M+ (1-NB

Da A eine Dichte besitzt, ist QTV nicht konstant und Jensens Ungleichung

liefert
_ 1 = -1
o, (E (QZV)) oy < ayE ((QZV) ) o
Insbesondere ist (8.8) nicht erfiillt und somit &gy fiir kein n > m erwartungs-
treu. []
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In Abschnitt 6.2 wurde bewiesen, dass E(eqry) = 0 und damit auch
E™ (efyry) = 0, falls 1 € Tm(A). Daher ist GGy nur dann erwartungstreu

TV

" )+ Ay und e’éTv unkorreliert sind. Das wére beispielsweise der Fall

wenn (
wenn (QrY) konstant wire. Der Grund ist, dass e als Residuum eines Least-
Square Problems mit A als erklirende Variable unkorreliert zu A ist. Die
Matrix (QZV)Jr zerstort die Linearitit zu A, und in diesem Zug auch die

Erwartungstreue, wie in obigem Beispiel.

Bemerkung 8.3.3

1. Die Ursache fiir den Bias der Schitzer &gy und &fgop ist die Konveri-
tat der inversen Funktion auf der Menge der positiv-definiten Matrizen.
Mit wachsender Anzahl an Stichproben konvergiert QY baw. Q5°F gegen
die konstante Matriz E (Q™Y) bzw. E (Q™"). Dadurch verschwindet die
Konvezitat auf Grund verschwindender Varianz und mit thr auch der
Bias. Satz 8.3.5 liefert den formellen Beweis.

2. Da in Cambou u. Filipovic (2016) die Matriz E (Q™") als bekannt vor-
ausgesetzt wird, entfdllt die Konvexitit von Beginn an und der Schditzer

A
Oy 1St erwartungstrew.

Bemerkung 8.3.4

Auch der Schélzer & op ist im Allgemeinen nicht erwartungstreu. Wie in
Abschnitt 7.2 demonstriert sind die Probleme QSCF und QACF dquivalent
sobald die replizierenden Finanzinstrumente zu disjunkten Zeitpunkten Cash-
Flows erzeugen. In diesem Fall ist also auch &g 4op nicht erwartungstreu. Des-
weiteren misste fir allgemeine Erwartungstreue die Funktion g aus Satz 8.2.6

linear sein, was ausgeschlossen werden kann.

Obwohl Erwartungstreue nicht gegeben ist, kann eine positive Aussage zur

asymptotischen Erwartungstreue getroffen werden.
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

Satz 8.3.5
Sei R € {QTV,QSCF, QACF}. Ist die Folge der Schitzer &, gleichgradig

integrierbar, so konvergiert sie in L' (W') gegen das optimale Portfolio g,

d.h.

EY (

n—oo

Insbesondere ist &, asymptotisch erwartungstreu.

Bemerkung 8.3.6

Wieder kristallisiert sich beim QTV- bzw. QSCF-Problem ein grofser Vorteil
heraus, wenn angenommen wird, dass die Matrizen E (Q™") bzw. E (Q°F),
wie in Cambou u. Filipovic (2016) als bekannt vorausgesetzt werden. Dann
folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, sofort asymptotische Normalitit von
(ﬁ (dTéTV — aQTV))nEN' Dariiber hinaus kann aber zusdtzlich gezeigt wer-
den, dass <\/ﬁ Hd%SCF — aQSCFH2>neN eine gleichgradig integrierbare Folge
ist und damit eine Konvergenzgeschwindigkeit in L2(W') angegeben werden
kann (siehe Cambou u. Filipovic (2016)).

E (lad — anlly) =0 (n74).

Beweis des Salzes 8.3.5. Sétze 8.1.1 und 8.1.3 haben gezeigt, dass (&), oy
W'-fast-sicher gegen ap konvergiert. Ist (&), oy gleichgradig integrierbar, so
folgt daraus direkt Konvergenz in £!' (W) (vgl. Williams (1991))

EY (

& — agl)) 2 0

8.4 Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

Wie in Abschnitt 3.1 erldutert, ist der Versicherer daran interessiert die Risi-
kozahl

pr (BOF;) = pp (XTA1 - El) (8.9)
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gut zu approximieren, wobei Al = N;-EQ (A}]—]), El = N;-EQ <I~/’]:1> und
pp : LY (P) — R ein Risikomak ist, wie z.B. der Value-at-Risk.

Durch das replizierende Portfolio ag wird (8.9) tiber
PP <XTA1 — a;A1> = pp ((x — aR)T A1> (8.10)

angenahert.

Soll (8.10) mittels Monte-Carlo Simulation geschitzt werden, stellt sich
natiirlich die Frage, wie schnell und in welchem Sinn der Schétzer von

op ((x -« R)T A1> gegen das echte Risikokapital konvergiert.

Jedoch kann selbst unter bekanntem Replikationsportfolio ar das Risikokapi-

tal pp ((x = OzR)T A1> meistens nicht analytisch berechnet werden und man

approximiert es mittels einer Monte-Carlo Simulation der Zufallsvariable A,
Hierbei spielt natiirlich die Verteilung von Al unter dem reellen Maft P die
entscheidende Rolle.

Seien also n Szenarien auf (', F', W) erzeugt um den Schéitzer &, zu kali-
brieren. Zur Approximation des Risikokapitals seien Y7q,..., Yxy N weitere auf
dem Stichprobenraum (€', ') erzeugte u.i.v. Stichproben der Zufallsgrofe A,
dh. VyeR™ k=1,...,N

W (Yr <y)=P(A; <y).

Fiir beliebiges o € R™ bezeichne F die Verteilungsfunktion von (x — a)T A4
unter P und mit Fy die zuféllige empirische Verteilungsfunktion aus den Stich-
proben (x — @)Yy, ..., (x—a)' Yy, d.h.

WE

FR(y) = lx—a)Ty,<ys VY ER

1
N

b
Il

1

Ziel ist es nun herauszufinden, wie schnell die empirisch geschéitz-
te Risikogrofe pp(Fﬁg’) gegen die unbekannte, echte Risikogréfe

PP ((x — aR)T A1> = pp (F"‘R) im fast-sicheren Sinn konvergiert.
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

Fiir die prominentesten Beispiele Value-at-Risk und Average-Value-at-Risk ist
folgendes Resultat von Zéhle (2011) sehr hilfreich.

Satz 8.4.1
Sei 5 € (0,1) und Xq,..., Xn auf (', F' W) w.i.v. mit Verteilungsfunktion
F. Bezeichne Fy die empirische Verteilungsfunktion von Xq,..., Xy. Gelten

fiir F' die Bedingungen

limsup F(t) - [t|* < oo, limsup (1 — F(t))-t* < oo, (8.11)
t——o00 t—ro0
dann ezistiert fiir jedes r € (0,1/2) eine Konstante K2 > 0, sodass W'-fast-
sicher fir alle N € N gilt:

|AVaRs(Fy) — AVaRs(F)| < K2 - N7

Erfillt F zusdtzlich die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1, dann existiert fiir
jedes r € (0,1/2) und W'-fast-sicher jedes ' € Q' eine Konstante KY (w') > 0,
sodass fiir alle N € N gilt:

|VaRs(Fy) — VaRg(F)| < K (W) - N7

Satz 8.4.2 (Fast-sichere Konvergenzrate des AVaR und des VaR)

Sei € (0,1) und erfille die Verteilungsfunktion F*® Bedingung (8.11). Unter
den Voraussetzungen von Satz 8.1.1 bzw. 8.1.3 existiert Kg > 0 und fir jedes
r € (0,1/2) eine Konstante K, > 0, sowie fir W’'-fast-sicher jedes w' € §V
natirliche Zahlen Ny(w'), Nr(w'), sodass fir N > Nu(w'),n > Ng(w') gilt:

|AVaR, (FRF) — AVaRs(For )| < K- N7+ K- log(log(n))

n

Erfillt F*r zusdtzlich die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1, so existiert
KY > 0 und fir jedes r € (0,1/2) eine Konstante KY > 0, sowie
NY(w'), Ny (') €N, sodass fir N > N (W'),n > Ny (W) gilt:

1
an N L log(1 i
[VaRs (F§H) — ViR (Fon)| < kY - N7 4 K ( og( Zg(n))) |
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Bemerkung 8.4.3

Bedingung (8.11) ist fiir F*= beispielsweise dann erfillt, wenn (x — aR)T A, €
LY (P) fir ein v > 2. Gilt Annahme 1 und ist Ny € L>® (W) so reicht nach
Proposition 4.1.3 hierfiir bereits die Annahme CA € £¥(P)™ und CL e £¥(P)
fir allet € T.

Bemerkung 8.4.4

Fiir den Value-at-Risk liefert Satz 8.4.2 gerade fiir den Teil eine langsamere
Konvergenzrate, welcher rechenaufwdindiger zu simulieren ist. Das Ziehen der
Stichproben Y1,..., Yy erzeugt wenig Rechenaufwand, da Finanzinstrumen-
te analytische Bewertungsformeln haben, oder effiziente numerische Verfahren
zur Bewertung vorhanden sind. Fur die Liabilities, die zur Berechnung des
Schitzers &'y nétig sind, ist dies nicht der Fall. In der Prazis ist ein Verhdlt-
nis im Simulationsaufwand von N > 100 - n problemlos mdglich. Der Fehler
bei Approzimation des Value-at-Risk wird also durch den Schétzfehler von &'y
domaniert.

Beim Average-Value-at-Risk sind die Konvergenzraten bzgl. beider Stichpro-
benanzahlen dhnlich. In der Hinsicht hat das Schitzen des AVaR einen Vorteil
gegentiber dem VaR.

Fiir den Beweis von Satz 8.4.2 ist folgendes Lemma niitzlich

Lemma 8.4.5
Fiir beliebiges B € (0,1) und o,y € R™ gilt:
N
[s %} a2 1
AVaRg (FR') — AVaRg (F*) | < = - |l — o], - NZ 1Ykl
k=1

Erfillt B oder F'*? zusatzlich die Voraussetzungen von Lemma 4.2.1 fiir ein

| =

v > 0, dann existiert § > 0, sodass unter der Bedingung dp (FN', FN?) < 6
qult:

VaRs (Fy') — VaRg (FY?)

1
<1+ =) /e — s, -
5) "V
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie
Beweis von Lemma 8.4.5. Auf einem geniigend reichhaltigen Wahrscheinlich-

keitsraum (2, F,P) sei eine Zufallsvariable AN definiert mit zufélliger empiri-

scher Verteilungsfunktion aus den Stichproben von Yq,..., Yy, d.h.
| XN
Fyly) = - N ; vi<y, VY €ER™

Fiir beliebiges a € R™ hat also (x — a) " A die Verteilungsfunktion Fg.

Eine analoge Rechnung wie in (3.2) impliziert damit die Ungleichung

‘AVaRg (F2) — AVaRg (F22)

= ‘AVaR/g ((x — o) TAY) — AVaR; ((x — ) TAY) )
< max {AVaR; ((a — a) TAY) [ AVaR; ((c — ag) TAN) }.

Aus Bemerkung 4.1.1 folgt nun die Abschétzung

max {AVaRg ((a1 — OéQ)TAN) ,AVaR 3 ((a2 - al)TAN)}

< E EP ()( ag)TAND .

Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert nun
E” ([(e — o) TAN]) < flow )y BT (JAN],) 812

und da A" jeden Wert Y}, (bis auf Mehrfachzihlungen) mit Wahrscheinlichkeit

% annimmt, folgt

EF (| AN],) Z 1Yk, (8.13)

Fiir den Value-at-Risk existiert nach Proposition 4.2.2 eine Konstante o > 0,
sodass unter der Voraussetzung dp (Fy', Fiv?) < ¢ gilt:

< (1 + %) P (’(al ~ ) TAY

)é

VaRg (Fy') — VaRg (F¥?)
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Aus (8.12) und (8.13) folgt schliefslich

1
E” (|(on — ) TAN]) " <yl —

Beweis von Satz 8.4.2.
AVaR:
Aus der Dreiecksungleichung folgt

‘AVaRg (Fj@‘%) — AVaRg (F"‘R)

< ‘AVaRB (F3%) = Avar, (Fg7)

+ (AVaRﬁ (F;;R) — AVaR; <F°‘R>

Fiir den ersten Term folgt aus Lemma 8.4.5

‘AVaRg (F3%) = AvaR, (Fg™)

1 1
< —-|lay — C— Yl -
— B ||aR aR||2 N;” k||2
Nach Satz 8.1.1 bzw. 8.1.3 existiert Kz > 0 und fiir W'-fast-sicher jedes w’ €
ein Ng(w') € N, sodass fiir alle n > Ng(w')

loglog(n))

||CAX71%—QR||2 < KR' (814)

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt, dass es fiir Ky > EF (HAl ||2>

und W’-fast-sicher jedes ' € Q' ein Na(w') € N gibt, sodass fiir alle N >
Ny(w') gilt:

N

1

~ D Y, < Ky (8.15)
k=1

Sei Kp := % - K - Ky, so gilt also fiir n > Ng(w'), N > Na(w')

loa(los(m)

AVaR; (Fy*) = AVaRs (Fg") | < K-
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

Fiir den zweiten Term gibt es nach Satz 8.4.1 fiir jedes r € (0,1/2) ein K, > 0,
sodass fiir alle N € N gilt:

AVaR (Fg) — AVaRs(F®)| < K, - N

Damit ist die Aussage fiir den Average-Value-at-Risk bewiesen.

VaR:
Fiir den Value-at-Risk verfahre ich analog.

Aus der Dreiecksungleichung folgt

‘VaRﬁ (Ff;‘%) ~ VaRg (FO‘R>

< ‘VaRﬂ (F]@%) ~ VaRg (F;;R)

+ ‘VaRg (FﬁR> ~ VaRj; (FO‘R>

Nach Lemma 8.4.5 existieren L > 0 und § > 0, sodass unter der Bedingung
dp (Fﬁ’é, FﬁR) < & gilt:

WE

< L-y/llag = agll,-

Aus (8.14) und (8.15) folgt, dass fiir n > Nr(w'), N > Na(w') gilt:

k[l (8.16)

& o 1
VaR (FR*) = VaR; (Fg7) N

e
Il
—

loa(log(n)

N
n 1
|6 — agll, - N D IYilly < Kr - Ky - (8.17)
k=1

1
O.B.d.A. sei N} (w') > Ng(w') grob, sodass vKp - Ky - (wy < ¢ fiir
alle n > Ny (w'). Dann gilt fiir n > N} (w') (vgl. Beweise von Proposition 4.2.2
und Lemma 8.4.5):

ir (50, 55) < \fiw (5055 < 15— ol

Definiere K} := L -/Kg - Ky sowie N} (W) := Na(w') fiir alle o’ € €.
Dann folgt aus (8.16) und (8.17) fiir n > N} (w'), N > N} (o)

sfgg.(w)i'

n

‘VaRg (F¥%) = VaRs (Fg")
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Fiir den zweiten Term gibt es nach Satz 8.4.1 fiir W'-fast-sicher jedes w’ € ¢
und r € (0,1/2) eine Konstante K (w') > 0, sodass fiir alle N € N gilt:

‘VaRg (Fg7) = VaRs(For)| < KY () - N7

Aquivalent dazu, gibt es fiir jedes r € (0, 1/2) eine feste Konstante K" > 0 und
fiir W'-fast-sicher jedes w’ € ' ein NY(w') € N sodass fiir alle N > N (w')
gilt:

)VaRg (Fg7) = VaRs(For)| < KV - N7,

O.b.d.A. ist NY (w') > NY (o) fiir alle ' € €' und es ist alles gezeigt. O

Bemerkung 8.4.6
Im Fall R = QTV beweisen Cambou u. Filipovic (2016) folgende Aussagen.

1
’ <K-y/- —s0,
W2 7 n—oo

HAVaRB (F}@"ﬁ) — AVaR; <F°‘R>

— 0 W-fs.

n—oo

‘VaR/g (Fﬁ’é) ~ VaRj (F"‘R>

wobei K explizit angegeben wird.

Satz 8.4.2 liefert fir den Value-at-Risk ein stirkeres Resultat, da zusdtzlich
eine Konvergenzgeschwindigkeit hergeleitet wird.

Fiir den Average-Value-at-Risk erhalten Cambou u. Filipovic (2016) Konver-
genz in L* (W), da sie die Matriz E (Q™Y) als bekannt voraussetzen. Damit ist
leicht zu zeigen, dass die Folge \/n - ||d’éTV — aQTV||2 gleichgradig integrierbar
ist, woraus obige Konvergenz des Average-Value-at-Risk folgt. Diese Konver-
genz ldsst sich bei unbekannter Matriz E (QTV) nicht ohne weiteres tibertragen,

da selbst Integrierbarkeit des Schitzers &ypy nicht garantiert ist.

Insgesamt erzeugt Satz 8.4.2 gegeniiber den Resultaten von Cambou u.
Filipovic (2016) aus vielerlei Hinsicht einen Mehrwert. Erstens sind die

Aussagen allgemeiner. Anstatt anzunehmen, dass die Verteilungen von A und
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

A, vollstdndig bekannt sind, gehe ich davon aus, dass sie iiber Monte-Carlo
Simulation approximiert werden miissen. Zweitens gelten die Konvergenzaus-
sagen neben QTV auch fiir die Probleme QSCF und QACF. Insbesondere
fiir QACF lédsst sich selbst bei bekannter Verteilung von A bzw. A, die
Konvergenz des Average-Value-at-Risk in £? (W’) nicht beweisen, da Ggacr
keine explizite Form hat. Drittens wird eine fast-sichere Konvergenzrate
sowohl beziiglich der Anzahl n an Stichproben zur Kalibrierung des Schétzers

A als auch beziiglich der Anzahl N von Stichproben von A, angegeben.

Diese FErgebnisse ermoglichen nun einen Abschluss der Replikationstheorie.
Wie Beutner u. a. (2013) unterteile ich den Fehler aus der Replikation in einen

Approximations- und einen Schétzfehler.

pe (BOFy) — pe (FR*) | < |pe (BOFy) — pe (F2)
Approxim;,tionsfehler
+ ‘PP (F*%) — pe <Fz‘3%)

TV
Schitzfehler

(8.18)

J/

Wie bereits zu Anfang von Kapitel 4 erwdhnt, analysieren Beutner u. a. (2013)
welches Verhiltnis zwischen der Anzahl an Instrumenten und der Anzahl von
Simulationen optimal ist um eine moglichst schnelle Konvergenz von (8.18) zu
erreichen. Abhéangig davon wie gut sich die Liabilities mit Finanzinstrumenten
nachbilden lassen, erhalten Sie bei entsprechendem Verhéltnis beliebig grofte
Konvergenzgeschwindigkeiten. Bei fester Anzahl an replizierenden Instrumen-
ten geben sie jedoch keine Schranke fiir den Approximationsfehler an. Zudem
beschrankt sich ihre Untersuchung auf das QTV-Problem.

Im Folgenden leite ich Konvergenzraten fiir den Schitzfehler gegen Null und
fiir den Approximationsfehler gegen die obere Schranke aus Satz 4.2.6 her. Im
Unterschied zu Beutner u.a. (2013) wird also die Anzahl der Replikations-
instrumente als fest vorausgesetzt, weswegen der Approximationsfehler nicht

verschwindet. Desweiteren wird die Wahl zwischen den Replikationsproblemen
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QTV, QSCF und QACF allgemein gehalten.

Ist pp der Value-at-Risk oder Average-Value-at-Risk, kann die Zielgrofe
pp (BOF;) mit Hilfe eines replizierenden Portfolios & wie folgt approximiert

werden.

Der Approximationsfehler hingt ausschlieflich von der Anzahl und Art der
replizierenden Instrumente ab. Dementsprechend kann dieser Fehler nur durch
Hinzunahme oder verbesserte Wahl der Instrumente verringert werden. Nach
Satz 4.2.6 kann er unter geeigneten Voraussetzungen iiber die Zielfunktion
fory abgeschiitzt werden. Falls Ny € £2 (P) gilt

<

)AV&RB (BOFy) — AVaRg (F°7) N Nillps - fory (o)

™|

und fiir geeignete Konstante v > 0

‘VaRg (BOF,) — VaRy (For)

< (1 . %) INillna - /730 (an).

In Kapitel 4 wurde bewiesen, dass es fir W = {Q,P} und R €
{QTV,QSCF, QACF} ein Cy g > 0 gibt, sodass fiir alle a« € R™*!

ngv(a) < Cwpr- f]gv(a)

Der Approximationsfehler ist also durch die gewéhlte Zielfunktion f direkt
beschréankt.

Jedoch muss der Zielfunktionswert f3 (ag) wieder iiber Monte-Carlo Simula-
tionen geschitzt werden. Die Intuition ldsst vermuten, dass hierzu nicht die-
selben Szenarien verwendet werden kénnen, wie zur Schitzung des Portfolios
ag, da sonst in die Szenarien hinein optimiert wird. Der minimale in-sample
Zielfunktionswert konnte die obere Schranke unterschéitzen. Erstaunlicherwei-
se ist dies nicht der Fall, wie Proposition 8.4.7 zeigt. Die Zielfunktion f}} wird
mit der zu Anfang des Kapitels definierten empirischen Entsprechung f an-

geniihert und der Zielfunktionswert f5' (ag) mittels fa(af) geschitzt.
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

Proposition 8.4.7

Sei R € {QTV,QSCF, QACF}. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.1.1
baw. 8.1.3 existieren Kg > 0 und fiir W-fast-sicher jedes ' € Q' eine natiir-
liche Zahl Ng(w') € N, sodass fiir alle n > Np(w') gilt:

1 (eur) — fp(agy)| < Kg - M

Beweis. Ich beweise nur den Fall R = QTV. Die beiden anderen Fille kénnen

analog gezeigt werden.

Zunéchst folgt aus der Dreiecksungleichung

| fgrv(aqry) — fGrv(@gmy)| < | fagrv(aqry) = fGrv(aqry)|

+ ‘ngV(aQTV) - ngV(&T(STV)"

Fiir den ersten Term gilt:

w o v (eqrv)® = fErv(aqry)?|
VQTV(aQTV) fQTV(aQTV)‘ B fgvTv(aQTv) + f(STV(OéQTV)

| [y (aqry)? — férv(agry)

fGrv(aqry)

’|

(8.19)

Nach dem Satz von Hartman-Wintner (Bauer (1995, S. 283)) existiert eine
Konstante Kiw > 0, sodass W/-fast-sicher

n
i - . W 2 rn 2 K
lzrisolip log(log(n)) ’fQTV(aQTV) fQTV(aQTV) ‘ HW

Fiir W-fast-sicher jedes w’ € Q' gibt es also ein N4(w') € N, sodass fiir alle

n > Na(w') gilt:

loglog(n))

‘fé/gVTv(aQTV)2 - ngv(aQTV)Q‘ < Kuw - n

und wegen (8.19)

K log(1
[forv(aary) = fgrv(aqry)| < f(gVT\/(}(IIV;TV) (e (;g(”»
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Fiir den zweiten Term folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung

n

1 2|2
| fgrv(aqry) — fGrv(@dgmy)| < [5 > ((&ETV ~aqrv) Ak) ] :

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert nun

N|=

n

15 (@ aam" 2] <[15°

k=1

) 2 )
aGrv — aqrv||, - 1AL

N

. 1 ]
= |l agry — aqrvl|, - [E > Al
k=1 J

Nach Satz 8.1.1 existiert Ky > 0 und fiir W/-fast-sicher jedes w’ € ' ein
Nov(w') € N, sodass fiir alle n > Npy(w') gilt:

log(log(n))

agry — aQTVH2 < Kpy -

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt, dass fiir feste Konstante
Ky > HAH und W-fast-sicher jedes w’ € ' ein Ny(w') € N existiert,
W,2

sodass fiir alle n > N4(w') gilt:
1
1 n ) 2
~ D lAl| < Ka.
n
k=1

O.B.d.A. ist Npy(w') > max {NA(w’),NA(w’)} fiir alle w’ € €' und somit gilt
fiir alle n > NTV(w’):

K log(1
| farv(eqry) = farv(aqrv)| < fSVTv(};V;Tv) N (7)1g<n))a

A log(log(n
| farv(aqrv) = forv(@hmy)| < Krv - Ka - ngm

Damit ist die Behauptung mit RTV = AW - K bewiesen. O

qrv(eQrv)

Damit ist das Konvergenzverhalten des Approximationsfehlers in einer

Monte-Carlo Simulation vollstindig beschrieben.
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

Der Schétzfehler entsteht nun aus dem Monte-Carlo Fehler bei der Schétzung
des Replikationsportfolios ar und der Verteilungsfunktion F'*&. Hier liefert
Satz 8.4.2 unter geeigneten Voraussetzungen die Konvergenz

‘AVaRg (For) — AVaR; (F;R)‘ — 0, W-fs.

N,n—oo0
’VaRB (For) = VaR,; (FiF) ‘ = 0, W-fs.
,N—>00
Somit sind alle Resultate vorhanden, die notwendig fiir die vollstindige Be-
griindung der Replikationstheorie sind. Satz 8.4.8 fasst die Erkenntnisse aus

der gesamten Arbeit in einer Konvergenzaussage zusammen.

Satz 8.4.8 (Mathematische Fundierung replizierender Portfolios)

Sei Annahme 1 erfillt und es gelte Ny € L®(Q,F,P) sowie CN'tL,é'ﬁ €
LYQ, F,P) fir allei =1,...,m und t € T. Weiter sei 7 := 2%‘]-‘1 € L*(Q)
wie in Satz 4.3.1, Cpg > 0 wie in Satz 4.4.1 und seien folgende Konstanten
definiert.

0 0 o)
ng =/ 121l goc CgACF = /12l g, C(SSCF = VT \/ 121l g,oc
CISTV = Cpg CgACF = Cpg CESCF = \/T -Crg

Dann gilt fir R € {QTV, QSCF, QACF} und W € {0, Q, P} folgende Aussage.

Sei 5 € (0,1). Es existiert Kr > 0 und fir jedes r € (0,1/2) eine Konstante
K, > 0 sowie W'-fast-sicher jedes w' € Q' natiirliche Zahlen Ny(w'), Nr(w') €
N, sodass fir alle N > Na(w'),n > Ng(w') gilt:

o 1 n(amn
|AVaRy(BOF,) — AVaR, (FYF) | < 5 Nl - CF - Fh(a)
+ K, N

K. log(k;g(n)) .

Erfiillen BOF, sowie F*% die Voraussetzungen aus Lemma 4.2.1 fiir ein v > 0,
dann existiert 0 > 0, sodass unter der Bedingung dp (BOFy, F*r) < § fiir alle
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N > Na(&),n > Ng(w') gilt:

VaRs (BOF,) - VaR, (F3H) | < (1 + %) N, - CF -\ Fh(aR)

+ K, N7
K (mg(k;g(n)))i |

Bemerkung 8.4.9
Die minimalen Konstanten ||Z|, ., und Cpg kdnnen in einer praktischen An-
wendung jeweils nach Anleitung in Bemerkung 4.3.8 bzw. 4.4.2 berechnet wer-

den.

Beweis. Zunichst unterteile ich wieder in Approximations- und Schétzfehler.

Anwendung der Dreiecksungleichung impliziert fiir beliebiges Risikomaf pp

e (BOF) = pe (FR¥) | < [pe (BOFY) = pr ()

o Joe (Fon) e (15))

Approximationsfehler:
Gemaf Satz 4.2.6 gilt

1

‘AVaRB (BOF,) — AVaR (For) | <

HN1HP,2 : f(g)TV<O‘R>

=

und es existiert ein 6 > 0, sodass gegeben dp (BOF;, F*®) < ¢ folgt

< (142) - VINil Gtan.

Aus Sétzen 4.3.1 und 4.4.1 entnimmt man fiir W € {Q, P}

‘VaRg (BOF,) — VaRj (For)

ngv(aR) < C’(%\VTV : fSVTv(aR)

und aus Proposition 5.3.3 lasst sich schlieflich fiir jedes R folgern

frlagr) < CF - i (ag).
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Damit erhilt man insgesamt fiir jedes W € {O, Q, P} und jedes R

INillpo - C - fR (eR),

1
=B
< (142) yINils i ri e

(AVaRB (BOF,) — AVaRy (For) | <

VaR; (BOF;) — VaRys (F*)

SIS

Da f(ag) > 0, gilt fiir L > [f§¥ (az)] * und fiir alle o € €

/73 en) =\ P& (@) (@) < L+ | £ () — Flaca(w) ()]

und somit existiert nach Proposition 8.4.7 eine Konstante Kr > 0 und fiir
W-fast-sicher jedes w’ € Q' eine natiirliche Zahl Nz(w') € N, sodass fiir alle
n > Np(w') gilt:

VR, (BOF,) - AVaRs (F™) | < - [Nl CF - Fi(@3)
log(log(n))
1 .
[VaRs (BOFy) — VaR (F°) | < (1 + 5) IVl CF - Tl
i Jlosllogtm)
n

Schitzfehler:
Aus Propositionen 4.1.3 und 4.1.9 folgt, dass fiir jedes Mak W € {O,Q, P}
und fir allei =1,...,mund t € T gilt:

Cl,Cfy € £LYQ, F,W).

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 8.1.1 und 8.1.3 erfiillt. Aufserdem
erfiillt ’*% nach Bemerkung 8.4.3 Bedingung (8.11) in Satz 8.4.1.

Folglich sind auch alle Voraussetzungen von Satz 8.4.2 erfiillt.

Es existiert also Kp > 0, fiir jedes r € (0,1/2) eine Konstante K, > 0 und fiir
W -fast-sicher jedes w’ € ' natiirliche Zahlen N4(w'), Nr(w') € N, sodass fiir
alle N > N4 (w') und n > Ng(w') gilt:
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VAR, (FEF) — AvaR, (Fo )| < K, - N7 4 R B0

[VaRs () = VaRs (Fo0)| < K- N7 K (M)

Addiert man nun Approximations- und Schétzfehler, kann 0.B.d.A. angenom-
men werden, dass Np(w') > Ng(w') fiir alle ' € Q.

Sei Kr > 0 hinreichend grof. Dann ergibt Addition des Approximations- und
des Schitzfehlers fiir alle N > Ny(w'),n > Ng(w')

‘AVaR5<BOF1>—AVaR5 (Fﬁ’ﬁ)( % INlps - CF - frap)

+K,.-N"

¢ K/l
VaRs (BOF;) - VaR, (Fi#) | < (+ ) VIl - CF -\ e

+K, N
log(log(n >>)1

+ Ky - ( "

]

Fiir den Average-Value-at-Risk zeigt Satz 8.4.8, dass die Konvergenz beziig-
lich n und N vergleichbar ist. Dominiert wird daher der Fehler durch die n
Szenarien zur Schitzung des Replikationsportfolios, fiir welche die rechenauf-
windige Erzeugung von Liability Cash-Flows notwendig ist. Die Anndherung
der Verteilungsfunktion F'*% hingegen ist um ein Vielfaches giinstiger, da hier-
fiir lediglich Szenarien der Finanzinstrumente erzeugt werden miissen.

Im Vergleich steht fiir den Value-at-Risk die langsame Konvergenzrate beziig-
lich der Anzahl an Szenarien zur Schétzung des Replikationsportfolios im Vor-
dergrund. Um die gleiche Konvergenzrate wie fiir den Average-Value-at-Risk
zu erzielen, ist die quadrierte Anzahl an Szenarien nétig. Unter Beriicksich-

tigung der teuren Simulation dieser Szenarien ist der Unterschied gravierend.
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Konsequenzen fiir die Replikationstheorie

Der Average-Value-at-Risk verhélt sich numerisch also besser als der Value-at-
Risk.
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9 Schlussbetrachtung

Vor Beginn dieser Arbeit gab es keine theoretische Begriindung oder ma-
thematische Analyse replizierender Portfolios in der Lebensversicherung.
Parallel zu den Publikationen Beutner u.a. (2013), Pelsser u. Schweizer
(2015), Beutner u.a. (2015) und Cambou u. Filipovic (2016) ist mit den
Ergebnissen der Dissertation diese Liicke weitestgehend geschlossen worden.

Die Erkenntnisse aus dieser Arbeit werden im Folgenden zusammengefasst.

Basierend auf einer mathematischen Definition des gesuchten Risikokapitals,
formulierte ich eine Klasse von Replikationsproblemen, die alle in der Praxis
iiblicherweise verwendeten Replikationen einschliefst und eine moglichst genaue
Schitzung des Risikokapitals gewdhren sollte. Die offenen Parameter dieser
Klasse waren neben der Wahl des Wahrscheinlichkeitsmafes und der Metrik
insbesondere die Entscheidung zwischen dem Cash-Flow-Matching und dem
Terminal-Value-Matching. Fiir die gesamte Klasse bewies ich, dass der resul-
tierende minimale Zielfunktionswert eine obere Schranke fiir den Approxima-
tionsfehler darstellt. Eine gute Replikation kann also nicht mit einer beliebigen
Fehlschitzung des Risikokapitals einhergehen. Im Zuge dieser Erkenntnis lei-
tete ich eine neue Formulierung des Hauptsatzes der Finanzmathematik her.
Dieser zeigt die Existenz eines risikoneutralen Makes Q, sodass nicht nur der
Mafkwechsel von P nach Q beschrankt ist, sondern zumindest in der ersten
Periode auch der Wechsel zuriick von QQ nach P. Gerade fiir die in der Praxis
verwendete Replikation unter Q ist dieser Satz entscheidend fiir die mathema-
tische Fundierung.

Es stellte sich anschliefsend die Frage welche Parameter minimale Schranken lie-

fern. Im Laufe der daraus folgenden Analyse kristallisierte sich ein zunehmend
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deutlicheres Bild der optimalen Wahl heraus. Das aus reellem und risikoneu-
tralem Maf zusammengesetzte Wahrscheinlichkeitsmaf O, die Verwendung der
L'-Norm als Metrik, sowie das Terminal-Value-Matching lieferten die kleinsten
Schranken.

Aus anderen Perspektiven ist diese Parameterkonstellation jedoch suboptimal.
Auf Grund vorgegebener ESG Dateien kann in der Praxis zum heutigen Zeit-
punkt nicht unter @ sondern nur unter dem risikoneutralen Maf optimiert
werden. Der Rechenaufwand zur Losung des Replikationsproblems in einer
Monte-Carlo Simulation steigt bei Optimierung in der £!-Norm mit der Anzahl
der erzeugten Szenarien. Unter der £2-Norm ist der Aufwand von der Szenari-
enanzahl jedoch unabhéngig. Beim Terminal-Value-Matching ist im Vergleich
zum Cash-Flow -Matching die Gefahr des Overfitting grof. In out-of-sample
Tests beweist Letzteres grofere Robustheit.

Da die £2-Norm mehr Raum fiir analytische Mathematik anbietet, legte ich
mich daraufthin auf diese Norm fest. Fiir die zeitliche Gewichtung der Feh-
ler im Cash-Flow-Matching verwendete ich sowohl die Euklidische als auch
die Summennorm, woraus jeweils die Probleme QSCF und QACF entstan-
den. Zuvor hatte ich bereits demonstriert, dass die Berechnung der Losung des
Terminal-Value-Matchings (QTV) und der beiden Cash-Flow-Matching Pro-
bleme in einer Monte-Carlo Simulation &hnlich rechenaufwéndig ist. In der
Hinsicht konnte also kein Replikationsproblem favorisiert werden. In der Fol-
ge zeigte ich Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von QTV, QSCF und
QACF. Uber simultane Diagonalisierung, Zeitseparabilitit und dynamisches
Handeln des Numéraires konnte ich die folgenden direkten Zusammenhénge

zwischen den Problemen herleiten.

1. Der Unterschied zwischen QSCF und QTV liegt vorwiegend in der Be-
riicksichtigung der intertemporalen Korrelationen zwischen Cash-Flows.
Hohe Korrelationen werden durch QTV gemieden, da sie eine hohe Vari-
anz im Terminal Value hervorrufen. QSCF ist gegen intertemporale Kor-
relationen auf Grund der zeitlich separaten Bewertung der Matching Feh-
ler immun. Speziell pfadabhéngige Finanzinstrumenten erzeugen haufig

Cash-Flows mit hohen intertemporalen Korrelationen. Bei Verwendung
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solcher Instrumente konnte QSCF hier robuster sein.

2. QSCF und QACF sind dquivalent, wenn die Menge der Finanzinstru-
mente in Teilmengen gespaltet werden kann, sodass die aus zwei ver-
schiedenen Teilmengen erzeugten Cash-Flows ausschlieflich zu disjunk-
ten Zeitpunkten stattfinden. QACF hat gegeniiber QSCF den Vorteil,
dass erwartete Matching Fehler in einem Zeitpunkt nicht quadratisch
sondern nur linear eingehen. Daher optimiert QACF im Gegensatz zu
QSCF nicht vorwiegend in spéteren Zeitpunkten, in denen der erwartete
Fehler auf Grund der héheren Varianz grofser ist. Speziell wenn QTV
sich in out-of-sample Tests als wenig robust erweist, ist QACF damit

eine attraktive Alternative.

3. Erlaubt man zeitlich dynamisches Handeln des Numéraires zur Repli-
kation der Liability Cash-Flows, entspricht QACFEF dem urspriinglichen
QTV-Problem. Samtliche Matching Fehler werden durch Rollieren auf
den letzten Zeitpunkt verschoben. Diese Erkenntnis spricht fiir die An-
wendung des QTV-Problems, da hier Matching Fehler in verschiedenen
Zeitpunkten iiber das Rollieren ausgeglichen werden kénnen. Damit er-

zeugt QTV kleinere Zielfunktionswerte.

Die Vor- und Nachteile jedes Replikationsproblems wurden dadurch transpa-
renter.

Jedoch konnen in der Praxis weder das Replikationsportfolio, noch die
Zielfunktionswerte der Replikationsprobleme, noch das mittels des Replikati-
onsportfolios geschitzte Risikokapital analytisch bestimmt werden. Sie miissen
iiber Monte-Carlo Simulationen geschétzt werden. Fiir eine vollstandige ma-
thematische Begriindung der Replikation fehlte also eine Konvergenzanalyse
des geschitzten Risikokapitals gegen das echte Risikokapital aus einer Monte-
Carlo Simulation.

In Kapitel 8 leitete ich fiir alle drei Replikationsformen eine fast-sichere
Geschwindigkeit her, mit der das geschétzte Risikokapital gegen das echte
Risikokapital konvergiert. Damit wurde zum Abschluss der Dissertation das

replizierende Portfolio mathematisch vollstdndig begriindet.
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Mit dieser Arbeit ist die Theorie der replizierenden Portfolios natiirlich noch

nicht abgedeckt. Etliche Fragen bleiben noch offen.
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Ist Kalibrierung des replizierenden Portfolios mit instantanen Schocks-
zenarien an Stelle von einjihrigen Szenarien theoretisch fundiert? Die
Vernachléssigung der zeitlichen Verdnderung der Risikofaktoren scheint
dadurch gerechtfertigt, dass sie relativ zum angewandten Schock klein
ausfallt. Nichtsdestotrotz bleibt die theoretische Begriindung eine offene
Frage.

Konnen mit Replikationsportfolios die Sensitivititen der BOF beziiglich
instantander Shocks getroffen werden bzw. stimmt der faire Wert der
BOF mit dem des Replikationsportfolios nach Anwendung der Schocks

iiberein?

In dieser Arbeit werden keine numerischen Beispiele prisentiert. Um die
theoretischen Resultate zu testen, ist eine numerische Studie angebracht,
die einen Vergleich der Replikationsportfolios anhand einer Kalibrierung
mit echten Daten durchfiihrt. In dem Zusammenhang kénnten die re-
plizierenden Portfolios aus dieser Arbeit auf Robustheit, Out-of-Sample

Performance und weitere Kriterien empirisch getestet werden.

Die Frage wie sich Replikationsprobleme numerisch am effizientesten 16-
sen lassen wurde in Abschnnitt 5.4 angerissen. Eine griindliche Analyse
verschiedener Losungsverfahren auf Effizienz und Robustheit ist aller-

dings noch nicht vorhanden.

Weiter ist noch nicht geklirt welcher der Losungsansétze, replizierende
Portfolios, das Least Square Monte-Carlo Verfahren oder gar das Nested
Monte-Carlo Verfahren, in der Praxis besser geeignet ist.

Die Arbeit von Bauer u. a. (2010) deutet klar auf die Ineffizienz des Nes-
ted Monte-Carlo Verfahren hin. Es fehlt jedoch ein rigoroser Beweis,
dass es tatsidchlich asymptotisch weniger effizient als die anderen bei-
den Verfahren ist. In der Diskussion zwischen replizierenden Portfolios
und dem Least Square Monte-Carlo Verfahren, liefern Glasserman u. Yu

(2004) und Pelsser u. Schweizer (2015) erste Hinweise darauf, dass repli-



zierende Portfolios bessere Eigenschaften besitzen. Insbesondere Pelsser
u. Schweizer (2015) zeigen, dass fiir replizierende Portfolios neben an-
deren Vorteilen, bessere Konvergenzraten der Schétzer mit wachsender
Anzahl an simulierten Szenarien zu erzielen sind. Die Konvergenzart ist
fast-sicher in beschrankter Wahrscheinlichkeit. Daher kénnen ihre Kon-
vergenzaussagen mit jenen aus dieser Dissertation nicht verglichen wer-
den. Es fehlt ein Vergleich der Konvergenzraten der beiden Verfahren
in der gleichen Konvergenzart. Als Argument gegen replizierende Port-
folios weisen sie darauf hin, dass Replikation im Vergleich zum Least
Square Monte-Carlo Verfahren bei pfadabhingigen Auszahlungsprofilen
schlechter wird, da Pfadabhéngigkeit nur mit einer gréferen Anzahl an
Replikationsinstrumenten nachgebildet werden kann. Es bleibt also zu
klaren, ob in der Praxis auf Basis einer begrenzten Anzahl an bewertba-
ren Instrumenten ein Portfolio gefunden werden kann, das die absicher-
baren Risiken zufriedenstellend nachbildet oder ob die Pfadabhingigkeit
der iiblichen Auszahlungsprofile einer Lebensversicherung eine gréfere

Freiheit bei der Wahl der Basisfunktionen in der Regression erfordert.
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