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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au ratio de solvabilité d’un assureur retraite et à sa distri-
bution à horizon un an. La distribution du ratio de solvabilité futur renseigne l’assureur sur l’évolution
de sa solvabilité ainsi que sur son niveau de risque futur. Elle est aussi utilisée dans le cadre de l’ORSA,
mais elle peut également permettre d’aiguiller un choix d’allocations d’actifs.

La méthode des Simulations dans les Simulations (SdS) est souvent utilisée par les assureurs pour
projeter le ratio de solvabilité dans le futur, ou le bilan prudentiel, dans le cadre d’un calcul de SCR
vision modèle interne par exemple. Toutefois, en imbriquant deux niveaux de simulations, elle s’avère
très complexe à mettre en oeuvre.

Nous avons alors mis en place une méthode alternative basée sur des méthodes de machine lear-
ning, qui permet de se substituer aux différentes utilisations des SdS. Les méthodes de machine learning
permettent d’apprendre une variable à expliquer à partir de variables explicatives sans être explici-
tement programmées. Cependant, elles présentent l’inconvénient de nécessiter une base de données
d’apprentissage et supposent un lien entre les variables explicatives et la variable à expliquer. Nous
avons développé des modèles de machine learning pour apprendre la provision Best Estimate future
en fonction de l’environnement économique et de la part action en portefeuille.

Nous avons retenu trois modèles pour cette étude : le SVM, le Random Forest et le modèle XG-
Boost. Le premier est un modèle qui s’avère particulièrement performant lorsque le nombre de données
dans la base d’apprentissage est élevé. Les deux autres sont des méthodes ensemblistes : il s’agit d’une
agrégation de modèles simples (des arbres de décisions), permettant d’obtenir un modèle plus robuste.

Nous avons tout d’abord étudié la performance de ces modèles en vue de prédire le SCR vision
modèle interne de l’assureur. Nous avons montré que le SVM s’avérait particulièrement efficace dans
cette situation. Mais sa performance est moins stable lorsque la part action en portefeuille diminue. Le
modèle XGBoost obtient également d’excellentes performances, avec une erreur de l’ordre de 1% pour
l’estimation du SCR et il présente l’avantage d’obtenir des performances stables lorsque la part action
est modifiée. De plus, il s’agit du modèle le plus rapide à exécuter.

Nous avons ensuite estimé la distribution du ratio de solvabilité à horizon un an. Nous sommes
restés dans le cadre d’un calcul de SCR vision modèle interne. La comparaison de la distribution du
ratio de solvabilité obtenu par notre méthode à la distribution théorique est plus complexe. Il s’agit
alors d’effectuer des Simulations dans les Simulations dans les Simulations. XGBoost semble également
le plus adapté à cette problématique et obtient une distribution du ratio de solvabilité futur très proche
de la distribution de référence.

Nous avons ainsi mis en place une méthode robuste et capable de se substituer aux SdS dans des
situations variées. Toutefois, les méthodes alternatives sont souvent difficiles à utiliser en pratique,
faute de justification satisfaisante. C’est pourquoi, nous terminons ce mémoire avec une utilisation
concrète de la méthode dans le cadre du choix d’une allocation d’actifs.

Mots clés : machine learning, XGBoost, SVM, Forêt aléatoire, Simulations dans les Simulations,
SdS, SdSdS, modèle interne, ratio de solvabilité.
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Abstract

In this paper, we are interested in the solvency ratio of a pension insurer and its distribution over a
one-year horizon. The distribution of the future solvency ratio informs the insurer about the evolution
of its solvency as well as its future level of risk. It is also used within ORSA, but it can also be used
to refer a choice of asset allocation.

The Nested Simulation (NS) approach is often used by insurers to project the solvency ratio in the
future, or the prudential balance sheet, in the context of a calculation of SCR vision internal model for
example. However, by imbricating two levels of simulations it proves to be very complex to implement.

We then put in place an alternative method based on machine learning models, which can replace
the different uses of the NS. Machine learning approach allows us to learn an explained variable from
explanatory variables without being explicitly programmed. However, they have the disadvantage of
requiring a learning database and assume a link between the explanatory variables and the variable
to be explained. We have developed machine learning models to learn the Best Estimate provision
depending on the economic environment and the equity share in the portfolio.

We selected three models for this study : the SVM, the Random Forest and the XGBoost model.
The first is a model that proves particularly effective when the number of data in the learning base is
high. The other two are set methods : it is an aggregation of simple models (decision trees), allowing
to obtain a more robust model.

We first studied the performance of these models in order to predict the SCR with internal model of
the insurer. We have shown that SVM is particularly effective in this situation. But its performance is
less stable when the equity allocation of the portfolio falls. The XGBoost model also achieves excellent
performance, with an error of the order of 1% for the estimation of the SCR calculation and it has the
advantage of obtaining stable performances when the asset allocation is modified. In addition, this is
the fastest model to run.

We then estimated the distribution of the solvency ratio to one year. We keep an internal model
vision for the calculation of SCR. The comparison of the distribution of the solvency ratio obtained
by our method with the theoretical distribution is more complex. It is then necessary to carry out
Simulations in the Simulations in the Simulations (SdSdS). XGBoost also seems to be the most adap-
ted to this problem and obtains a distribution of the future solvency ratio very close to the reference
distribution.

We have thus put in place a robust method able to replace SdS in different situations. However,
alternative methods are often difficult to use in practice because of a lack of justification. That is why
we conclude this paper with a concrete use of the method in the choice of an asset allocation.

Key words : machine learning, XGBoost, SVM, Random Forest, Nested Simulations, SdS, SdSdS,
Internal model, solvency ratio.
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Note de synthèse

Dans ce mémoire, nous cherchons à projeter le ratio de solvabilité d’un assureur retraite afin d’ob-
tenir une estimation de sa distribution à horizon un an. Celle-ci permet de renseigner l’assureur sur
l’évolution de sa solvabilité dans le futur et son niveau d’exposition au risque. Un ratio de solvabilité
élevé autorise davantage de marge de manoeuvre quant aux différents choix stratégiques de l’assureur.

L’allocation d’actifs de l’assureur a un impact fort sur le SCR et donc sur le ratio de solvabilité.
Diminuer la part d’actifs risqués en portefeuille permet une hausse du ratio de solvabilité via une baisse
du SCR. Mais cette hausse du ratio de solvabilité initial, peut se faire au détriment du rendement fu-
tur espéré. Nous nous donnons pour objectif d’obtenir une estimation de la distribution du ratio de
solvabilité futur pour différentes allocations d’actifs.

La méthode des Simulations dans les Simulations permet de projeter le bilan prudentiel d’un assu-
reur dans le futur. Il s’agit d’imbriquer deux niveaux de simulations : l’univers économique est projeté
dans le futur. Conditionnellement aux nouvelles données de marché, de nouvelles projections sont effec-
tuées afin d’évaluer la provision Best Estimate. Cette méthode est particulièrement complexe à mettre
en oeuvre, mais elle permet de répondre à des problématiques variées : estimation de la distribution
des Fonds Propres futurs, estimation de la distribution du ratio de solvabilité futur, calcul d’un SCR
vision modèle interne, etc.

De nombreuses méthodes alternatives ont été proposées pour contourner cette difficulté technique.
Cependant, ces méthodes ne permettent souvent de se substituer aux SdS que dans un cadre restreint :
calcul de SCR vision modèle interne, ou projection du ratio de solvabilité et ne sont adaptées qu’au
portefeuille de l’assureur.

Nous proposons une méthode alternative, en vue de répondre à notre problématique : obtenir ra-
pidement une estimation de la distribution du ratio de solvabilité futur pour différentes allocations
d’actifs. Mais, nous avons de plus souhaité mettre en place une méthode adaptée à la projection du
ratio de solvabilité, mais également à un calcul de SCR vision modèle interne, ou, plus simplement à
la projection d’un bilan prudentiel dans le futur.

Nous utilisons des modèles de machine learning afin de réduire la complexité opérationnelle des
SdS. Les modèles de machine learning permettent d’apprendre une variable à expliquer en fonction
de variables explicatives sans être explicitement programmés. Il a donc fallu choisir une variable à
expliquer pertinente, permettant de réduire le coût lié à l’utilisation des SdS.

Nous avons proposé d’apprendre la provision Best Estimate future, en fonction de l’environnement
économique futur et de la part action en portefeuille. Ce choix présente de nombreux avantages :

— il n’est que peu complexe d’obtenir différents environnements économiques futurs et les bilans
prudentiels associés,

— la provision Best Estimate est probablement plus simple à apprendre que les Fonds Propres, le
SCR ou le ratio de solvabilité,

— l’apprentissage de la provision Best Estimate autorise une utilisation de notre méthode pour de
nombreuses problématiques actuarielles, là où d’autres méthodes alternatives ne sont adaptées
qu’à un calcul de SCR vision modèle interne.
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Nous avons alors décidé de rester dans le cadre du modèle interne pour le calcul du SCR. En se
substituant au dernier niveau de simulation, notre méthode permet alors de réduire un problème de
complexité N3 en un problème de complexité N2 selon le schéma suivant :

Figure 1 – La méthode SdSdML, alternative aux SdSdS

Une fois le choix de la variable à expliquer effectué, nous nous sommes intéressés au choix des mo-
dèles de machine learning. Nous avons tout d’abord retenu les Support Vector Machine (SVM). Il s’agit
d’un modèle complexe permettant de modéliser de fortes interactions non linéaires entre les variables
explicatives et la variable à expliquer via la construction d’un hyperplan optimal. La construction de
l’hyperplan optimal se base sur un nombre restreint d’observations appelées « vecteurs supports ».
Ainsi, en augmentant la taille de l’échantillon d’apprentissage, l’algorithme n’est pas ou peu impacté,
c’est pourquoi il est souvent utilisé lorsque les bases de données sont très grandes.

Les méthodes ensemblistes ont également éveillé notre intérêt. Elles considèrent qu’il est possible de
transformer un modèle simple tel que les arbres de décision en un modèle robuste capable de modéliser
les liens les plus complexes entre les variables explicatives et la variable à expliquer. Les arbres de
décision présentent l’inconvénient d’avoir un biais fort lorsqu’ils sont peu développés et une variance
élevée lorsque l’on cherche à en diminuer le biais.
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Les Random Forest contournent cette difficulté en agrégeant aléatoirement plusieurs arbres diffé-
rents de faibles biais afin d’en diminuer la variance. Une autre approche consiste à chercher à diminuer
le biais au fur et à mesure. Les arbres sont alors construits en série. Ce principe a été largement
plébiscité récemment avec l’algorithme « XGBoost », particulièrement performant dans un cadre ex-
trêmement varié de situations. « When in doubt, use xgboost » disait Owen Zhang, vainqueur d’une
compétition Kaggle.

Nous avons toutefois souhaité tester les deux approches qui offrent davantage de possibilités de
visualisation des résultats que les SVM. Nous avons alors comparé l’utilisation de notre méthode aux
résultats théoriques. Nous avons ainsi cherché à déterminer :

— Si la méthode était adaptée à un calcul de SCR vision modèle interne. Nous nous sommes alors
plus particulièrement intéressés aux performances des modèles en terme de prédiction de la
queue gauche de la distribution des Fonds Propres à horizon un an.

— Si les différents modèles gardaient des performances homogènes lorsque l’on modifie la part
action en portefeuille.

— Si la méthode était adaptée à la projection du ratio de solvabilité à horizon un an. Nous sommes
restés dans le cadre d’une vision modèle interne pour le calcul du SCR, nous avons alors com-
paré les résultats de notre méthode à ceux obtenus par des Simulations dans les Simulations
dans les Simulations (SdSdS).

Nous avons tout d’abord comparé l’utilisation de notre méthode au calcul d’un SCR vision modèle
interne d’un assureur retraite, investi à 30% en actions. Nous avons généré 10 000 environnements
économiques à horizon un an et dressé les 10 000 bilans prudentiels correspondants. Nous calculons
l’erreur quadratique moyenne (MSE) de nos différents modèles, ainsi que les SCR obtenus par les
différents modèles que nous comparons au SCR théorique (14,89 Me). Nous obtenons les résultats
suivants :

Modèle MSE SCR prédit Écart relatif
XGB 0,81 15,06 1,11%
RF 0,98 15.52 4,20%
SVM 0,95 14,95 0,35%

Table 1 – Comparaison des différents modèles

XGBoost obtient ainsi les meilleures performances en terme d’erreur quadratique moyenne, mais
s’avère malgré tout moins précis lors de l’estimation du SCR vision modèle interne que le SVM.

La distribution des Fonds Propres obtenus par XGBoost est ainsi la plus proche de la distribution
théorique, à l’exception de la queue gauche de la distribution où le SVM s’avère plus précis :
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Figure 2 – Comparaison des densités obtenues par les modèles à la densité théorique (SdS)

Afin d’étudier les performances des modèles lorsque l’on modifie l’allocation d’actifs en portefeuille,
nous effectuons une régression linéaire entre la MSE et la part action en portefeuille, sur une base de
test composée de 5 100 environnements économiques en date t=1 avec des allocations d’actifs diversi-
fiées.

Les résultats de cette régression linéaire indiquent que la performance des modèles est sensible à la
part action en portefeuille et que les modèles sont plus performants lorsque la part action augmente.

Afin de vérifier la sensibilité des modèles à la part action en portefeuille, nous calculons le SCR
vision modèle interne en modifiant l’allocation d’actifs. Nous calculons ainsi le SCR pour 20% et 40%
action. XGBoost reste relativement stable en terme de MSE et de prédiction du SCR, avec un écart
de prédiction de l’ordre de 1% par rapport au SCR théorique. À l’inverse le SVM est beaucoup moins
stable et voit ses prédictions en terme de SCR se détériorer fortement lorsque la part action en porte-
feuille diminue. Enfin, le Random Forest semble être plus performant pour 20% actions.

Ainsi, XGBoost n’est pas systématiquement le modèle le plus performant en terme de prédiction
du SCR. Cependant, c’est le modèle qui obtient la MSE le plus faible et qui reste le plus stable lorsque
la part action en portefeuille est modifiée. Cette capacité adaptative nous intéresse particulièrement
pour notre étude, c’est pourquoi, il semble être le plus adapté à la résolution de notre problématique.

Nous devons ensuite nous assurer que notre méthode s’adapte bien à la projection du ratio de
solvabilité à horizon un an. Nous utilisons la méthode des Simulations dans les Simulations dans les Si-
mulations pour obtenir une base de comparaison théorique. Cet exercice est particulièrement complexe
et nous retenons l’utilisation de 1 000 scénarios monde réel entre t=0 et t=1, suivis de 1 000 scénarios
monde réel entre t=1 et t=2, et 1 000 scénarios univers risque neutre pour le calcul des provisions
Best Estimate à chaque pas de temps. Nous générons ainsi plus d’1 milliard de scénarios économiques,
nécessitant une demi-semaine de calcul sur une machine particulièrement performante.

Notre méthode permet de réduire ce coût à 19 heures de calculs avec l’utilisation du modèle XG-
Boost, rendant possible la résolution de notre problématique.

Nous calculons l’écart quadratique moyen entre les provisions Best Estimate estimées par notre
méthode et celles obtenues par les SdSdS à horizon deux ans. En ayant calculé 1 million de provisions
Best Estimate, nous avons une bonne indication quant à la qualité de nos différents modèles. SVM et
XGBoost obtiennent la meilleure MSE (0.90 et 0.99 respectivement, contre 1,05 pour RF).
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Toutefois, XGBoost est le plus proche de la distribution théorique du ratio de solvabilité à horizon
un an :

Nous retenons alors le modèle XGBoost pour estimer la distribution du ratio de solvabilité à horizon
un an pour différentes allocations d’actifs. Nous projetons le ratio de solvabilité pour des allocations
d’actifs allant de 20% à 40% actions avec un pas de 5%. Nous traçons sur un même graphique la
performance du ratio de solvabilité à horizon un an en fonction de la volatilité du ratio de solvabilité
à horizon un an :

Figure 3 – Rendement du ratio de solvabilité à horizon un an en fonction de sa volatilité

Nous remarquons qu’une augmentation de la part action de 25% à 30% mène à une forte hausse
du rendement attendu contre une augmentation relativement faible en terme de volatilité du ratio de
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solvabilité futur. Ainsi, il semble judicieux de s’approcher d’une allocation d’actifs comprenant 30%
d’actions si possible. Au delà, augmenter davantage sa part action amène à une forte augmentation
du risque via une forte hausse de la volatilité du ratio de solvabilité futur, pour un rendement futur
espéré très proche.

Nous avons ainsi mis en place dans ce mémoire une méthode robuste, capable de se substituer aux
SdS pour un calcul de SCR vision modèle interne, mais également pour une projection du ratio de
solvabilité, et ce, pour différentes allocations d’actifs. Nous avons alors proposé une application per-
mettant d’éclairer un choix d’allocation d’actifs. En ce substituant aux SdSdS, notre méthode permet
de passer de plus de deux semaines de calcul à quatre jours.

Il pourrait être intéressant de compléter ces résultats par une étude plus fine, avec un pas plus faible
sur une tranche d’allocations d’actifs retenues. Il serait également judicieux de considérer d’autres cri-
tères ou avis d’experts pour aiguiller un choix d’allocations d’actifs.
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Summary

In this brief, we attempt to project the solvency ratio of a pension insurer in order to obtain an
estimate of its distribution over a one-year horizon. This one enables the insurer to be informed of the
evolution of its solvency in the future and its level of risk exposure. A high solvency ratio allows more
room for different strategic choices of the insurer.

The asset allocation of the insurer has a strong impact on the SCR and thus on the solvency ra-
tio. Decreasing the proportion of risky assets in the portfolio allows an increase in the solvency ratio
through a reduction in SCR. But this increase in the initial solvency ratio can be detrimental to the
expected future return. We aim to obtain an estimate of the distribution of the future solvency ratio
for various asset allocations.

The Nested Simulations approach (NS) allows to project the prudential balance of an insurer in
the future. It consists in imbricating two levels of simulations : the economic universe is projected into
the future. As a result of new market data, new projections are made to evaluate the Best Estimate
provision. This method is particularly complex to implement, but it allows to answer to various pro-
blems : estimation of the distribution of the future Own Funds, estimation of the distribution of the
future solvency ratio, calculation of a SCR using internal model, etc.

Many alternative methods have been proposed to circumvent this technical difficulty. However,
these methods often do not allow to substitute for the SdS within a restricted framework : calculation
of SCR using internal model, or projection of the solvency ratio and are only adapted to the portfolio
of the insurer.

To order to answer our problem, we propose an alternative method, in order to answer our pro-
blem : to quickly obtain an estimate of the distribution of the future solvency ratio for various asset
allocations. However, we also wanted to set up a method adapted to the projection of the solvency
ratio, but also to a calculation of SCR using internal model, or, more simply to the projection of a
prudential balance sheet in the future.

We use machine learning algorithms to reduce the operational complexity of the NS. Machine
learning approach allows us to learn an explained variable from explanatory variables without being
explicitly programmed. It was thus necessary to choose wisely the explained variable, allowing to re-
duce the cost linked to the use of the NS.

We proposed to learn the future Best Estimate provision, depending on the future economic envi-
ronment and the equity allocation in the portfolio. This choice has many advantages :

— There is little complexity in obtaining different future economic environments and associated
prudential balances sheet,

— The Best Estimate provision is probably simpler to learn than the Own Funds, the SCR or the
solvency ratio,

— Learning the Best Estimate provision allows us to use our method for many actuarial problems,
where other alternative methods are only adapted to a calculation of an SCR using internal
model.

x



We then decided to keep internal model for the calculation of the SCR. By replacing the last level
of simulation, our method then makes it possible to reduce a problem of complexity N3 into a problem
of complexity N2 according to the following scheme :

Figure 4 – La méthode SdSdML, alternative aux SdSdS

Once the choice of the explained variable was made, we were interested in the choice of machine
learning models. We first used Support Vector Machine (SVM). It is a complex model allowing to
model strong non-linear interactions between the explanatory variables and the explained variable by
constructing an optimal hyperplane. The construction of the optimal hyperplane is based on a limited
number of observations called support vectors. Thus, by increasing the size of the learning sample, the
algorithm is not or little impacted, which is why it is often used when databases are very large.

Set methods have also aroused our interest. They consider that it is possible to transform a simple
model such as decision trees into a robust model capable of modeling the most complex links between
the explanatory variables and the explained variable. Decision trees have the disadvantage of having a
strong bias when they are not very developed and a high variance when we try to reduce the bias.

The Radom Forest bypass this difficulty by randomly aggregating several low-bias trees to reduce
their variance. Another approach is to try to reduce the bias gradually. The trees are then built in
series. This principle has been widely acclaimed recently with the XGBoost algorithm which is parti-
cularly effective in a very varied set of situations. « When in doubt, use xgboost » said Owen Zhang,
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winner of a Kaggle competition.

However, we chose to test the two approaches which offer more possibilities of result visualization
than the SVM. We then compared the use of our method with the theoretical results. We have thus
sought to determine :

— If the method was adapted to a SCR calculation using internal model. We were particularly
interested in model performance in terms of predicting the left tail of the distribution of the
Own Funds over a one-year horizon.

— If the different models kept their performances consistent when the equity allocation in the
portfolio was changed.

— If the method was adapted to the projection of the solvency ratio to one year. We kept an in-
ternal model vision for the calculation of the SCR, we then compared the results of our method
with those obtained by Simulations in the Simulations in the Simulations (SiSiS).

We first compared the use of our method to calculate a SCR using internal model of a retirement
insurer, invested 30% in equities. We generated 10,000 economic environments over a one-year horizon
and calculate the 10,000 corresponding prudential balances. We compute the mean square error (MSE)
of our different models, as well as the SCR obtained by the different models that we compare to the
theoretical SCR (14.89 Me). We obtain the following results :

Model MSE predicted SCR relative gap
XGB 0,81 15,06 1,11%
RF 0,98 15.52 4,20%
SVM 0,95 14,95 0,35%

Table 2 – Comparison of our different models

XGBoost thus obtains the best performances in terms of mean square error, but is nevertheless less
precise when estimating the SCR using internal model than the SVM.

The distribution of the own funds estimated by XGBoost is thus closest to the theoretical distri-
bution, with the exception of the left tail of the distribution where the SVM is more precise :

Figure 5 – Comparison of the densities obtained by the models with the theoretical density (NS)
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In order to study models performance when modifying the asset allocation in the portfolio, we
perform a linear regression between the MSE and the equity allocation in portfolio on a test basis
composed of 5,100 economic environments t = 1 with diversified asset allocations.

The results of this linear regression show that the performance of the models is sensitive to the
equity allocation in the portfolio and that the models are more efficient when the equity allocation is
high.

In order to verify the sensitivity of the models to the equity allocation in the portfolio, we calculate
the SCR using internal model vision by modifying the asset allocation. We thus compute the SCR
for 20% and 40% equity in portfolio. XGBoost remains relatively stable in terms of MSE and SCR
prediction, with a prediction deviation of the order of 1% relative to the theoretical SCR. Conversely,
the SVM is much less stable and sees its predictions in terms of SCR deteriorating sharply when the
equity allocation in the portfolio decreases. Finally, Random Forest seems to be performing better for
20% equity allocation.

Thus, XGBoost is not always the most efficient model in terms of SCR prediction. However, it is
the model that obtains the weakest MSE and remains the most stable when the equity allocation in the
portfolio is modified. This adaptive capacity is really important for our study, which is why it seems
to be the most suitable model for solving our problem.

We then have to ensure that our method is well suited to the projection of the solvency ratio to one
year. We use the Simulations in Simulations in Simulations method to obtain a theoretical comparison
basis. This exercise is particularly complex and we retain the use of 1,000 real world scenarios between
t = 0 and t = 1, followed by 1,000 real world scenarios between t = 1 and t = 2, And 1,000 risk neutral
scenarios for the calculation of Best Estimate provisions at each time step. We thus generate more than
1 billion economic scenarios, requiring half a week of calculation on a particularly performing machine.

Our method reduces this cost to 19 hours of calculations with the use of the XGBoost model,
making it possible to solve our problem.

We calculate the mean square error between the Best Estimate provisions estimated by our me-
thod and those obtained by the SiSiS approach over two years. While having calculated 1 million Best
Estimate provisions, we have a good indication as to the quality of our different models. SVM and
XGBoost obtained the best MSE (0.90 and 0.99 respectively, compared to 1.05 for RF).

However, XGBoost is closest to the theoretical distribution of the solvency ratio to one year :

xiii



Figure 6 � Comparison of the distributions of SR obtained by the models to the theoretical
distribution

We then use the XGBoost model to estimate the distribution of the solvency ratio at one year for
di�erent asset allocations. We project the solvency ratio for asset allocations ranging from 20% to 40%
equity with a step of 5%. We draw on the same graph the performance of the solvency ratio to one
year horizon according to the volatility of the solvency ratio to one year :

Figure 7 � Solvency ratio returns to one year based on volatility

We note that an increase in the equity part from 25% to 30% leads to a strong increase in the ex-
pected return against a relatively low increase in volatility of the future solvency ratio. Thus, it seems
sensible to approach an asset allocation comprising 30% equity if possible. Beyond that, to increase
the equity part leads to a strong increase of the risk via a strong increase of the volatility of the future
solvency ratio, for a very low return expected.

In this paper, we have developed a robust method, capable of substituting the NS for a SCR calcu-
lation using internal model but also for a projection of the solvency ratio for di�erent asset allocations.
We then proposed an application to enlight a choice of asset allocation. By substituting for the SiSiS,
our method allows us to spend more than two weeks of calculation at four days.

It may be worthwhile to supplement these results with a �ner study, with a smaller step on a
tranche of allocated asset allocations. It would also be wise to consider other criteria or expert advice
to guide a choice of asset allocation.
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Introduction

En assurance vie, les évolutions de l'actif et du passif du bilan sont liées. Le taux de revalorisation
annuel des prestations dépend notamment du rendement de l'actif et le besoin en capital réglemen-
taire (SCR 1) est également fonction du choix de l'allocation d'actifs. Les assureurs doivent alors tenir
compte de l'impact du choix de leur allocation d'actifs sur leur bilan et sur leur SCR.

Un indicateur adapté à cette problématique est le ratio de solvabilité. Il est dé�ni par le rapport
des Fonds Propres au sens Solvabilité II sur le SCR. Un ratio de solvabilité élevé permet davantage
d'amplitude quant aux di�érents choix stratégiques de l'assureur.

Le choix d'une allocation d'actifs doit également tenir compte de la solvabilité future de l'assureur.
Une augmentation de la part d'actif risqué peut en e�et se traduire par une hausse immédiate du SCR,
mais être compensée à plus long terme par une augmentation des Fonds Propres via un rendement plus
élevé de l'actif. Nous cherchons alors à obtenir une estimation de la distribution du ratio de solvabilité
futur a�n d'intégrer ce phénomène.

Les assureurs utilisent souvent la méthode des Simulations dans les Simulations (SdS) pour estimer
la distribution du ratio de solvabilité futur. Cette méthode est également utilisée dans le cadre d'un
calcul de SCR vision modèle interne. Elle présente cependant l'inconvénient d'être particulièrement
complexe à mettre en oeuvre et de nombreuses alternatives ont déjà été proposées. Dans ce mémoire,
nous allons proposer une approche alternative basée sur dumachine learning.

L'apparition de grandes bases de données via internet et l'augmentation des capacités informatiques
donne un nouveau sou�e à cette discipline. Si les banques s'étaient déjà intéressées aux possibilités
o�ertes par le machine learning via le scoring, les assureurs semblent commencer à franchir le pas.
De nombreux assureurs s'essayent en e�et à des méthodes de tari�cation alternatives basées sur des
modèles demachine learning. Mais les possibilités o�ertes par les méthodes demachine learning sont
très nombreuses et l'idée d'adapter ces modèles à la méthode des SdS est particulièrement séduisante.

Malgré un engouement manifeste pour cette approche, les résultats obtenus sont souvent limités.
Les méthodes alternatives proposées le sont généralement dans un cadre spéci�que et il est di�cile
d'envisager une généralisation des modèles. Les résultats obtenus en terme de prévision du SCR (et a
fortiori du ratio de solvabilité) sont souvent peu satisfaisants lorsque celui-ci est obtenu via la formule
standard. À l'inverse, lorsque le SCR est obtenu par une approche de type modèle interne, la méthode
n'est pas adaptée à la projection du ratio de solvabilité. En�n, la justi�cation des méthodes demachine
learning peut s'avérer délicate. Il est pourtant di�cilement envisageable de proposer une méthode qui
ne trouverait aucune application pratique faute de justi�cation.

Dans ce mémoire, nous allons tenter de répondre à ces di�érentes questions. Nous chercherons à
obtenir une méthode adaptable aux di�érentes problématiques actuarielles nécessitant le recours à la
méthode des SdS. Nous nous interrogerons également sur le choix des méthodes de machine learning à
privilégier. En�n, nous proposerons une application de la méthode pour un choix d'allocation d'actifs.

1. Le SCR est le Solvency Capital Requirement : il s'agit de l'exigence réglementaire de capital dont doit disposer
l'assureur ; nous reviendrons sur son calcul dans les parties suivantes.
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Chapitre 1

L'estimation du ratio de solvabilité

� On fait la science avec des faits, comme on fait une maison avec
des pierres ; mais une accumulation de faits n'est pas plus une
science qu'un tas de pierres n'est une maison. �

Henri Poincaré

1.1 Pourquoi s'intéresser au ratio de solvabilité ?

En 1952, Markowitz publie un article [22] dans lequel il introduit le paradigme Espérance/Variance
et le fondement de la théorie moderne du portefeuille. Ce paradigme suppose une aversion au risque de
la part des investisseurs. Ainsi, à rendement identique un investisseur préférera un risque plus faible. Le
rendement est mesuré par le rendement espéré du portefeuille et le risque par la volatilité du portefeuille.

Cette approche ne tient compte que de l'actif. Elle est réductrice et mal adaptée à l'assurance. En
assurance vie, les évolutions de l'actif et du passif du bilan sont liées. Pour un contrat retraite, le taux
de revalorisation annuel des prestations dépend notamment du rendement de l'actif. Il est alors plus
judicieux de s'intéresser aux Fonds Propres qui vont prendre en compte l'actif et le passif.

Cependant, l'allocation d'actifs et le choix des classes d'actifs (obligation d'état européen/non
européen, obligation corporate, action, immobilier, etc) impactent également le besoin en capital de
l'assureur. Il faut en tenir compte lors du choix de l'allocation d'actifs. En e�et, seule la part des Fonds
Propres excédant la couverture du SCR est réellement disponible pour l'assureur.

Le ratio de solvabilité, dé�ni comme le rapport des Fonds Propres sur le SCR, tient compte de ces
di�érentes problématiques. Un ratio de solvabilité égal à 1 signi�e que les Fonds Propres couvrent le
SCR, sans surplus. Plus le ratio de solvabilité est élevé, plus il autorise une marge de manoeuvre élevée
à l'assureur. Il peut alors envisager de prendre davantage de risque (et donc avoir un rendement futur
espéré supérieur), avoir une politique commerciale plus agressive, faire davantage d'investissements,
etc. Dans ces conditions, il semble intéressant de vouloir maximiser le ratio de solvabilité.

Toutefois, un changement d'allocation d'actifs peut avoir un impact à horizon plus éloigné que le
ratio de solvabilité aura du mal à mesurer. Par exemple, augmenter la part action d'un portefeuille1 va
se traduire par une hausse immédiate du SCR. Les Fonds Propres ne seront quant à eux potentiellement
que peu modi�és. Le ratio de solvabilité va alors diminuer en augmentant la part action. Si le ratio
de solvabilité reste su�samment élevé, il ne faut pas en conclure qu'augmenter la part action est un
mauvais choix. En e�et, l'espérance de rendement d'un actif risqué, tel que les actions, est supérieure à
celle d'un actif moins risqué. Le ratio de solvabilité va prendre en compte le changement de niveau de
risque de façon � immédiate � via une hausse de SCR, mais ne sera pas à même d'apprécier la hausse

1. Le SCR béné�cie d'un e�et de diversi�cation donc une augmentation de la part action peut se traduire par une
baisse du SCR, si le portefeuille n'était que peu ou pas diversi�é. Nous considérons ici un portefeuille ayant déjà une
part action su�sante pour béné�cier de l'e�et diversi�cation du SCR.

2
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du rendement futur espéré obtenu par le changement d'allocation d'actifs. Il est pourtant crucial pour
un assureur de se positionner à long terme et de tenir compte de cette di�érence de rendement espéré.

Il peut ainsi être intéressant pour un assureur de choisir une allocation d'actif ne maximisant pas
le ratio de solvabilité initial, mais amenant à des rendements futurs espérés plus élevés. Nous pouvons
alors regarder la progression de l'actif et de sa volatilité estimée à un horizon futur, en conservant
en parallèle l'information du ratio de solvabilité initial. Nous avons ainsi une vision de l'impact de
l'allocation d'actifs en terme de rendement futur espéré, de risque (via la volatilité future de l'actif) et
de besoin en capital/solvabilité de l'assureur (via le ratio de solvabilité initial).

Une autre approche consiste à estimer la distribution du ratio de solvabilité futur. Le ratio de
solvabilité futur permet d'apprécier à la fois l'impact de l'allocation d'actifs sur le passif, sur le besoin
en capital et sur le rendement futur espéré. La distribution du ratio de solvabilité futur nous permet
également d'évaluer le ratio de solvabilité moyen et donc d'apprécier la � performance � de notre por-
tefeuille. La volatilité du ratio de solvabilité ou la VaR (à 5% par exemple) nous renseignent sur le
niveau de risque de notre portefeuille.

En estimant la distribution du ratio de solvabilité futur pour di�érentes allocations d'actifs, nous
pourrions proposer un critère permettant d'aiguiller un choix d'allocation d'actifs. Par exemple, nous
pourrions chercher à déterminer l'allocation d'actif maximisant le ratio de solvabilité futur espéré, sous
contrainte d'être supérieur à un certain seuil dans lesx% cas les plus défavorables. Le choix de ces
seuils incombant aux instances de direction.

Cette approche est cependant plus complexe à mettre en oeuvre et il semble plus di�cile de l'uti-
liser dans le cadre du choix d'une allocation d'actifs. Néanmoins, le ratio de solvabilité et l'estimation
de la distribution du ratio de solvabilité futur d'un portefeuille apportent de nombreuses informations
indépendamment de la problématique du choix d'une allocation d'actifs, c'est pourquoi nous allons
nous y intéresser tout au long de ce mémoire.

Notons toutefois que le ratio de solvabilité seul ne peut su�re à piloter l'allocation d'actifs d'un
assureur. En cherchant à maximiser leur rendement sous contrainte de SCR certains assureurs ont par
exemple privilégié les obligations grecques peu avant leur défaut. Nous proposons donc l'étude d'un
indicateur intéressant pour l'assureur, mais qu'il conviendrait de compléter par d'autres indicateurs.

Après avoir mis en lumière les intérêts et limites du ratio de solvabilité initial et de l'estimation de
la distribution du ratio de solvabilité futur, nous allons présenter les éléments nécessaires au calcul du
ratio de solvabilité. Nous présenterons au chapitre 2 une méthode souvent utilisée pour estimer une dis-
tribution du ratio de solvabilité et les limites opérationnelles liées à un tel exercice. Au chapitre 3, nous
proposerons une méthode alternative permettant de contourner cette complexité. En�n, au chapitre 4,
nous appliquerons notre méthode sur un contrat retraite. Nous chercherons tout d'abord à calculer le
SCR vision modèle interne par notre méthode. Puis, nous appliquerons la méthode à la projection du
ratio de solvabilité à horizon un an de l'assureur. Nous pourrons alors déterminer l'allocation d'actifs
maximisant le rendement futur espéré sous contrainte de risque.

1.2 La valorisation du bilan prudentiel

Le bilan prudentiel est le bilan établi selon la norme Solvabilité II.

Le calcul des provisions techniques du bilan prudentiel est régit par certaines règles. La directive
2009/138/UE en �xe les principes généraux. Ces principes ont été complétés par la Commission Euro-
péenne avec les règlements délégués et l'EIOPA.
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Voici quelques unes de ces règles :
� la meilleure estimation des engagements de l'assureur (Best Estimate) est valorisée sans marge

de prudence,
� la valorisation doit être cohérente avec les prix du marché : c'est la Market-Consistency,
� l'ajout d'une marge de risque calculée suivant le principe de l'exit value (valeur que l'assureur

devrait payer pour transférer ses engagements à un autre assureur).

Les provisions techniques sont calculées d'une manière prudente, �able et objective.

Figure 1.1 � Bilan Prudentiel

La directive distingue les �ux réplicables des �ux non réplicables. Les �ux réplicables concernent
les engagements de l'assureur qui pourraient être couverts parfaitement par un actif équivalent ayant
une valeur de marché �able et observable. Pour les �ux non réplicables, les assureurs doivent procéder
en deux temps :

� calcul de la meilleure estimation,
� calcul de la marge de risque.

Les �ux réplicables sont peu présents en pratique et ne nous concerneront pas dans notre étude.

Nous allons présenter plus en détail le calcul des éléments de bilan dans cette partie. Nous expo-
serons tout d'abord les attentes de la directive Solvabilité II pour le calcul du bilan prudentiel, puis
nous présenterons les méthodes de calcul et les hypothèses retenues pour notre étude.

1.2.1 La valorisation des éléments d'actif

Sous Solvabilité II, les éléments d'actifs du bilan prudentiel sont valorisés en valeur de marché.
Pour les éléments cotés sur les marchés, cette information est disponible. La valorisation d'éléments
non cotés sur les marchés se fait via l'utilisation de modèles mathématiques. Dans ce mémoire, nous
prenons l'hypothèse que l'actif du contrat d'assureur est composé d'une poche action et d'une poche
obligataire qui sont cotées sur les marchés. Aussi, nous ne rentrerons pas plus en détails sur la valori-
sation des actifs non cotés sur les marchés �nanciers.
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1.2.2 La valorisation du passif

Le passif de l'assureur est composé des provisions techniques et des Fonds Propres. Les provisions
techniques du bilan prudentiel comprennent leBest Estimate et la Marge de Risque.

� La provision Best Estimate (BE) :

L'article 77 de la Directive 2009/138/CE4 dé�nit le cadre général de calcul des provisions techniques
à inscrire au bilan prudentiel. LeBest Estimate est dé�ni de la manière suivante : � [Le Best Estimate]
correspond à la moyenne pondérée par leur probabilité des �ux de trésorerie futurs, compte tenu de
la valeur temporelle de l'argent (valeur actuelle attendue des �ux de trésorerie futurs), estimée sur la
base de la courbe des taux sans risque pertinente. �.

Mathématiquement, cela se traduit par la formule :

BE = E

2

4

P

k
F lux k

(1 + i k )k

3

5

avec :
� F lux k : les �ux correspondants aux engagements de l'assureur vis-à-vis des assurés augmentés

des frais de gestion pour l'annéek,
� i k : le taux d'actualisation pour l'année k.

Tous les �ux futurs potentiels liés à l'activité d'assurance doivent être identi�és et évalués, ces �ux
incluent les prestations, les frais et les taxes. L'horizon de projection considéré doit donc être su�sam-
ment lointain pour tenir compte de tous les �ux signi�catifs. L'article 77 précise également que les �ux
doivent êtres calculés bruts de réassurance.

Les assureurs sont tenus de revaloriser les garanties �nancières et options contractuelles incluses
dans les contrats [30]. Dans le cadre d'une assurance vie, les contrats contiennent de nombreuses options
cachées. Par exemple, les contrats prévoient une clause de rachat, un taux minimum garanti (TMG),
etc.

L'article 77 précise : � Le calcul de la meilleure estimation est fondé sur des informations actualisées
et crédibles ainsi que sur des hypothèses réalistes. Ce calcul fait appel à des méthodes actuarielles et sta-
tistiques adéquates, applicables et pertinentes. �. Or, les options cachées s'apparentent à des garanties
�nancières. En particulier, la re-valorisation des prestations futures de l'assureur dépend des perfor-
mances de son actif. La valorisation du passif s'apparente ainsi à la valorisation d'une option �nancière,
elle doit donc être évaluée de la même manière. Les mathématiques �nancières nous enseignent que
la valeur d'un instrument �nancier est égale à l'espérance sous la probabilité risque neutre despayo�s
actualisés au taux sans risque.

Le référentiel Solvabilité II fait intervenir deux cadres de simulation distincts, à savoir les approches
� Monde Réel � et � Risque Neutre �.

La probabilité historique correspond à la probabilité � réelle � des variations des actifs, observée
sur le marché. Elle est utilisée lorsque nous nous plaçons dans un univers monde réel, pour obtenir
une projection de l'univers économique à un horizon de temps futur. Sous la probabilité historique,
on constate que les actifs plus risqués sont plus rentables en moyenne. Cela s'interprète comme une
� prime de risque � : les investisseurs ne sont prêts à accepter du risque que sous condition qu'il soit
plus rémunérateur.
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La probabilité risque neutre est liée à la valorisation des produits dérivés. Un dérivé étant un ins-
trument de couverture, le vendeur d'un tel produit se doit de � couvrir � son risque en construisant un
portefeuille dynamique et su�samment liquide permettant de reproduire les mouvements du dérivé.
Le prix de ce portefeuille (qui correspond alors au prix du dérivé) est obtenu en passant de l'univers
historique à un univers dit risque neutre. Ceci conduisant à la propriété : sous un univers risque neutre,
les prix actualisés au taux sans risque sont des martingales [18].

Soit M = ( M t )t � 0 un processus stochastique,(
 ; F; P ) un espace probabilisé. M est une martingale
si :

� 8 t � 0; M t 2 L 1(
 ; F; P )
� 8 t � 0; M t est Ft � mesurable
� 8 t � s; E[M t jFs] = M s

Ainsi, en synthétisant la distinction suivante peut être réalisée [18] :
� l'univers historique ou monde réel est l'univers de référence pour le calibrage lorsque l'on cherche

à évaluer la distribution du rendement d'un actif et le risque de ruine, en particulier les proba-
bilités des quantiles extrêmes,

� l'univers risque neutre permet de calculer le prix de la couverture d'un instrument �nancier
comme une espérance de rendement, cohérente avec la notion d'absence d'opportunité d'arbi-
trage.

La provision � Best Estimate � de Solvabilité II entre dans cette logique d'évaluation du passif et
se fera donc en univers risque neutre. Vu de l'instant initial nous avons :

BE 0 = E Q

"
TX

t=1

F lux t � Factut

#

avec :
� Q la probabilité risque neutre,
� T l'horizon de projection considéré,
� Factut le facteur d'actualisation en datet.

En pratique, l'évaluation de la provision Best Estimate se fait par la méthode de Monte-Carlo.
Nous utilisons un Générateur de Scénarios Économiques (GSE2) pour générer un grand nombre de
scénarios économiques allant de la date d'évaluation jusqu'à l'échéance des contrats en portefeuille. Les
scénarios permettent en particulier de revaloriser chaque année les �ux de prestations de l'assureur en
fonction de sa politique de revalorisation.

Nous utilisons alors l'estimateur suivant :

dBE
K
0 =

1
K

KX

j =1

TX

t=1

F lux t;j � Factut;j

TP

t=1
F lux t;j � Factut;j peut être vu comme une réalisation de la variable aléatoireBest Estimate dans

le scénario économique risque neutre numéro j obtenu par le GSE.

Factut;j = exp(�
Z t

0
r j

x dx)

avec :
r j

x le taux nominal x ans généré par le scénario risque neutre numéroj .

2. Un Générateur de Scénarios Économiques (GSE) est un outil permettant de générer des scénarios stochastiques
modélisant di�érentes variables économiques et �nancières. Nous le présenterons plus en détail ultérieurement.
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On a :
lim

K ! + 1
dBE

K
i = BE 0 Q � p � s:

Il s'agit alors de prendre un nombre K de scénarios su�samment grand pour estimer avec précision
la provision Best Estimate.

� Marge de risque :

Les provisions techniques doivent re�éter les incertitudes des marchés et doivent contenir une marge
de risque. Elle a pour objectif :

� soit de garantir la possibilité de transférer le portefeuille à un tiers avec un niveau de con�ance
su�sant,

� soit de re-capitaliser la compagnie avec un niveau de con�ance su�sant pour couvrir un scénario
de run o� préalablement dé�ni.

La marge de risque n'a pas d'impact sur les conclusions de ce mémoire, nous décidons de la négliger.
Aussi, nous ne rentrerons pas dans le détail du calcul de la marge de risque. Le lecteur pourra se
reporter à l'article 37 du règlement délégué pour davantage de précisions.

� Fonds Propres :

Les Fonds Propres sont obtenus en faisant la di�érence entre les éléments d'actif et de passif.
Fonds Propres = Actifs en valeurs de marché - Provisions Techniques.

� Bilan Prudentiel simpli�é :

Nous avons vu que, selon l'article 77 de la directive Solvabilité II, les assureurs doivent calculer
di�éremment les engagements selon qu'ils soient réplicables ou non. Les engagements réplicables sont
des cas marginaux qui ne concernent pas ou peu le marché français. Nous décidons de les négliger dans
ce mémoire. Nous écartons également la marge de risque et nous ne nous intéresserons pas aux créances
sur réassureurs. En omettant ces éléments, nous obtenons le bilan prudentiel simpli�é suivant :

Figure 1.2 � Bilan Prudentiel Simpli�é

Nous aurons : Fonds Propres = Actifs en Valeur de Marché - ProvisionBest Estimate.
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Nous allons à présent présenter le GSE, puis nous présenterons le calcul du besoin réglementaire
en capital de l'assureur (SCR).

1.3 Le Générateur de Scénarios Économiques (GSE)

Un Générateur de Scénarios Économiques (GSE) est un outil permettant de simuler des trajec-
toires pour di�érentes variables économiques. Le GSE de �xage permet notamment de générer les taux
nominaux, les rendements actions, le taux d'in�ation, etc.

Il peut être utilisé dans un objectif de gestion des risques ou dans un objectif d'évaluation. Nous
avons vu à la section précédente que la gestion des risques se faisait en univers monde réel tandis que
l'évaluation se faisait en univers risque neutre. Nous allons détailler ici le fonctionnement du GSE, les
hypothèses de calcul et les tests de calibrage que nécessitent l'utilisation du GSE en univers monde
réel ou en univers risque neutre.

1.3.1 Les corrélations entre les di�érentes variables �nancières

Les modèles stochastiques utilisés par le GSE nécessitent l'utilisation de mouvements browniens.

Un processus stochastique(B t )t � 0 dépendant du temps est un mouvement brownien standard si :
� B0 = 0 ,
� 8 t; s avec t>s, on a : B t � Bs suit une loi normale d'espérance nulle et de variance t-s : N(0,t-s),
� 8 n � 1; 8 (t i ) i =0 ;:::n ; 0 � t0 � t1 � ::: � tn les accroissementsB t0 ; B t1 � B t0 ; :::; B tn � B tn � 1

sont indépendants.

Dans le GSE nous simulons des variables qui sont corrélées, nous devons donc tenir compte de ces
corrélations. La matrice de corrélation utilisée est la suivante :

Taux nominaux Taux réels Actions
Taux nominaux 1 0.9 0.17

Taux réels 0.9 1 0.08
Actions 0.17 0.08 1

Table 1.1 � Matrice de corrélation

Cette matrice est obtenue via les corrélations historiques entre les trois classes d'actifs que nous
projetons. Nous utilisons la décomposition de Cholesky pour obtenir des mouvements browniens cor-
rélés selon cette matrice.

Le théorème de factorisation de Cholesky nous dit : Si A est une matrice symétrique dé�nie positive,
alors il existe une matrice triangulaire inférieure L telle que A =LL T avec tous les éléments diagonaux
de L positifs, où L T est la transposée de la matrice L.

Soit Y un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de variance-covariance la matrice identité.
Soit L la matrice issue de la factorisation de Cholesky de la matrice A. Alors le vecteur YT suit une
loi multinormale centrée, de matrice de variance-covariance A.

On utilise cette décomposition pour obtenir des mouvements browniens corrélés.
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1.3.2 Présentation des modèles de di�usion

Nous allons maintenant utiliser la décomposition de Cholesky en pratique a�n d'obtenir une cor-
rélation entre les mouvements browniens utilisés pour chaque modèle. Nous allons ainsi présenter les
di�érents modèles de projection des scénarios de taux, d'in�ation et de rendement action.

� Les modèles de taux :

Les taux réels et les taux nominaux simulés sont obtenus par un modèle de Vasicek à deux facteurs.
Celui-ci est régit par les équations di�érentielles stochastiques suivantes :

�
dr (t) = a1(m(t) � r (t))dt + � 1dW1(t)
dm(t) = a2(� � r (t))dt + � 2dW2(t)

avec :
� r (t) le taux court en t, avec t(0) le taux court initial,
� m(t) le taux long en t, avecm(0) le taux long initial,
� W1; W2 deux mouvements browniens indépendants,
� � la moyenne des taux longs,
� a1 la vitesse de retour du taux court vers le taux long,
� a2 la vitesse de retour du taux long vers sa moyenne,
� � 1; � 2 la volatilité du taux court et du taux long.

W2 sera simulé en utilisant la décomposition de Cholesky a�n d'obtenir la corrélation souhaitée entre
les di�érents actifs considérés.

Le modèle de Vasicek à deux facteurs est souple et permet de générer des taux négatifs, ainsi que
de nombreuses formes de courbes de taux. Il comporte un e�et de retour à la moyenne et dispose
également d'une formule fermée pour calculer le prix des zéros coupons :

B (t; T ) = exp(A(T � t) � B1 � (T � t) � r (t) � B2 � (T � t) � m(t))

Cette formule sera détaillée en Annexe A.

Une obligation zéro coupon de maturité T est un contrat qui garanti à son détenteur le payement
d'une unité de monnaie à la date T sans payement intermédiaire. La valeur de ce contrat est notée
B(t,T) à la date t<T.

Soit (
 , F, P) un espace probabilisé complet,F = ( Ft )t � 0 la �ltration brownienne engendrée par
W1. Soit Pt =

Rt
0 r (u) du et P* la probabilité risque neutre dé�nie par le fait que pour tout prix d'actif

X = ( X t )t � 0, X �
t = X t

Pt
est une (F,P*) martingale.

B (t; T ) � = B (t;T )
Pt

est une (F,P*) martingale.

B (t; T ) � = E Q [B (T; T) � jFt ] ie B (t;T )
Pt

= E Q [ 1
PT

jFt ] car B(T,T)=1.

B (t; T ) = Pt E Q [ 1
PT

jFt ] = E Q [ Pt
PT

jFt ] car Pt est Ft -mesurable.

Et �nalement : B (t; T ) = E Q [e�
RT

t r (u) du jFt ]:

Si on se place en datet=0, on a : B (t; T ) = E � [e�
RT

t r (u) du ]:

Le taux continu zéro-coupon au comptant (taux spot) à la date t est noté R(t,T), il est dé�ni par :

R(t; T ) = �
lnB (t; T )

T � t
:
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C'est le taux d'intérêt continu associé à une obligation zéro coupon. La courbe des taux en t est la
courbe de la fonctionT 7! R(t; T ). Le taux court permet ainsi de reconstituer la courbe des taux.

Nous avons vu que le prix B(t,T) est conditionné à l'information à la date t. D'où l'intérêt de la
formule fermée du modèle de Vasicek à deux facteurs qui permet de calculer le prix des obligations
zéro coupons à une date future sans passer par des Simulations dans les Simulations.

Le lecteur pourra se référer au livre �Interest Rate Models - Theory and Practice� [7] pour plus
de détails concernant les modèles de taux.

� Le modèle de projection de l'in�ation :

La projection de l'in�ation repose sur la relation de Fisher :

i reel (t) =
i nominal (t) � i (t)

1 + i (t)

avec :
� i reel (t) le taux court réel à la date t,
� i nominal (t) le taux court nominal en t,
� i (t) l'in�ation en t.

On en déduit : i nominal (t) = (1+ i reel (t))(1+ i (t)) . Ce qui donne à l'ordre 1 :i (t) � i nominal (t) � i reel (t).

Nous déduisons ainsi l'in�ation à partir des taux courts réels et nominaux obtenus par les modèles de
Vasicek à deux facteurs.

� Le modèle de rendement des actions :

La projection des actions se fait avec le modèle de Black & Scholes. Le modèle de Black & Scholes
est construit à partir de lois normales. La loi normale a des queues de distributions inférieures à celles
des performances actions observées sur les marchés. Pour éviter cet e�et, le modèle est la somme de
trois lois normales :

� une loi pour le coeur de la distribution,
� une loi pour chaque queue de la distribution pour traduire le risque de krach boursier et de

forte hausse.

Nous pouvons passer d'un régime à l'autre avec une certaine probabilité. Dans chaque état, les
performances actions futures sont obtenues avec un modèle de Black & Scholes dont les paramètres
di�èrent.

Le modèle de Black & Scholes repose sur di�érentes hypothèses que nous supposons véri�ées. Pour
plus de détails se rapporter au livre � Options, futures et autres actifs dérivés � de John Hull [17].

Le modèle de di�usion est le suivant :

dSt = �S t dt + �S t dWt

avec :
� St le prix de l'action à la date t,
� Wt un mouvement brownien géométrique avec volatilité� et dérive � , les paramètres� et �

sont di�érents pour chaque régime.
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Les paramètres utilisés par le GSE doivent être calibrés de façon à générer des scénarios réalistes.

Le règlement délégué de la commission précise notamment les méthodes de calcul des provisions
techniques : � Les entreprises d'assurance et de réassurance �xent des hypothèses concernant les pa-
ramètres et scénarios futurs des marchés �nanciers qui sont appropriées et conformes à l'article 75
de la directive 2009/138/CE. Lorsque l'entreprise d'assurance ou de réassurance recourt à un modèle
pour produire des projections de paramètres et scénarios futurs des marchés �nanciers, celui-ci respecte
l'ensemble des exigences suivantes :

� il génère des prix d'actifs cohérents avec les prix des actifs observés sur les marchés �nanciers,
� il ne suppose aucune opportunité d'arbitrage,
� le calibrage des paramètres et des scénarios est cohérent avec la courbe des taux sans risque

pertinents utilisée pour calculer la meilleure estimation visée à l'article 77, paragraphe 2, de la
directive 2009/138/CE. �

Ces précisions indiquent en particulier que :
� les scénarios économiques générés sont cohérents avec les prix observés sur les marchés : c'est

la Market-Consistency,
� dans chaque scénario généré, la valeur actualisée des actifs �nanciers est une martingale : c'est

le test de martingalité.

Le calibrage des paramètres du GSE doit donc se confronter à la réglementation, mais également
être adapté à l'univers de projection (monde réel ou risque neutre). Pour passer de l'univers historique
à l'univers risque neutre, nous devrons notamment risque-neutraliser les rendements actions qui seront
alors centrés sur le taux sans risque.

Le calibrage du GSE se fait en deux étapes. Tout d'abord, il s'agit de déterminer un jeu de pa-
ramètres qui véri�ent le test de martingalité. Ensuite, nous véri�ons que ce jeu de paramètres véri�e
également le test deMarket-Consistency. Si ce n'est pas le cas, nous retournons à l'étape précédente
et testons un nouveau jeu de paramètres. Nous allons présenter plus en détail ces deux tests.

1.3.3 Le test de Martingalité

Le test de Martingalité a pour objectif de véri�er que sous la probabilité risque neutre les prix
actualisés des actifs �nanciers sont des martingales.

� Le test de Martingalité pour les performances actions :

Les scénarios de performance action véri�ent le test de martingalité si la moyenne du prix des actions
actualisé à la date initiale est égale au prix initial de l'action.

� Le test de Martingalité pour les scénarios de taux :

Pour les taux nominaux, le test de martingalité consiste à véri�er que la moyenne des intégrales des
taux courts générés est su�samment proche de la courbe de référence fournie par l'EIOPA.

En notant PM (0; T) la courbe de référence, il s'agit de véri�er si :

8 T; EQ [exp(�
Z T

0
ru du)] = PM (0; T)

avec :
ru le taux court nominal.
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Cette condition est su�sante pour véri�er le test de Martingalité. Ce résultat a été démontré dans
le mémoire de Quentin Bazoge : � E�et du choix des modèles et de leur calibrage dans le GSE sur le
bilan � [1].

1.3.4 Le test de Market-Consistency

Le test de Market-Consistency est un test de dispersion. Ce test consiste à véri�er que la volatilité
des variables �nancières permet bien de retrouver le prix des options sur le marché.

� Le test de Market-Consistency pour les performances actions :

Nous retenons un indice de Volatilité implicite du CAC40 : VCAC pour réaliser ce test.

� Le test de Market-Consistency pour les scénarios de taux :

Ce test est réalisé avec un put sur un Bund allemand. Nous re-calculons le prix de cette option avec
la courbe des taux générée par notre GSE.

1.4 Le calcul du SCR

Le SCR (Solvency Capital Requirement) est le capital économique dont a besoin une entreprise
d'assurance ou de réassurance pour limiter la probabilité de ruine à 0,5% à horizon un an. Les assureurs
peuvent estimer le SCR :

� soit à partir d'un modèle interne propre à chaque assureur,
� soit à l'aide d'une formule standard proposée par l'EIOPA.

1.4.1 Le SCR en formule standard

Le calcul du SCR dans la formule standard se fait en évaluant l'e�et sur l'actif net de l'assureur de
di�érents chocs �xés par la commission européenne.

Il concerne di�érents domaines de l'activité des organismes d'assurance :
� les risques liés aux évolutions des marchés �nanciers,
� le risque de souscription en vie,
� le risque de souscription en non-vie,
� le risque de souscription en santé,
� le risque de crédit,
� le risque opérationnel.

Pour chaque domaine, la formule standard propose de calculer les Fonds Propres nécessaires pour
faire face à di�érents risques identi�és. Cette exigence en capital est déterminée par des chocs pour
chaque risque élémentaire. En agrégeant ces montants à l'aide de matrice de corrélations nous obtenons

Rémi GAUVILLE Mémoire EURIA
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le capital requis de base : BSCR (Basic Solvency Capital Requirement). Le SCR est ensuite estimé en
ajoutant au BSCR les ajustements et le risque opérationnel [30].

Figure 1.3 � Pieuvre SCR

L'approche formule standard repose ainsi sur trois étapes fondamentales pour le calcul du BSCR :
� Étape 1 : déterminer le capital économique pour chaque � risque élémentaire � : actions, taux,

mortalité, etc. Durant cette étape, nous calculons les Fonds Propres économiques après chaque
choc considéré. Le capital économique requis pour faire face au choc est la di�érence des Fonds
Propres après le choc et des Fonds Propres avant le choc.

� Étape 2 : agréger les capitaux au sein de chaque module de risques (marché, vie, non-vie, etc)
! agrégation intra-modulaire,

� Étape 3 : agrégation des capitaux des di�érents modules ! agrégation inter-modulaire [12].

On aura : BSCR =
r P

i;j
� M

i;j � SCRi � SCRj

avec :
SCRi le capital associé au modulei .

En�n, le SCR est obtenu via la formule suivante : SCR = BSCR + Adj + SCRop

avec :
� Adj l'ajustement pour les e�ets d'atténuation des risques provenant de la participation aux

béné�ces et des impôts di�érés,
� SCRop l'exigence de capital pour risque opérationnel.

1.4.2 Le SCR en modèle interne

Dans ce mémoire, nous proposons l'utilisation d'un modèle interne. Le calcul du SCR en modèle
interne repose sur la formule suivante :

SCR0 = FP0 � Factu1 � q0;5%(FP1)

Cette méthode est privilégiée par l'EIOPA, car elle permet une modélisation personnalisée du por-
tefeuille de l'assureur. Cependant, l'estimation du quantile à 0,5% des Fonds Propres à horizon un an
s'avère très délicate. Pour ce faire les assureurs utilisent souvent la méthode des Simulations dans les
Simulations dont nous allons présenter les principes.
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