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Introduzione

Lo sviluppo di modelli quantitativi & di fondamentale importanza nell’era mo-
derna per permettere agli operatori economici di effettuare scelte razionali.
L’incremento della potenza computazionale ha reso piu semplice I'implemen-
tazione di articolati sistemi di calcolo che consentono di sintetizzare effica-
cemente grandi quantita di informazioni. Questi modelli hanno raggiunto
una complessita tale da rendere spesso molto difficoltosa una profonda com-
prensione del loro comportamento. Per analizzare efficacemente le relazioni
tra le variabili del modello e poter conseguentemente trarne informazioni
utili, € necessario pertanto impiegare opportune metodologie. In quest’otti-
ca, un approccio largamente impiegato e I’analisi di sensitivita. Con questa
espressione si intende lo studio di come l'incertezza dell’output di un modello
matematico si possa attribuire alle varie fonti di aleatorieta in input. Nell’ap-
proccio classico, si impone un cambiamento all’'input del modello attraverso
I'impiego di un determinato scenario e si individua la variazione dell’output
dovuta a tale cambiamento. Alternativamente, si puo impiegare una logica
invertita, in cui si individua lo stress su uno o piu input che comporta una
prefissata variazione dell’output. Si parla in questo caso di reverse stress
testing. Per effettuare operativamente 1’analisi € necessaria in entrambi ca-
si la riesecuzione del modello considerando le nuove ipotesi. Si comprende
quindi che I'analisi di sensitivita puo risultare molto onerosa se 1’esecuzione
di un modello richiede lunghi tempi computazionali. Nonostante cio, queste
tecniche hanno assunto negli ultimi anni un ruolo predominante nella fase di
costruzione e validazione di un modello.

I modelli interni impiegati in ambito assicurativo e bancario per la valutazio-

ne dei requisiti patrimoniali sono usualmente complessi al punto da soffrire
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dei problemi sopra descritti. In questo ambito, alla luce delle nuove direttive
europee, ¢ usuale I'impiego di misure di rischio, come ad esempio il Value at
Risk o 'Expected Shortfall, in qualita di importanti variabili decisionali e in

particolare per il calcolo dei requisiti di capitale.

Il tema centrale della trattazione € un particolare metodo di analisi di sen-
sitivita, denominato reverse sensitivity analysis. Tale approccio e stato in-
trodotto in Pesenti et al. (2019) e si inserisce nell’ambito del reverse stress
testing. In questo contesto, un modello e individuato da un vettore aleatorio
che descrive i fattori di rischio in input e da una funzione che mappa tale vet-
tore sull’asse reale, determinando cosi 'output aleatorio del modello. Come
nel reverse stress testing classico, si parte da uno stress fissato della variabile
in output, e in particolare da una variazione critica di una misura di rischio
associata a tale variabile. La novita dell’approccio consiste nel determinare
lo scenario piu plausibile, nel senso che minimizza I’entropia relativa rispetto
a uno scenario base, che e consistente con lo stress imposto sulla variabile
output. L’obiettivo principale ¢ quindi comprendere I'impatto che lo scenario
di stress comporta sui fattori di rischio, individuandone i piu influenti. Con-
trariamente ad altre tecniche, un vantaggio importante di tale metodologia

e che la sua implementazione non richiede la riesecuzione del modello.

La reverse sensitivity analysis e sviluppata nella trattazione in due distinti
macroesempi. E fondamentale osservare che l'obiettivo generale non concer-
ne la descrizione delle caratteristiche dei modelli impiegati nei due esempi,
bensi lo studio della reverse sensitivity analysis e delle sue potenzialita. Il
primo esempio considera la gestione, da parte di un assicuratore, di un por-
tafoglio di rendite vitalizie omogenee sull’arco temporale di sopravvivenza
degli assicurati. In questo caso, si assume come variabile output il fondo
finale di portafoglio dell’assicuratore. I fattori di rischio aleatori sono indivi-
duati dall’effetto della mortalita (che include il rischio di longevita) e quello
legato all’aleatorieta dei rendimenti delle attivita che ’assicuratore ha po-
sto a copertura della riserva di portafoglio. L’obiettivo ¢ comprendere come

uno scenario di stress avverso all’assicuratore, espresso tramite un incremen-
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to della misura di rischio calcolata sul fondo finale, impatti sui fattori di
rischio, ricavandone cosi un ranking. L’analisi ¢ sviluppata attraverso quat-
tro modelli innestati I'uno dentro l'altro. Complessivamente si ¢ compreso
che 'effetto legato al tasso di rendimento (rischio sistematico) € in generale

pit rilevante di quello legato alla mortalita (rischio di processo e sistematico).

Nel secondo esempio € analizzato un portafoglio di prestiti di un istituto
bancario soggetti a rischio di insolvenza. Assumendo che la banca abbia sud-
diviso le proprie controparti in tre tranche in base alla loro qualita creditizia,
si considera, come variabile output, la perdita aleatoria totale. Ognuna delle
tre tranche e individuata da diverse esposizioni, probabilita di default e cor-
relazioni. I fattori di rischio sono, con riferimento ad ogni tranche, i numeri
di aleatori di insolvenze, le variabili latenti che determinano le probabilita
di insolvenza e le perdite medie. L’obiettivo e in questo caso comprendere
quale delle tre tranche sia complessivamente piu responsabile per lo stress,
e individuarne le cause. Un aspetto chiave del modello e la sua complessa
struttura di dipendenza. I singoli default all’interno delle tranche sono tra
loro dipendenti (dipendenza within), ma lo sono anche i numeri complessivi
di default per tranche (dipendenza between). A partire da un modello base
di riferimento, si sviluppano quattro studi mirati ad esaminare singoli aspetti
del problema. L’indagine permette di apprezzare come la dipendenza, in par-

ticolare quella within, giochi un ruolo fondamentale per I’analisi di sensitivita.

La tesi comprende quattro capitoli e due appendici. Nel primo capitolo & pre-
sentata una panoramica sulle direttive europee che sovraintendono il sistema
assicurativo e quello bancario con l'obiettivo di comprendere la complessita
di calcolo che queste comportano e il ruolo dello stress testing. Il secondo
capitolo introduce la reverse sensitivity analysis nelle sue diverse forme, e le
relative proprieta. Si considerano inoltre due misure di sensitivita che con-
sentono di quantificare numericamente 'impatto che lo stress ha avuto sui
fattori di rischio. Nel terzo e quarto capitolo sono presentati i due esempi
sopracitati. La tesi si conclude con due appendici nelle quali sono introdotti

i fondamenti teorici per la comprensione di alcuni degli argomenti trattati.






Capitolo 1

Stress testing: il settore

assicurativo e bancario

Il primo capitolo, di natura introduttiva, ha I'obiettivo di delineare gli aspet-
ti fondamentali delle direttive vigenti che stabiliscono i requisiti di capitale
per le imprese di assicurazione (Solvency II) e gli istituti bancari (Basel I1I).
Particolare attenzione ¢ posta sulla tecnica dello stress testing per compren-
dere lo sviluppo che essa ha conseguito negli ultimi anni e il suo ruolo nelle
normative. Il capitolo e strutturato in quattro sezioni. La prima descrive,
in termini generali, la centralita del concetto di rischio nelle due normati-
ve. Le due sezioni successive riguardano rispettivamente Solvency II e Basel
ITI, si forniscono alcune nozioni chiave per comprendere la struttura delle
due normative e inquadrarne gli scopi. In quest’ambito si presta particola-
re attenzione ai requisiti patrimoniali che imprese di assicurazione e istituti
bancari devono detenere per fronteggiare le perdite future. Nell’ultima sezio-
ne e presentata una panoramica sullo stress testing. Si descrivono, in primo
luogo, i diversi obiettivi della metodologia individuati a seconda del soggetto
che implementa le analisi (i singoli istituti o i supervisori). Successivamen-
te, nell’ambito dell’analisi di sensitivita, si introduce, in termini generali,
I’approccio denominato reverse stress testing, che e 'argomento centrale del-
la tesi. Il capitolo si conclude con una breve descrizione di un esempio di

esercizio di stress testing per le imprese di assicurazione.
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1.1 I rischi assicurativi e finanziari

L’attivita di banche e imprese di assicurazione e completamente permeata da
incertezza a causa della natura del loro ciclo produttivo. Per questa ragione,
tali soggetti economici devono sviluppare opportune metodologie statistico-
matematiche finalizzate alla persecuzione di strategie economiche per la ge-
stione dei rischi a cui sono esposte. In questo ambito, per la definizione di
rischio, si usa distinguere tra rischi puri e rischi speculativi. I primi riguar-
dano eventi le cui conseguenze possono impattare negativamente sull’abilita
di un soggetto economico di conseguire obiettivi e strategie pianificati; essi
sono pertanto pertinenti solo ad eventi avversi. I rischi speculativi sono in-
vece collegati ad eventi che possono comportare, per il soggetto economico
preso in considerazione, sia conseguenze negative che positive. Il Risk Mana-
gement ¢ la disciplina che si occupa di identificare, quantificare e descrivere
le tipologie di rischio (in particolare i rischi puri) a cui I'impresa & potenzial-
mente esposta. Sebbene sia in primo luogo interesse delle imprese affrontare
opportunamente i rischi per garantire una sana e corretta gestione, in Euro-
pa sono attualmente vigenti una normativa per le imprese di assicurazione
(Solvency II) e una per le banche (Basel III) che sovraintendono, regolano e
controllano il sistema di gestione dei rischi dei singoli istituti. Le due nor-
mative, seppur diverse in molti aspetti, hanno comuni intenti. In entrambe
le normative il concetto di rischio e centrale, le imprese devono dotarsi di
organizzazione interna e mezzi propri per valutare e monitorare nel tempo la
propria posizione di rischiosita. Un obiettivo comune di carattere generale ¢
I'unificazione del mercato europeo. Esso € messo in atto spingendo le imprese
ad adottare comuni approcci per renderle confrontabili in modo trasparente.
In secondo luogo vi e 'intento di tutelare i consumatori imponendo alle im-
prese precisi vincoli nella valutazione delle poste a bilancio. In particolare,
sia le imprese di assicurazione che gli istituti bancari, devono detenere un
ammontare di capitale proprio (chiamato capitale di solvibilita) in modo da
poter fronteggiare future perdite con un alto livello di probabilita. Nelle due
prossime sezioni si esporranno sinteticamente alcuni degli aspetti principali

delle due normative.
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1.2 La direttiva Solvency Il

Per le imprese di assicurazione ¢ attiva in Europa, dal 1 gennaio 2016, una
nuova direttiva chiamata Solvency II (ufficialmente Direttiva 2009/138/CE,
Commissione Europea,(2009)) che ha rivisitato profondamente la preceden-
te vigilanza prudenziale. L’idea centrale della normativa e la persecuzione
di un approccio basato sul rischio (risk based). Le imprese devono tenere in
considerazione e gestire quindi tutte le fonti di incertezza alle quali sono espo-
ste, in particolare esse devono fornire un resoconto sulla quantita di capitale
necessaria (Solvency Capital Requirement) a mantenerle solventi in caso di
avverarsi di scenari estremi. L’attenzione della nuova normativa non e legata
esclusivamente ai criteri quantitativi per il calcolo del requisito di solvibilita,
ma e piu in generale rivolta al complesso sistema di regole a presidio della
stabilita delle imprese; e chiaro quindi come sia necessario e indispensabile
per queste imprese adottarsi di complessi modelli per le valutazioni finanzia-
rie ed attuariali. Si rammenti che prima del 2016 era attiva in Europa dagli
anni 70" un’altra direttiva comunemente denominata Solvency 1. Il passag-

gio alla nuova normativa e stato motivato dall’incapacita di Solvency I di

THE THREE PILLARS OF SOLVENCY II

QUANTITATIVE QUALITATIVE REPORTING
REQUIREMENTS REQUIREMENTS

- Valuation of - Governance - Transparency
assets and - Risk management and disclosure
!iabilities, and (including ORSA) - Supervision
investment rules e through market

- Technical provisions principle support mechanisms
(SCR and MCR)

- Eligible capital
(own funds)

Figura 1.1: La struttura a tre pilastri della normativa europea Solvency II (fonte:
IVASS).
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rappresentare correttamente il rischio a cui le imprese di assicurazione sono
esposte. A titolo di esempio, il capitale di solvibilita era valutato tenendo
in considerazione esclusivamente i rischi di natura assicurativa e non quelli
finanziari (rischio di credito, di mercato, etc.) che le imprese di assicurazione

devono affrontare.

La direttiva Solvency II si sviluppa su tre pilastri (Figura 1.1). Nel primo
pilastro sono definiti i requisiti di carattere quantitativo. In particolare sono
presentate le metodologie per la valutazione del capitale di solvibilita e delle
riserve tecniche. Il secondo pilastro concerne il sistema dei controlli interni.
La direttiva impone alle imprese di dotarsi di un opportuno sistema di gover-
nance interno per una corretta gestione dei rischi a cui sono potenzialmente
esposte. Nel terzo pilastro sono delineate infine le metodologie attraverso
le quali I'impresa deve comunicare con l'esterno. Si impone all'impresa di
essere completamente trasparente sia nei confronti degli istituti di vigilanza
sia nei confronti di sottoscrittori e azionisti. Procedendo dal primo pilastro

descriviamo brevemente alcuni aspetti fondamentali della normativa.

1.2.1 Valutazione di attivita e passivita

Per la valutazione delle poste a bilancio (attivita e passivita) il principio
generale richiesto dalla direttiva ¢ che le procedure per la stima siano consi-
stenti con il mercato. Le attivita e le passivita devono ammontare dunque
all'importo al quale potrebbero essere scambiate sul mercato tra parti con-
sapevoli e consenzienti sotto situazioni di mercato non stressate. La Figura
1.2 rappresenta, in forma schematizzata, lo stato patrimoniale di un’impresa
di assicurazioni in Solvency II. Per quanto concerne le attivita e eviden-
te dunque che, essendo la maggior parte di esse scambiate regolarmente nei
mercati, possono essere inserite nel bilancio osservando semplicemente, nell’i-
stante d’interesse, il valore delle medesime (approccio mark-to-market). Per
alcune tipologie di attivita per le quali non e presente un esplicito valore di
mercato si puo impiegare un opportuno modello per la valutazione (approc-

cio mark-to-model). Come per ogni valutazione, la regola generale, in ogni
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caso, ¢ quella di seguire 'approccio della persona prudente.

Per la valutazione market-consistent delle riserve tecniche, che rappresentano
per l'assicuratore la principale voce delle sue passivita e non sono scambia-
te sui mercati, Solvency II delinea una precisa e semplice regola. Il valore
delle riserve deve essere pari all’ammontare che 1’assicuratore dovrebbe pa-
gare qualora egli cedesse l'intera passivita ad una controparte sul mercato.
Operativamente, per la valutazione e necessario scomporre la riserva in due
componenti. La prima componente cosiddetta Best Estimate rappresenta la
miglior valutazione (nel senso piu realistica possibile) che Iassicuratore puo
effettuare per la propria posizione debitoria. Pertanto questa valutazione,
effettuate tramite modelli attuariali, non deve contenere nessun marginale
prudenziale. Da aggiungersi a questa vi € una seconda componente chiamata
Risk Margin che rappresenta il premio (compenso teorico) che l'assicuratore
richiede per mantenere un margine di solvibilita a fronte degli impegni as-
sunti. Per la valutazione del Risk Margin si impiega 'approccio del costo
del capitale. La valutazione deve dunque corrispondere al costo, in termini
di capitale, necessario per costituire fondi propri tali da far fronte alle obbli-

gazioni dell’assicuratore per tutta la loro durata di vita (ottica di run-off).

Own
) funds
o Ancillary
Assets Liabilities  own
pu funds
Excess of Basi
Market Consistent assets on 4 asle
valuation liabilities own
funds
PPP (Prudent
person principle) Other subordinated

investment rules

* liabilities “liabilities
Greater freedom,
reponeibity Technical | B
P provisions estimate

REN

Figura 1.2: Struttura dello stato patrimoniale in Solvency II (fonte: IVASS).
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Dalla differenza tra attivita e passivita si delineano i fondi propri dell’assi-
curatore. Una componente fondamentale dei fondi propri dell’assicuratore e

costituita dal capitale di solvibilita.

1.2.2 I requisiti di capitale

Solvency II delinea due distinti requisiti di capitale: il Minimum Capital
Requirement (MCR) e il Solvency Capital Requirement (SCR). Il Solvency
Capital Requirement ¢ determinato come capitale economico che le impre-
se devono detenere per garantire, con una probabilita del 99.5%, di onorare
gli obblighi assunti nei confronti delle controparti nei successivi dodici me-
si. Operativamente, per la valutazione di tale quantita, la direttiva propone
diversi approcci (si veda la Figura 1.3 per una rappresentazione schematica
in ordine di complessita). Il primo & un approccio semplificato (cd. formula
standard) di tipo modulare; con "utilizzo di opportuni parametri calibrati sul
mercato europeo (EIOPA (2010)). In alternativa le imprese di assicurazione
possono sviluppare un modello interno (completo o parziale) calibrato sulle
proprie specificita. In tuttii casi, la stima del SCR si basa sul Value at Risk.
Per dettagli su questa misura di rischio si veda la prima sezione del prossimo
capitolo. Il modello interno, che descrive quantitativamente tutti i rischi a

cui I'impresa ¢ esposta, puo essere impiegato solo previa approvazione da par-

Solvency Capital Requirement - Different models

Risk
senSItIVIty STANDARD FORMULA AND PARTIAL INTERNAL MODELS

STANDARD FORMULA WITH APPLICATION
OF SPECIFIC PARAMETERS (USP)

STANDARD FORMULA
WITH SIMPLIFIED METHODS

Figura 1.3: I differenti approcci per la valutazione del Solvency Capital Requirement
(fonte: TVASS).
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te dell’istituto di vigilanza. Si tenga in considerazione che, come ¢ evidente,
I’approccio del modello interno individua al meglio le specificita dell’impresa;
la costruzione di questo e pero in generale estremamente onerosa e per isti-
tuti di dimensioni ridotte generalmente non realizzabile. Qualora la formula
standard venga ritenuta non adeguata (essa ha in generale molte limitazioni)
e l'assicuratore non disponga dei mezzi economici necessari per sviluppare
un modello interno, sono possibili soluzioni intermedie. L’assicuratore puo
infatti impiegare nella standard formula, al posto dei parametri calibrati sul
mercato europeo, gli Undertaking Specific Parameters ovvero dei parametri
calibrati internamente dall’impresa. Si rammenti ad ogni modo che, qualsiasi
approccio si scelga, il Solvency Capital Requirement deve tener conto di tutte
le fonti di rischio a cui I'impresa e esposta. Per un’impresa di assicurazio-
ne, oltre ai rischi tipici della sua attivita (rischi assicurativi), sono presenti
per Solvency I anche tutti i rischi legati al mercato finanziario (rischi finan-
ziari) e infine quelli operativi (Figura 1.4). Si noti che in generale, seppur
secondariamente, sono presenti anche altre tipologie di rischi che non con-
sideriamo in questa trattazione. In generale la valutazione del SCR, anche
tramite approccio standard, € un processo laborioso e complesso, per questa
ragione esso deve essere obbligatoriamente calcolato con cadenza annuale.
Per garantire e monitorare lo stato di salute dell’'impresa e stato introdotto il
Minimum Capital Requirement (MCR) che, a differenza del SCR, va calcola-

to con cadenza trimestrale. Operativamente esso si basa su un’ottica Value

Total Risk
{

Market Risks Credit Risks » People

» Yield Curve » Spreads » Motality » Premium and » Long term » Processes

» Equity » Loans » Longevity reserve » Short term » Systems

» Property » Reinsurers » Catastrophe » Catastrophe » Workers' » External Events
» FX » Concentration » Revision » Concentration compensation

» Volatility » Basis » Lapse compensation

» Liquidity » EXpense

» Concentration » Disability

» Basis

Figura 1.4: I principali rischi che deve affrontare un’impresa di assicurazioni (fonte:
Moody’s Analytics).
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at Risk al 85% e consiste in una percentuale dei fondi propri che dipende da
alcuni parametri; ¢ compreso in genere tra il 25% e il 45% del SCR. Qualora
I'impresa non detenga un capitale sufficiente da coprire il requisito minimo e

considerata essere in grave pericolo di fallimento.

1.2.3 Own Risk and Solvency Assesment

Il secondo pilastro di Solvency concerne il complesso sistema di governance
aziendale di cui I'impresa deve dotarsi per poter far fronte ai rischi assun-
ti. L’ORSA costituisce una parte fondamentale del secondo pilastro; esso
comprende l'insieme di processi che permette all’assicuratore di analizzare le
specificita dei rischi che deve fronteggiare in modo da poter prendere decisioni
strategiche. L’ORSA rappresenta pertanto, in primo luogo, uno strumento
imprescindibile per il risk management dell'impresa e inoltre ha un ruolo
fondamentale anche per il controllo delle valutazioni e dei processi da parte
degli organismi di vigilanza. Tra le analisi piu importanti che Solvency II
richiede alle imprese nel’ORSA ci sono: una definizione precisa dell’appetito
al rischio dell’impresa, il calcolo dei requisiti patrimoniali tramite formula
standard o modello interno (o approcci intermedi), la proiezione del bilancio
aziendale su un intervallo di tre - cinque anni sia per le attivita che per passi-
vita basato su diversi scenari (stress testing) e 'analisi della qualita dei dati
impiegata (data quality). Per una visione schematica si veda la Figura 1.5.
Si osservi che, qualunque approccio venga impiegato per il calcolo del SCR,

I'istituto deve anche effettuare una valutazione sulla solidita delle ipotesi sot-

Monitoring, management,
and reporting
» Continuous monitoring

Risk management policy,
practices, and activities
» Risk identification

» Management actions » Risk appetite
» Regulatory reporting
» Dashboards/KPls ORSA
Governance & Quantitative
. Validation measurement of risks
Stress testingand — 5 O————— , Risk calibration

scenario analysis

» Stress testing

» What-if analysis

» Reverse stress testing

» Risk measurement

Current and prospective
solvency assessment
» Balance sheet (t=0)

» Capital planning (t=x)
» Scenario planning

Figura 1.5: I processi di ORSA (fonte: Moody’s Analytics).
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tostanti al modello. La pratica dello stress testing permea completamente
nel tessuto di ORSA in quanto l'assicuratore la impiega sia per valutare i
requisiti di capitale sia nella proiezione del bilancio con i vari scenari futu-
ri. Ad integrazione dei rischi di natura quantitativa presenti nel requisito
patrimoniale e possibile effettuare un’analisi qualitativa sulla materialita dei
rischi a cui 'azienda e esposta. Si rammenti che, per ogni valutazione, vanno
discusse in modo approfondito le ipotesi sottostanti al calcolo e giustificate
in ogni aspetto le procedure di stima. Le valutazioni devono inoltre essere

coerenti alle strategie aziendali e con I'appetito al rischio.

1.3 La direttiva Basel 111

In risposta alle evidenti problematiche del sistema bancario evidenziate dalla
crisi finanziaria del 2007/08 il Comitato di Basilea, che sotto la supervisione
della Banca dei Regolamenti Internazionali (BIS) monitora il sistema ban-
cario europeo, ha proposto di riformare la normativa allora vigente (Basel
IT) instaurando una nuova direttiva denominata Basel III (BCBS (2010)).
Nonostante il comitato non abbia in realta capacita di regolamentazione
autonoma, quasi tutti gli enti supervisori degli stati membri accolgono gli
accordi tenendo conto delle proprie specificita. La stesura del progetto Ba-
sel IIT ¢ iniziata nel 2010, a seguito di ripetuti rinvii, la direttiva entrera in
vigore gradualmente a partire dal 2022. L’obiettivo generale della normativa
e incrementare la solidita finanziaria del sistema bancario imponendo precisi
vincoli quantitativi che incrementino la liquidita delle banche e ne riducano
la leva finanziaria. Come si € menzionato in precedenza, un’impresa di assi-
curazione ¢ esposta ai rischi assicurativi, finanziari e operativi (Figura 1.4).
Una banca, di conto suo, ¢ esposta esclusivamente agli ultimi due. Le princi-
pali criticita per il risk management delle banche sono dunque rappresentate
dal rischio di credito, di mercato e i rischi operativi. Si discutera di alcune
delle differenze tra le due tipologie di istituti nella sezione 1.4.3. Operativa-
mente, lo scopo della normativa consiste nel rafforzare i punti deboli di Basel
IT senza alternarne drasticamente la struttura. Pertanto, in linea con Basel

IT, la direttiva Basel III e scomponibile in tre pilastri, si veda a tal fine la
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Basel Il

|
I B R
Pillar | Pillar Il Pillar Il
Pillar| Pillar Il Pillar I Enhanced Minimum Enhanced Enhanced Risk
Minimum Supervisory Disclosure ’ Capital & Liquidity Supervisory Review Disclosure &
Capital Review & Market Requirements Process for Market Discipline
Requirements Process Discipline Firm-wide Risk
Management and
Capital Planning
I B . s OO OO

Figura 1.6: Schema della struttura delle direttive europee Basel 11 e Basel III.

Figura 1.6. Il primo pilastro concerne i requisiti patrimoniali minimi richiesti
alle banche a fronte dei rischi suddetti. In quest’ambito, oltre a richiedere
requisiti piu stringenti, sono stati introdotti in Basel III anche vincoli con-
cernenti la leva finanziaria e la liquidita minima che l'istituto deve detenere.
Il secondo pilastro delinea, in primo luogo, i processi interni tramite i qua-
li una banca deve monitorare 1'adeguatezza del capitale allocato e inoltre
le metodologie che gli organi di vigilanza possono impiegare per verificare i
processi dei singoli istituti. Il terzo pilastro, come in Solvency II, riguarda la
disciplina di mercato e la comunicazione con l’esterno, con particolare riferi-
mento agli istituti di vigilanza. Analizziamo ora alcuni aspetti fondamentali

del primo pilastro.

1.3.1 Dettagli sul primo pilastro

Introduciamo in questa sezione alcuni dei principali aspetti quantitativi che
il primo pilastro di Basel III richiede con riferimento ai requisiti patrimonia-
li, alla leva finanziaria e alla liquidita degli istituti. Il requisito di capitale
¢ basato sul rapporto tra due quantita: fondi propri e Risk-Weighted As-
sets (RWA). Tl rapporto e soggetto a diverse limitazioni inferiori in base al
capitale (numeratore) che si sta considerando. A seconda della qualita del

capitale il patrimonio di una banca puo essere scomposto in Tier 1 Capital



La direttiva Basel I11 15

e Tier 2 Capital. Il Tier 1 Capital e individuato dal cosiddetto Core Capital
che consiste in capitale azionario e dalle riserve palesi (retained earnings).
Questa tipologia di capitale, a differenza del Tier 2 Capital, puo essere in
generale impiegato dalla banca per coprire eventuali perdite senza dover ne-
cessariamente compromettere la sua attivita. Il Tier 2 Capital e considerato
essere piu rischioso del Tier 1 in quanto composto principalmente da attivita
piu complesse e meno liquide. Esiste inoltre una classe di capitale aggiuntiva
chiamata Additional Tier 1 Capital consistente in titoli perpetui (senza sca-
denza). Le attivita finanziarie della banca sono considerate in virtu della loro
rischiosita nel RWA. Tale quantita puo essere in generale valutata tramite
approcci standard o modelli interni e deve riflettere la complessiva rischio-
sita delle attivita dell’istituto tenendo adeguatamente conto delle tre fonti
principali di rischio: rischio di credito, rischio di mercato e rischio operativo.
L’idea centrale che guida tale valutazione e che qualora la banca detenga at-
tivita piu sicure, essa ha bisogno di meno capitale per far fronte agli impegni
assunti. Considerato il rapporto tra capitale e RWA, i vincoli minimi impo-
sti da Basel III, sono i seguenti: 4.5% con riferimento al solo capitale Tier
1 (minimum Common Equity Tier 1), 6% considerando Tier 1 e Additional
Tier 1 Capital (minimum Tier 1 Capital) e infine 8% per tutte le classi di
capitale (Overall Regulatory Capital). In generale. nel passaggio tra Basel
IT a Basel III le percentuali sono aumentate (ad esempio il minimum Com-
mon Equity Tier 1 ammontava a 4% in Basel I1); sono stati introdotti inoltre
ulteriori ammortizzatori da aggiungere ai vincoli appena citati. Il primo e
mandatario e consiste in un aggiuntivo 2.5% del RWA (capital conservation
buffer) e dunque porta la limitazione globale concernente il Capitale Tier 1
(senza considerare quello aggiuntivo) a 7%. Il secondo, volto a far fronte alle

crisi cicliche, € di natura discrezionale.

Gli istituti bancari fanno estensivamente ricorso al debito per finanziarsi,
in quanto cio risulta conveniente sia in termini di capitale di rischio sia per
i vantaggi fiscali che esso genera. Come si ¢ evidenziato durante la crisi
finanziaria, in conseguenza a gravi svalutazioni delle attivita delle banche,

I'impiego di leve finanziarie eccessive puo generare forti problematiche. Fi-
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nanziare le proprie attivita con debito permette in generale di moltiplicare
ricavi e perdite. Pertanto, qualora il costo del finanziamento superi i ricavi
che la banca riesce a generare dalle attivita finanziate, l'istituto consegue
gravi perdite. Per limitare 'impiego di eccessive leve finanziare, Basell 111
ha introdotto la seguente limitazione: il capitale di tipo Tier 1 deve costitui-
re almeno il 3% dell’esposizione totale a cui l'istituto ¢ soggetto. In ultima
istanza, Basel III ha introdotto anche un vincolo per la gestione del rischio
di liquidita. In particolare ¢ richiesto agli istituti bancari di detenere attivita
liquide di alta qualita per far fronte ai cash flow in uscita pianificati per i

futuri 30 giorni.

1.3.2 Alcune delle criticita di Basilea I1

Gli istituti bancari operano storicamente suddividendo le proprie attivita in
due macroclassi: il portafoglio bancario e il portafoglio di negoziazione. Que-
sta distinzione, in passato piuttosto opaca, comporta importanti conseguenze
sia dal punto di vista del bilancio sia per la gestione dei rischi. Come si e evi-
denziato dal comportamento di molti istituti, cio ha permesso 'instaurarsi di
condizioni per le quali fosse conveniente, in termini di risparmio di capitale,
la migrazione di un’attivita da un portafoglio ad un altro (BCBS (2013)). Si
parla in questo caso di arbitraggi normativi, in quanto si sfruttano le lacune
delle direttive per trarre vantaggi economici. Per questa ragione un obiet-
tivo importante delle nuove direttive di Basilea e stato tracciare delle linee
guida per rendere piu chiara la distinzione tra le due categorie e pertanto
piu trasparente il confronto tra gli istituti. Una comprensione approfondita
delle differenze tra i due portafogli comporterebbe necessariamente una di-
scussione tecnica al di la degli obiettivi del capitolo. In termini generali, il
portafoglio di negoziazione comprende le attivita, solitamente con alto grado
di liquidita, che la banca considera disponibili ad esser scambiate sul merca-
to. Gli obiettivi preposti per tali attivita possono essere molteplici, tra cui
ad esempio: generare profitti da movimenti della curva dei tassi e impiegare
le attivita per consolidare posizioni di hedging. Tipicamente le attivita del

portafoglio di negoziazione sono valutate a valore di mercato. Il portafoglio
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bancario, d’altro canto, contiene le attivita destinate ad essere tenute in por-
tafoglio fino a scadenza, come ad esempio (solitamente) i prestiti. Questo
tipo di attivita sono valutate a costo storico. La simplicistica dicotomia che
questa differenziazione rappresenta puo comportare gravi errori nella descri-

zione della rischiosita delle attivita.

In termini generali ¢ evidente che il portafoglio di negoziazione sia piu esposto
al rischio di mercato mentre il portafoglio bancario al rischio di credito. La
crisi finanziaria del 2007/08 ha dimostrato quanto gli istituti bancari fossero
sottocapitalizzati anche a causa delle lacune delle direttive che concedevano
arbitraggi normativi. Un primo aspetto ¢ dovuto, come gia si menzionava,
alla diffusa pratica di trasferire ad esempio titoli cartolarizzati complessi (co-
me i CDO) fortemente esposti al rischio di credito, dal portafoglio bancario
a quello di negoziazione, con conseguente alleggerimento della quantita di
capitale di solvibilita. Si rammenti infatti che per i due portafogli gli ap-
procci impiegati in Basel II per la valutazione sono in generale diversi. Le
conseguenze di questa deficienza hanno comportato la necessita da parte del
comitato di apportare opportuni accorgimenti a Basel II introdotti nella co-
siddetta direttiva Basel 2.5 (2009). I pit importanti di questi sono relativi
al rischio di credito del portafoglio di negoziazione che in precedenza veniva
generalmente ignorato. Il nuovo approccio affianca alla valutazione del Value
at Risk (99%) della profit/loss aleatoria a 10 giorni (che cattura il rischio di
mercato), un’ulteriore valutazione che consideri la perdita aleatoria a un an-
no dovuta a default delle controparti e migrazioni di rating (per catturare il
rischio di credito). Basilea III ha accolto le novita introdotte dalla versione
2.5, estendendone alcuni aspetti. Un aspetto molto interessante e attualmen-
te ancora in discussione ¢ la sostituzione del Value at Risk, come misura di
rischio di riferimento, con I’Expected Shortfall per tenere meglio conto del-
la coda superiore della distribuzione della perdita. Per un approfondimento

teorico e operativo su questa tematica si veda Chang et al. (2017).
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1.4 Stress Testing, una panoramica

Sebbene gli stress test abbiano assunto, negli ultimi anni, un ruolo centrale
nella realta operativa del mondo finanziario e assicurativo globale, non si per-
vengono definizioni consistenti che siano in grado di sintetizzare efficacemente
il significato di queste pratiche senza creare fraintendimenti. Nell’ambito del-
la tesi si impieghera il termine stress test con connotazione generale e non
tecnica qualora si faccia riferimento a qualsiasi tipo di analisi nella quale,
attraverso I'impiego di un modello statistico con precise ipotesi sottostanti,
si vuole comprendere la capacita di un sistema di fronteggiare un possibile
scenario futuro. Gli scenari che si possono utilizzare in uno stress test sono
di diversa natura. Si parla di scenari baseline qualora essi rappresentino una
futura situazione economica ritenuta verosimile. Molto spesso le analisi piu
interessanti vengono riscontrate impiegando scenari avversi, ovvero utilizzan-
do ipotetiche situazioni economiche future (fittizie o derivate dal passato) le
quali ci si aspetta comportino una perdita per l'istituzione finanziaria presa
in considerazione. In Figura 1.7 e presentato uno schema logico che descrive
il ruolo generale dello stress testing all’interno del sistema aziendale. Gli
obiettivi delle analisi possono essere in generale molteplici a seconda dei sog-
getti che le implementano. Analizziamo nella prossima sezione due distinti

punti di vista quello delle imprese e quello dei supervisori.

Stress Test Policy and Governance Framework

lnsulianCEf ilSk Sensitivity Analysis
ikt | Rick Stress/Scenarios Testing Methodologies Scenario Analysis
Operational Ris Reverse Stress Test

Credit Risk

Scenario Selection

Severity
Xz
>
& x T A
84 2

Regulatory Supervision

Figura 1.7: Schema logico sul ruolo dello stress testing (fonte: Moody’s Analytics).
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1.4.1 1 soggetti: imprese e supervisori

A seconda del soggetto che conduce le analisi (imprese o supervisori) gli stress
test possono essere impiegati per diversi scopi. In questo ambito si distingue
in analisi (o test) di tipo bottom-up e top-down. Le analisi bottom-up sono
effettuate dai singoli istituti tramite approcci, tecniche e modelli sviluppati
internamente. Pertanto questo tipo di analisi, anche se possono essere ri-
chieste ed analizzate dai supervisori, sono specifiche per le singole imprese.
Nelle analisi top-down, il supervisore, fissando scenari futuri e metodologie,
effettua uno studio a livello globale senza coinvolgere le singole imprese. Ana-
lizziamo, in maggior dettaglio, i due punti di vista a confronto: supervisori

e Imprese.

Dal punto di vista di un ente supervisore, le analisi sono principalmente fina-
lizzate a comprendere la robustezza del sistema economico nel suo complesso
ad un determinato shock. Per ottenere informazioni utili in quest’ottica so-
no necessari studi di sistema che tengano in considerazione le interazioni che
possono instaurarsi tra le imprese che operano nel mercato (logica top-down).
Queste analisi vanno al di la della somma dei risultati dei singoli istituti e,
vista la complessa struttura dei sistemi economici, non sono in generale di
semplice attuazione. Si preferisce pertanto un approccio alternativo nel qua-
le si impiegano informazioni concernenti le singole imprese e le si aggrega
per ottenere risultati a livello di intero sistema (logica bottom-up). Le ana-
lisi bottom-up sono lo strumento fondamentale tramite il quale gli enti di
supervisione esercitano la propria attivita di controllo. E essenziale che gli
stress test in questo ambito siano costruiti in modo modulare per tener conto
delle dimensioni delle varie imprese operanti nel sistema. In conclusione al
capitolo si presentera un esempio di stress test bottom-up per le imprese di
assicurazione europee. L’impiego simultaneo di entrambi i tipi di analisi con-
sente ai supervisori di comprendere la natura del sistema economico sia come
composto da singole entita che nel suo complesso. Questo tipo di conoscenza
¢ in generale essenziale per gestire al meglio le crisi sistemiche.

L’implementazione degli stress test e attuata dagli enti supervisori svilup-
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pando opportuni scenari futuri che possono coincidere con situazioni gia ri-
scontrate nel passato o alternativamente avere una natura completamente

ipotetica.

Per le imprese gli stress test rappresentano, in prima istanza, uno degli stru-
menti principali per le analisi quantitative del risk management. Sebbene,
come si e detto, molti esercizi di studio siano imposti dai supervisori e inte-
resse in primo luogo delle imprese comprendere la propria posizione di rischio
per determinare opportune strategie e azioni di risk management. Nell'im-
plementazione degli stress test le imprese devono tenere in considerazione
molti aspetti. Per comprendere al meglio le vulnerabilita a cui sono espo-
ste, le analisi devono essere effettuate in modo da essere compatibili con il

business model aziendale e lo specifico appetito al rischio.

1.4.2 Analisi di sensitivita

Una classica metodologia largamente utilizzata nell’ambito dello stress te-
sting e l'analisi di sensitivita (sensitivity analysis). Con questa espressione si
intende lo studio di come l'incertezza dell’output di un modello matematico
si possa attribuire alle varie fonti di aleatorieta in input, in particolare si
parla di analisi di incertezza (uncertainty analysis) qualora si focalizzi 1’at-
tenzione sull’aspetto quantitativo del problema. Si tenga in considerazione
che il termine puo in generale essere fuorviante in quanto in alcuni ambiti
viene impiegato con un’accezione piu ristretta concernente le sole analisi che
considerano variazioni di un singolo fattore di rischio in input. Gli obiettivi
di questo tipo di studio sono molteplici, ad esempio: comprendere le com-
plesse relazioni sussistenti tra le variabili in input e in output, identificare i
fattori di rischio pit influenti (factor prioritisation), controllare la robustez-
za dell’output del modello a variazioni anche poco rilevanti dell’input e per

individuare aree del modello che necessitano miglioramenti.

Si usa distinguere, nell’ambito dell’analisi di sensitivita, tra metodologie lo-

cali e globali. Le metodologie locali si focalizzano su un particolare punto nel
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Figura 1.8: Schema logico di un modello a scatola nera.

dominio dello spazio degli input e si e in generale interessati a capire come a
partire da questo punto si comporti I'output (usualmente attraverso I'impiego
di derivate parziali). I metodi globali d’altro canto si concentrano non su un
singolo punto bensi su un range di valori nello spazio dei fattori di input. In
generale, per valutazioni in ambito stocastico (come nel caso di questa tesi),
si utilizzano questo tipo di metodologie. Per questo tipo di analisi ¢ presente
in letteratura una mole enorme di differenti tecniche e approcci dovuti alla
vasta varieta di discipline interessate e ai diversi fini per il quale il modello e
costruito, si veda a tal fine Saltelli et al. (2008) e Borgonovo e Plischke (2016).

Nell’approccio classico all’analisi di sensitivita si impone un cambiamento
all'input del modello attraverso I'impiego di un determinato scenario (soli-
tamente avverso) e si va ad individuare la variazione dell’output dovuta a
tale cambiamento. Il successo di queste pratiche deriva dalla possibilita di
studiare con semplicita il funzionamento di modelli complessi (come quelli
impiegati in ambito assicurativo e bancario). Tale complessita impedisce in
generale di analizzare il comportamento del modello tramite semplice intui-
zione; € necessaria pertanto una metodologia operativa. Prendendo a prestito
una terminologia della teoria dei sistemi, si puo pensare al modello come una
scatola nera (black box); esso & dunque descrivibile solo tramite input e out-
put e il suo preciso funzionamento interno non ¢ visibile con chiarezza (Figura
1.8) T modelli interni impiegati dalle imprese di assicurazione oppure dagli
istituti bancari, possono essere visti sotto quest’ottica. Questi modelli sono
infatti essenzialmente il risultato dell’aggregazione di diverse linee di busi-
ness, ognuna generalmente composta da un numero molto elevato di diverse

posizioni.
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Con il termine reverse stress testing si intende in generale una procedura
finalizzata all’esplicita identificazione degli scenari (intesi come stress in in-
put) che comportano una prefissata variazione dell’output. Nei modelli im-
piegati in ambito economico si considerano variazioni dell’output che possono
compromettere un’impresa al punto da farle perdere credibilita e fiducia nel
mercato. Il successo di questa metodologia, ¢ cresciuto notevolmente negli
ultimi anni in quanto rappresenta una logica alternativa alle procedure tra-
dizionali. Per effettuare le analisi ’aspetto essenziale ¢ definire diversi tipi
di fallimenti (punti di rottura) del business model aziendale per andare a
testare possibili scenari futuri che possono comportare il raggiungimento di
tali fallimenti. A titolo di esempio si puo pensare al fallimento del business
model aziendale come all’incapacita di un’impresa di pagare dividendi agli
azionisti per un lungo periodo di tempo. Nell’ambito di questa tesi si pro-
porra uno studio prima teorico (Capitolo 2) e poi operativo (Capitoli 3 e 4)
di un particolare tipo di reverse stress testing denominato reverse sensitivity

analysis.

1.4.3 Un confronto tra settore assicurativo e bancario

Con riferimento alle direttive Solvency II e Basel III le pratiche di stress
testing costituiscono un elemento essenziale per le valutazioni quantitative
delle posizioni di rischiosita. Molti degli approcci standard per le valuta-
zioni, come ad esempio la formula standard per la valutazione del SCR in
Solvency II, sono fondamentalmente basati su un’ottica di stress testing. La
sostanziale differenza tra il sistema bancario e quello assicurativo in termini
di stress testing € dovuta ai contenuti delle analisi. Le imprese di assicu-
razione sono soggette ad una peculiare esposizione nei confronti dei rischi
assicurativi a cui le banche non sono esposte. I principali rischi di natura
assicurativa per il settore Life sono rappresentati dal rischio di mortalita e
il rischio di riscatto mentre per il settore Non-Life dal rischio di riservazione
e dal rischio catastrofale. La presenza di queste fonti aggiuntive di rischio

per le imprese di assicurazioni non comporta esclusivamente la necessita di
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dover affrontar un maggior numero di analisi ma anche il problema di com-
prendere come i rischi di natura assicurativa siano correlati con gli altri. Si
noti che operativamente il problema dell’aggregazione e diversificazione dei
rischi € un aspetto centrale nelle valutazioni. E pertanto evidente che per
effettuare stress test le imprese di assicurazione devono affrontare un livello
di complessita aggiuntivo rispetto le banche.

Un’altra differenza importante e legata alla durata degli impegni dei due
istituti. Un’impresa di assicurazioni che opera nel settore Life a fronte di
premi incassati dispone di passivita su orizzonti temporali molto lunghi. In
contrasto, una banca finanzia con passivita a breve termine (depositi) le sue
attivita a lungo termine (mutui e prestiti). Questo aspetto delinea due ti-
pologie distinte di rischio a cui sono esposti i due istituti. Per le imprese di
assicurazione (operanti nel settore Life) ¢ necessario investire in attivita con
scadenze molto lunghe per coprire le posizioni di debito descritte dalle riser-
ve matematiche, cio incrementa generalmente rischi concernenti oscillazioni
della curva dei tassi. Una banca e invece piu esposta a problemi concernenti

il rischio di credito, eccessive leve finanziarie e di carenza di liquidita.

1.4.4 EIOPA Stress Test 2018

Nel 2018, sotto la supervisione di EIOPA e stato effettuato il quarto esercizio
di stress test con 1'obiettivo di valutare la robustezza del mercato assicurativo
europeo a futuri scenari avversi (EIOPA (2018)). In particolare sono stati
calibrati scenari economici tali da poter innescare rischi sistemici nel settore
finanziario capaci di impattare anche sull’economia reale. L’indagine ¢ stata
effettuata su un campione di 42 imprese operanti nel mercato europeo, sele-
zionate in modo da rappresentare un campione significativo.

L’esercizio e condotto con una logica bottom-up, dunque le analisi sono state
effettuate dalle singole imprese impiegando ciascuna i propri mezzi. EIOPA
ha fissato tre distinti scenari futuri di riferimento, si veda la Figura 1.9. L’o-
biettivo e valutare I'impatto che questi scenari hanno sul bilancio di gruppo
delle singole imprese, con particolare riferimento ai fondi propri, e ai requisiti

di solvibilita. In presenza di situazioni stressate agiscono simultaneamente
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eventi tra loro dipendenti, ogni scenario comporta dunque la presenza di piu
fattori di rischio stressati contemporaneamente. Il primo scenario (yield cur-
ve up) e descritto da un improvviso incremento della curva dei tassi privi di
rischio (shift parallelo) assieme ad un incremento inflativo. L’incremento dei
tassi comporta la necessarieta per I’assicuratore di dover gestire un alto nu-
mero di riscatti nel suo portafoglio di polizze vita. In ultima istanza, a causa
dell’aumento dell’inflazione di settore, ’assicuratore deve anche fronteggia-
re un problema concernente un insufficiente livello di riservazione nel settore
Non-Life. 11 secondo scenario (yield curve down) ¢ individuato da un protrat-
to periodo di stagnazione dei tassi d’interesse, operativamente individuato da
uno decremento parallelo della curva dei tassi privi di rischio. In aggiunta,
si assume che lo sviluppo di nuova tecnologia in campo medico incrementi
significativamente la durata media di vita. L’assicuratore deve quindi ride-
finire le proprie ipotesi per descrivere la mortalita (best estimate). Il terzo
scenario e di natura catastrofale. Si immagina pertanto che, in un breve lasso
temporale, si verifichino diverse catastrofi naturali che colpiscono diverse aree
in Europa (2 terremoti, 4 uragani e 2 alluvioni); I’assicuratore deve pertanto
risarcire i danni causati senza poter impiegare efficacemente trattati riassicu-
rativi. I risultati aggregati delle analisi sono rappresentati nella Figura 1.10.
Per il primo scenario il livello delle attivita, che originariamente rappresenta-

va il 109.5 % delle passivita, si riduce al 107.6%. L’aumento della curva dei

SCENARIOS

Addresses an abrupt and sizeable repricing of

YIELD / risk premia and a significant increase in lapses
CURVE UP and claims inflation.

(Market + lapse and provisions deficiency.)
3 scenarios, two

encompassing a
combination of market
and insurance specific
risks and one natural
catastrophe scenario.

Addresses a prolonged low interest rate
environment and higher than expected
increase of average life expectancy.
(Market and longevity.)

YIELD
CURVE DOWN

succession by four windstorms, two floods
CATASTROPHE and two earthquakes.

NATURAL Z Countries in Europe are hit in quick

Figura 1.9: I tre scenari selezionati da EIOPA per l'analisi (fonte: EIOPA).
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tassi riduce drasticamente il valore di mercato degli attivi dell’assicuratore.
L’aumento della curva impatta anche decrementano le riserve dell’assicurato-
re, ma l’effetto non e abbastanza forte da compensare il primo. Molto spesso
per rappresentare in termini relativi la solvibilita di un impresa si utilizza
il Solvency Ratio. Esso e definito come il rapporto tra fondi propri e SCR
espresso in termini percentuali. Se il ratio ¢ inferiore a 100% l’assicuratore
non ha sufficienti fondi propri per coprire il proprio requisito di solvibilita.
I1 livello medio del Solvency Ratio europeo pre-stress ¢ pari a 202.4%. Con-
seguentemente allo stress implicato dal primo scenario esso si riduce a 145%.
Il secondo scenario, € quello con conseguenze piu gravi. Il decremento della
curva dei tassi impatta incrementando le riserve dell’assicuratore che portano
il livello globale di attivita a 106.7% rispetto le passivita. Una componente
critica per 'assicuratore in questo scenario e individuata dai prodotti assi-
curativi con rendimenti garantiti che, anche in presenza di tassi molto bassi,
devono sempre fornire al sottoscrittore il rendimento minimo contrattuale. Il
Solvency Ratio si riduce in questo caso a 137.4%. In ultima istanza, lo sce-
nario catastrofale ha un impatto nettamente piti contenuto rispetto ai primi

due. Cio e principalmente dovuto alla presenza dei trattati riassicurativi.

~

YIELD
CURVE UP

Assets over liabilities

109.5 % 3l 107.6 %*

The impact is driven by a significant
drop in the value of assets that is not

compensated by decreasing liabilities.

SCR ratio
202.4% YV 145.2 %

6 groups reported a post-stress SCR
ratio below 100%

[~

YIELD
CURVE DOWN

Assets over liabilities
109.5 % 3 106.7 %

The impact is driven by the increase in
technical provisions.

SCR ratio
202.4% YV 137.4%

7 groups reported a post-stress SCR
ratio below 100%

S

NATURAL
CATASTROPHE**

Assets over liabilities
110.0% = 109.7%

55 % of losses are transferred to
reinsurers.

Owerall, insurance groups demonstrate
a high resilience to the series of natural
catastrophes, due to the reinsurance
treaties in place.

The most affected participants are
reinsurers and those direct insurers
largely involved in reinsurance activities.

Figura 1.10: Sintesi dei risultati del EIOPA Stress Test 2018 (fonte: EIOPA).






Capitolo 2

Il modello per ’analisi di

sensitivita

Viene presentato in questo capitolo il framework per 'analisi di sensitivita
introdotto in Pesenti et al. (2019) chiamato reverse sensitivity analysis. Con-
sideriamo un decision maker, ad esempio un risk manager o un’autorita di
supervisione, interessato all'impiego di un modello stocastico a supporto di
una decisione strategica. Nell’ambiente standard utilizzato in letteratura per
I'analisi di sensitivita di tipo globale (Borgonovo and Plischke (2016), Sal-
telli et al. (2008)) si introduce, in prima istanza, un vettore aleatorio che
comprende i fattori di rischio in input al modello stocastico. A questo vetto-
re & assegnata una misura di probabilita iniziale (baseline) che rappresenta
interpretativamente 1’attuale stato di conoscenza del decision maker, ed una
funzione (molto complessa) che lo trasforma in una singola variabile alea-
toria, che ¢ I'output del modello. La variabilita dell’output, in relazione a
cambiamenti nei fattori di rischio, e 'oggetto della trattazione. La reverse
sensitivity analysis ¢ condotta imponendo uno stress sulla variabile in output,
stress espresso tipicamente in termini di una misura di rischio; in particolare
si considereranno il Value at Risk e I’Expected Shortfall. Si immagina che
una variazione, in particolare un incremento, del valore della misura di ri-
schio associata alla variabile in output comporti una situazione problematica

per il decision maker; egli vuole quindi comprendere come lo stress impatti

27
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sul modello, derivando quali sono i fattori di rischio che ne sono i maggiori

responsabili.

Per comprendere un’applicazione dell’ambiente stocastico appena descritto
si consideri, ad esempio, il caso di un risk manager di una multinazionale del
settore assicurativo o bancario interessato a studiare un particolare modulo
del modello interno che 'impresa utilizza per valutare la propria posizione di
solvibilita. La perdita aleatoria (ad esempio in un anno) che 'impresa deve
fronteggiare per il modulo considerato, € esprimibile in funzione dei fattori
di rischio (risk driver) a cui quel settore € soggetto. La misura di probabilita
baseline individua, in questo ambito, la distribuzione di probabilita che e
impiegata dall'impresa per la descrizione probabilistica dei fattori di rischio.
La posizione di solvibilita dell’impresa ¢ usualmente valutata a partire da
una misura di rischio calcolata sulla perdita aleatoria, ad esempio in ambito
assicurativo tramite il Value at Risk. Il risk manager puo dunque studiare,
impiegando la reverse sensitivity analysis, I'impatto sulla distribuzione ini-
ziale che una variazione critica della misura di rischio calcolata sulla perdita
comporta derivando un ranking dei fattori di rischio che ne sono responsabili.
Alternativamente si puo considerare ad esempio un regulator che vuole ana-
lizzare la robustezza di un campione di imprese ad una particolare struttura
di stress in linea con quella appena descritta. Come si analizzera in dettaglio
successivamente, I'implementazione del framework per la reverse sensitivity
analysis non comporta la necessita di risimulare gli scenari sotto la misura
stressata. Cio e particolarmente importante per un regulator che, quasi sem-
pre, potrebbe avere accesso solo ad un limitato set di simulazioni e non a
tutto il modello. Questo aspetto puo avere inoltre rilevanza anche qualora le

simulazioni siano computazionalmente molto esigenti.

Il capitolo e strutturato in quattro sezioni. Nella prima sezione si introduce
la fondamentale nozione di misura di rischio, considerando in particolare i
due casi sopra menzionati. Nella seconda sezione viene presentato il modello
per la reverse sensitivity analysis (Pesenti et al. (2019)), e sono esposti tre

risultati importanti per lo studio, di cui i primi due, con le dimostrazioni.
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Nella terza sezione & presentato ’approccio (algoritmo) per I'implementazio-
ne della reverse sensitivity analysis tramite simulazione Monte Carlo. Infine,
nell’'ultima sezione del capitolo, vengono introdotte due particolari misure
di sensitivita legate all’ambiente della reverse sensitivity analysis che con-
sentono di valutare numericamente I'importanza (in termini di impatto sulla

distribuzione causato dallo stress) di ogni fattore di rischio in input.

2.1 Misure di rischio

Le misure di rischio sono uno strumento fondamentale nell’ambito del risk
management in quanto consentono di ridurre un fenomeno complesso come
quello rappresentato da una variabile aleatoria ad un singolo numero reale.
Nei loro confronti si e sviluppato negli ultimi anni un forte interesse dovu-
to all'importanza che queste misure hanno nella valutazione dei requisiti di
capitale sia nelle normative europee delle imprese di assicurazioni (VaR) sia
per quelle delle banche (ES). A causa del ruolo centrale che esse ricoprono,
una parte prominente della letteratura (ad esempio Artzner et al. (1999),
Follmer and Schied (2011) e Acerbi (2002)) si ¢ occupata estensivamente
delle loro proprieta. Introduciamo ora la definizione generale di misura di

rischio.

Considerato uno spazio misurabile (€,.4), sia X uno spazio lineare di va-
riabile aleatorie definite su €2 e contente le variabili aleatorie costanti. Una
misura di rischio € un funzionale p definito su X a valori in R. Interpreta-
tivamente, una misura di rischio ¢ un applicazione che consente di mappare
una variabile aleatoria sulla retta reale, fornendone quindi una sintesi. Pri-
ma di introdurre il Value at Risk e I’Expected Shortfall esponiamo alcune
proprieta importanti che una misura di rischio dovrebbe possedere (Artzner
et al.(1999)).

1. Subadditivita: p(X +Y) < p(X) + p(Y), per ogni X,Y € X.

2. Positiva omogeneita: p(AX) = Ap(X), per ogni A >0, X € X
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3. Monotonia: p(X) < p(Y), per ogni X, Y € X, X <Y.

4. Invarianza per traslazioni: p(X +m) = p(X)+m, perognim € R, X €
X.

Una misura di rischio che soddisfa queste 4 proprieta si dice coerente. Intro-

duciamo ora il Value at Risk.

Definizione
Sia P una misura di probabilita definita su (£2,.4) e X € & una variabile
aleatoria sul medesimo spazio. Fissato o € (0, 1), si definisce Value at Risk

di X a livello di confidenza « la seguente quantita:
VaRY(X) =inf{z € R: P(X <) > a} = F'(a). (2.1)

Nella definizione il simbolo F' );1 indica la funzione inversa generalizzata. Il
Value at Risk di X al livello a € (0, 1) coincide dunque, per definizione, con la
funzione inversa generalizzata di X calcolata in . Per un approfondimento
sulle proprieta della funzione inversa generalizzata si veda I’Appendice A.1.
Si osservi che nella definizione non ci sono vincoli sul segno della variabile
aleatoria X, ¢ considerato quindi un generico rischio di tipo speculativo (la
variabile aleatoria che lo descrive puo assumere determinazioni sia positive
che negative). Procediamo ora introducendo un’altra importante misura di
rischio, I’Expected Shortfall.

Definizione
Sia P una misura di probabilita definita su (£2,.4) e X € X una variabi-
le aleatoria sul medesimo spazio. Fissato a € [0,1), si definisce Expected

Shortfall di X a livello di confidenza « la seguente quantita:
1 1
ESP(X) = R / VaR? (X)du.

A differenza del Value at Risk, I’Expected Shortfall tiene in considerazio-

ne l'intera coda della distribuzione di X. Si puo infatti dimostrare che,
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se la distribuzione di X e continua, allora I’'Expected Shortfall puo essere

rappresentato alternativamente come:
ESP(X) = Ep(X|X > VaRE(X)).

Si tratta quindi della speranza matematica dei valori che eccedono il Value
at Risk al medesimo livello di confidenza. L’Expected Shortfall ¢ inoltre una
misura di rischio coerente, mentre il Value at Risk non lo ¢ in quanto non

soddisfa, in generale, la proprieta di subadditivita.

2.2 Reverse sensitivity analysis

Presentiamo, in prima istanza, il classico ambiente utilizzato nell’ambito del-
Ianalisi di sensitivita di tipo globale (Borgonovo & Plischke (2016), Saltelli
et al. (2008)). Considerato uno spazio misurabile (€,.4), indichiamo con
P l'insieme di tutte le misure di probabilita definite su tale spazio. Sia
X = (Xy,...,X,) un vettore aleatorio (a valori quindi in R™), che rappre-
senta i fattori di rischio in input del modello. Sia inoltre g : R — R una
funzione (A, B)-misurabile, chiamata funzione di aggregazione, che applicata
al vettore aleatorio dei fattori in input X restituisce la variabile aleatoria
Y = ¢(X) che rappresenta 1'output del modello ed ¢ la variabile aleatoria
di interesse per il problema. Il comportamento di Y al variare dei fattori di
rischio X e 'oggetto di interesse nell’analisi di sensitivita. In ambito finanzia-
rio ad esempio Y potrebbe rappresentare la perdita aleatoria a cui ¢ esposta
un’impresa che opera sul mercato a seguito di una determinata operazione.
Consideriamo una misura di probabilita P € P, che determina in parti-
colare la distribuzione iniziale di X, ed ¢ chiamata misura di probabilita
baseline. Interpretativamente, P traduce 'attuale valutazione probabilistica
disponibile per il vettore aleatorio X. La tripletta (X, g, P) viene chiamata
modello baseline. Con riferimento ad una qualsiasi distribuzione alternati-
va ) € P, chiamiamo la tripletta (X, g, ) modello alternativo e () misura
di probabilita alternativa. Denotiamo infine con riferimento ad una fissata

Q¢ € P, Q¢ assolutamente continua rispetto a P, con ( = dc% la derivata di
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Radon-Nikodym (RN) di Q¢ rispetto a P, che ricordiamo essere una varia-
bile aleatoria non negativa tale che Ep({) = 1. Operativamente la derivata
di RN consente di “distorcere” la probabilita baseline per passare ad una

probabilita aggiornata, per dettagli si veda I’Appendice A.2.

Il punto di partenza della reverse sensitivity analysis ¢ la definizione di uno
stress sulla distribuzione dell’output Y che immaginiamo sia problematico
per il decisore. Chiamiamo quindi la tripletta (X, g, Q) modello stressato,
con () € P misura di probabilita stressata, il modello per il quale, sotto a @,
la variabile aleatoria Y rispetta un insieme di vincoli probabilistici definiti
dallo stress imposto e inoltre ) ha divergenza di Kullback-Leibler! minima
rispetto a P. In altri termini, la misura di probabilita stressata e la soluzione

del seguente problema di minimo:

gli% Dkr(Q||P), sotto ai vincoli definiti dallo stress. (2.2)
S

Si noti che in generale il passaggio dalla misura di probabilita baseline a quel-
la stressata puo indurre una nuova distribuzione e struttura di dipendenza
tra i fattori di rischio in input. Analizzeremo nel seguito tre diversi risultati
inquadrabili nella logica (2.2) nei quali lo stress imposto e di natura diversa,;
in tuttii casi si fornira una soluzione esplicita al problema di ottimo attraver-
so l'espressione della derivata di RN. Una volta individuata, attraverso uno
dei prossimi risultati, la misura stressata soluzione del problema di minimo,
si puo impiegarla per condurre diverse tipologie di analisi. L’obiettivo ¢ in
generale comprendere quali fattori di rischio abbiano subito uno stress pit
evidente nel passaggio dalla misura di probabilita baseline a quella stressata.
Procediamo esponendo i tre teoremi nelle successive tre sottosezioni. Il se-
condo e il terzo sono di fondamentale importanza nella trattazione e saranno

estensivamente impiegati nei prossimi due capitoli.

1La divergenza di Kullback-Leibler di P da Q) rappresenta una misura della discrepanza
tra le due misure di probabilita; per la definizione formale e proprieta strutturali si veda
I’Appendice A.3
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2.2.1 Vincolo espresso dalla misura stressata

Affrontiamo il Problema (2.2) nel caso in cui i vincoli definiti dallo stress
siano espressi tramite la misura di probabilita stressata (). In particolare
consideriamo, in prima istanza, degli insiemi disgiunti B; € B, 1+ =1,..., 1.
A partire da questi si possono individuare gli eventi {Y € B;} = {w €
2 : Y(w) € B;}, che rappresentano interpretativamente valori dell’output
“fuori controllo”; ad esempio in ambito finanziario, se interpretiamo Y co-
me perdita, gli insiemi B; individuano zone di perdita estrema. Enunciamo
ora formalmente il Teorema 1, che e un caso particolare del Teorema 3.1 di
Csiszar (1975).

Teorema 1
Siano By, ...,Br € B tali che B; N B; = 0, per ogni i # j, e inoltre P(Y €
B;)) >0, i = 1,...,1. Fissati i numeri reali ay,...ap > 0 : Zfilai <1,

esiste un’unica soluzione al sequente problema di minimo:
min D (QIIP),  sub: Q( ) =i (2.3)

La derivata di RN della soluzione ¢ siffatta:

I I ¢
Q;
mﬂ{yEBi}, ove g = 1— ZOZZ‘ € B() = (U Bz) .

=1 i=1

I
(=

i=0
Si noti che la derivata di RN soluzione del problema di ottimo ¢ una funzione
costante a tratti di Y. Passando quindi dalla misura di probabilita baseline P
a quella stressata (), i valori di Y all’interno del medesimo insieme B; ricevono
la stessa “distorsione” probabilistica. In particolare, se a; > P(Y € B;) e
dunque ¢ > 1, i valori di Y in B;, sotto la misura stressata () soluzione
del problema, subiscono un incremento probabilistico. I valori di Y che non
appartengono all’insieme B; subiscono un decremento. Procediamo con la

dimostrazione.
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Dimostrazione.
Osserviamo, in primo luogo, che ¢ e una derivata di RN. Risulta infatti

banalmente essere non negativa e inoltre realizza Ep(() = 1:

I
a;
Ep(¢) = [ ¢dP = — N AyepydP =
#(©) / ¢ / > o epyien

_Z YEB /{YeBi}dP:
:ZO[Z:]_
=0

La misura stressata (), corrispondente alla soluzione del problema di minimo,
rispetta inoltre il vincolo Q%(Y € B;) = oy, i =0,..., I:

Y € B)) = Ep(C Lyyes, :/ Y QpdP =
Q ( ) P<C {YGBz}) {YGBi}g P(Y c B]) {YeB;}

Q;

I
OZj /
. Lyep dP = ———_P(Y € B;) =
JZ% P(Y € Bj) Jyveny s P(Y € B;)

Consideriamo ora un’altra arbitraria derivata di RN £ tale che Q%(Y € B;) =

a; per i = 0,...,1. Risulta che (sfruttando la disuguaglianza di Jensen,

ricordando che la funzione z logz & convessa): 2

Dir(Q%||P) = Ep(¢log(€)) = ZEP(S log(§)[Y € B;)P(Y € B;)

> Ep(|Y € B)log(Ep({]Y € B:))P(Y € B))

2Si rammenti la definizione di speranza matematica di una variabile aleatoria X

condizionata ad un evento A tale che P(A) > 0: Ep(X|A) = E’;ﬁﬁf*)
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! Ep({liyven,)) o (EP(f]l{YeBi})

P(Y € B)) P(Y € B)) ) PY € Bi)

I QY € B
_ ZQc(y € B;)log (ﬁ)

_ Zazlog (prrsgy) = Drsl@fli?)

Segue quindi la tesi, ricordando che la divergenza di Kullback-Leibler e

strettamente convessa (Appendice A.3.1). [

Si osservi che nella dimostrazione si € impiegata esclusivamente la conves-
sita della funzione x log z. Il risultato e quindi banalmente estendibile sosti-
tuendo alla divergenza di Kullback-Leibler una qualsiasi f-divergenza (vedi
Appendice A.3).

2.2.2 Vincolo espresso in termini di VaR

Consideriamo il Problema (2.2) nel caso in cui i vincoli definiti dallo stress
siano espressi in termini di Value at Risk. In generale questo caso & diverso
da quello del Problema (2.3). Osserviamo pero che, se la funzione di riparti-
zione di Y sotto la misura baseline P e crescente, allora un vincolo espresso
in termini di Value at Risk del tipo VaR%(Y) = ¢, individua univocamente
due boreliani disgiunti e quindi il problema di ottimizzazione vincolata ¢ una

caso particolare del precedente. Enunciamo il Teorema 2.

Teorema 2
Siano0 <a<leqeR: VaRL(Y) < g <supY. Consideriamo il sequente

problema di minimo:

in D P b: QY) =gq. 2.4
Inin, kL(Q|P), sub:VaRZ(Y)=q (2.4)
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Il problema ammette unica soluzione se e solo se P(q—e <Y < q) > 0 per

ogni € > 0; la derivata di RN della soluzione ¢ siffatta:

B o 11—«

=—1 —1 . 2.5
C P(Y < Q) {Y<q} + P(Y > Q) {Y>q} ( )

La derivata di RN soluzione del Problema (2.4) assume esclusivamente due
valori. Essa ¢ in questo caso una funzione non decrescente di Y; cio significa
che sotto la misura di probabilita stressata () soluzione del problema, lo
scenario (Y > ¢) riceve un incremento probabilistico (¢ > 1). Si osservi
inoltre che ¢ non puo in generale essere scelto arbitrariamente in quanto
deve rispettare la condizione P(¢ — ¢ < Y < q) > 0, per ogni € > 0. Se
questa condizione non e verificata, come potrebbe accadere nel caso in cui Y
fosse discreta, il problema rimane significativo qualora si sostituisca il vincolo
VaR?(Y) = q con Q(Y < q) = a, utilizzando il risultato del Teorema 1.

Dimostriamo il Teorema 2.

Dimostrazione.
Siaq: Plg—e <Y < q) >0, per ogni € > 0; verifichiamo in primo luogo
che ¢ & una derivata di RN per la quale risulta: VaR? (V) = ¢. Banalmente

e non negativa e inoltre si ha:

o -«
E = dP = | ———1 —1 dP
0= [ ctr = [ g agtven t pys gtz
«

11—«
=—— /1 dP+ ———— | 1 dP
P(Y < CD/Q {Y<q} + P(Y > Q)\/Q {Y>q}

=a+1l—-a=1
La derivata di RN ( soddisfa:
q=VaR¥(Y)=inf{z e R: Q%(Y <) >a}.

Infatti, in primo luogo:

1 -«
Y <q)=Ep(C 1 — / _* 9 — "1 dP
QY <q) =Ep(( Iy<gy) en \P(Y < ) (r<qt T PY S g) L2



Reverse sensitivity analysis 37

«
> ———dP = q.
/{Y<q} P(Y < Q)

Inoltre assunto arbitrariamente ¢ < ¢, si ha:

1 —«
(Y <§) =En(C 1 A:/ e g Y yendP
Q (Y <q) = Ep(¢ Tyy<gy) s POV <0) (y<qt T P S q) 0z

(0% «

P(Y < q) /{M} wendP = g PV <4

ove I'ultima disequazione e una conseguenza dell’ipotesi P(¢—e <Y < ¢q) >
0, per ogni € > 0. Quindi ¢ ¢ il piu piccolo elemento per cui vale la relazione
QY <z)>a.

Consideriamo ora un’altra derivata di RN £ = dc%é per la quale vale VaR?* (V) =
q. La divergenza di Kullback-Leibler di Q¢ rispetto a P &: (si utilizza la

disuguaglianza di Jensen):

D (Q°||P) = Ep(€log(€))
= Ep(§log(§)|Y < q)P(Y < q) + Ep(log(§)|Y > q)P(Y > q)
> Ep(€]Y < q)log(Ep(E]Y < q))P(Y < q) + Ep(§]Y > q)log(Ep(§]Y > q))P(Y > q)

=i o (T ) <o+
Ep(€liy>q)) Ep({liy>qy)
P s (Tpreat) Pz

_ QY <q) Q0 2 q)
= Q5(Y < ¢)log <P(Y—<q)> + Q%Y > q)log <P(Y—Zq)>
= k(Q%(Y < q), P(Y < q)),
k(z,y) = xlog (g) +(1—2)log G:x) oy e01)

Osserviamo che si ha:

8]{7(5177y) = log (f) — log (1—_%) <0ezx<y (2.6)
ox Y Yy
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e quindi la funzione = — k(x,y), fissato y, & non crescente sull’intervallo

(0,y). Sussiste inoltre la seguente catena di disuguaglianze:
QY <q) <a <P <VaRE(Y)) < P(Y <q). (2.7)

Per provare la prima disuguaglianza di (2.7) procediamo per assurdo. Sia

Q%(Y < q) > «, vale allora la seguente relazione:

l_i)mi QY <r)=Q(Y <q) > a,

=g

Tale relazione implica l'esistenza di ' < ¢ : Q5(Y < r') > «a che viola la
definizione di ¢. La seconda disuguaglianza di (2.7) discende dalla definizione
di VaRE(Y) (Appendice A.1.1), infine la terza ¢ una banale conseguenza
dell'ipotesi VaRE(Y) < q.

Pertanto, in luce di (2.7), per la divergenza di Kullback-Leibler di Q¢ da P

si ha:

Drr(QIP) > K(Q*(Y < ), P(Y < q)) = k(o P(Y < q))

_ alog (ﬁ) +(1—-a)log (%)
= Di1(Q°||P).

L’unicita e una conseguenza della stretta convessita della divergenza di Kullback-

Leibler (Appendice A.3.1).

Per completare la dimostrazione, mostriamo che se la condizione P(q — ¢ <
Y < ¢q) > 0, per ogni € > 0 non ¢ verificata allora il problema non ammette
soluzione. Esista dunquee >0: P(g—e <Y <q)=0. Se P(Y =¢q) =0 al-
lora, per I'assoluta continuita di @ rispetto a P, siha Q(¢g—e <Y <¢q)=0¢e
quindi il problema non ammette soluzione in quanto il vincolo VaR2(Y) = ¢
non puo essere rispettato. Sia dunque P(Y = ¢) > 0 e sia £ una deriva-
ta di RN per la quale VaRQ (Y) = ¢. Indicati con r = Q5(Y < ¢) e con
p = P(Y < q), consideriamo la divergenza di Kullback-Leibler di Q¢ rispetto
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a P, ragionando come in precedenza si trova:

Dir(Q%||P) = Ep(£log()]Y < q)p+Ep(Elog(&)|Y > ¢)(1 —p)

> rlog (%) + (1 —r)log (1 _;> = Dgr(Q%||P),

ove si e posto £ = % = % Tiy<gy + % Tysqy, con 0 <u < 1.

La famiglia di derivate di RN &* soddisfa VaRSgu (Y) = g se e solo se si ha:

p

—P(Y <0 (2.8)

a<u<ao

In quanto, per rispettare VaRggu (Y) = ¢, in primo luogo deve risultare:
QY <q)>asEp(€ lyy<y) > asu>aq,
e inoltre, assunto arbitrariamente ¢’ < ¢:

QY(Y <q) <ae Ep(l Liy<y)) < a

@%P(Yﬁq’) <a®u<aﬁ,

da cui, osservato che P(q —e <Y < ¢) = 0, dall’arbitrarieta di ¢’ discende
la relazione (2.8). Alla luce di (2.8) il problema di ottimo vincolato (2.4) si
riduce a minimizzare Dg1,(Q%"|| P) sotto la condizione (2.8). Come funzione
di u la divergenza di Kullback-Leibler di Q%" da P ¢ una funzione non cre-
scente sull'intervallo (0, p] (vedi (2.6)); pertanto questo problema di ottimo
vincolato non ha soluzione essendo che a% < p. Concludendo, il pro-
blema di ottimo vincolato (2.4) ammette soluzione se e solo se la condizione

P(g—e <Y < q) >0, per ogni ¢ > 0, & verificata. [ |

Si osservi che, anche in questo caso, nella dimostrazione si ¢ impiegata esclu-
sivamente la convessita della funzione x log x, il risultato ¢ quindi banalmen-
te estendibile sostituendo alla divergenza di Kullback-Leibler una qualsiasi

f-divergenza (vedi Appendice A.3).
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2.2.3 Vincolo espresso in termini di VaR e ES

Affrontiamo in questa sezione il Problema (2.2) con vincoli espressi in termini
di Value at Risk e Expected Shortfall simultaneamente in modo da stressare
I'intera coda della distribuzione della variabile aleatoria output Y. Enuncia-

mo quindi il Teorema 3, per la dimostrazione si veda Pesenti et al. (2019).

Teorema 3

Siano 0 < a <1 e q,s € R per i quali si abbia: VaRE(Y) <qg<s<supY.
Ipotizziamo che la funzione generatrice dei momenti della variabile aleato-
ria Y|Y > q esista in un intorno di 0 e che risulti Ep(Y|Y > q) < s. Si

consideri il sequente problema di ottimo:
min Drr(Q||P), sub:VaR2(Y)=q, ES?(Y)=s. (2.9)

Definiamo gli insiemi Ay = {Y > q} e Ay = {Y > ¢} e denotiamo con

0r, i =1,2, l'unica soluzione positiva della sequente equazione:
Ep ((Y = 5)e’079(4;) = 0. (2.10)

Esiste allora, in ognuno dei sequenti casi, soluzione unica al problema di

mainimo vincolato:

1. Plg—e <Y < q) >0, per ogni € > 0 e inoltre Ep (69T(Y_q)|A1) <
P(AS)/P(A1)
a/(l—a)

2. P(Y =q) >0, Plg—e <Y < q) = 0 per qualche € > 0 e infine
Ep (5070]45) > P/,

La derivata di RN della soluzione é siffatta:

==Y et i Hi=a)q
C P(Alc) AS EP (602' (Y_q)]l/-li) A

i=1,2. (2.11)

77

Si noti in primo luogo che, confrontando il Teorema 3 con il Teorema 2 dove

lo stress ¢ imposto esclusivamente a livello di Value at Risk, aggiungendo
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I"Expected Shortfall il problema ha soluzione anche nel caso di distribuzioni
discrete. Si osservi che la condizione sulla funzione generatrice dei momenti
implica 'impossibilita di scegliere indipendentemente ¢ e s. In questo caso la
derivata di RN ha un andamento esponenziale per valori di Y che eccedono
q, diversamente dal Teorema 2, dove era costante. Gli eventi che interessano
la coda destra della distribuzione di Y subiscono, sotto la misura stressata,

un incremento probabilistico tanto piu forte quanto piu sono estremi.

2.3 Algoritmo di simulazione Monte Carlo

Nei tre Teoremi analizzati si € sempre ricavata un’espressione esplicita per
la derivata di RN soluzione del problema di ottimo vincolato. Cio consente
I'implementazione del cambio di misura (da P a @) nell’ambito della simu-
lazione Monte Carlo. La derivata di RN ¢ in generale una funzione di Y nel
senso che: ((w) = n(Y(w)), w € Q per qualche funzione n : R — R (ad
esempio nel caso del Teorema 2, n € una funzione non decrescente di Y).
Operativamente, per implementare la reverse sensitivity analysis in ambito

simulativo, si puo quindi seguire una logica di questo tipo:

1. Effettuare M simulazioni (scenari) xV,... x™) di X sotto la misura

.....

2. Calcolare y® = g(x®)) k=1... M.

3. Disponendo quindi di y®,...,y™) e di 5 (che & in generale diversa
nei 3 problemi) si pud costruire la derivata di RN tramite: (%) =
n(y®™), k=1,..., M.

4. Ricordando che per la definizione della derivata di RN si ha Q(A) =
Ep(¢ 14), per effettuare valutazioni sotto alla probabilita stressata @
in ambito simulativo si puo ricorrere a:
M

FRy) = QY <y) = - (Wlyme,), yeR (2.12)
k=1
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M
Zf(k)]l{mk)gm}a reR, 1=1,...,n
k=1

F)%@) =Q(X; <z = %

(2.13)

5. Tramite lo studio delle distribuzioni stressate del punto 4 si possono

ricavare importanti informazioni sul ruolo dei fattori di rischio in input.

Il numero totale di simulazioni da effettuare sotto alla probabilita baseline
P ¢ pari a M(n + 1), numero che potrebbe diventare molto alto qualora in
presenza di un elevato numero di fattori di rischio si utilizzino molti scenari.
Si osservi infine che l'approccio proposto consente di effettuare le simula-
zioni sotto alla probabilita stressata () senza dover risimulare gli scenari,
cio potrebbe essere di fondamentale importanza qualora le simulazioni siano

computazionalmente esigenti.

2.4 Misurare la sensitivita

Una volta ottenuta la distribuzione della variabile aleatoria output Y sotto
la misura stressata (), soluzione di uno dei problemi di ottimo vincolato in-
trodotti in precedenza o in un altro modo, si possono indagare molti aspetti
del modello per comprendere 'effetto dello stress. Molto spesso, oltre ad
analizzare 'impatto dello stress sulla distribuzione della variabile output, e
interessante studiare il comportamento dei fattori di rischio. Con riferimento
a questi, un primo aspetto da analizzare e legato alle singole distribuzioni
marginali. Questa analisi puo essere effettuata informalmente tramite un
confronto grafico tra le funzioni di ripartizione o quelle di densita (o proba-
bilita) sotto le due misure oppure confrontando numericamente i momenti (o
altri indici). Un’altra interessante indagine che puo essere eseguita sui fattori
di rischio concerne la loro struttura di dipendenza. Si rammenti infatti che,
tramite il passaggio da P a (), essa viene in generale alterata. Per studiare
questo aspetto in modo semplice, si puo ad esempio calcolare la matrice di
correlazione, sotto le due misure di probabilita, per dettagli si veda I’Appen-
dice A.4.
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Qualora si fosse interessati, come spesso accade nella pratica, a valutare qua-
le dei fattori di rischio sia piu influente per il modello stocastico (ovvero
quale e piu impattato dal passaggio da P a () o equivalentemente quale &
piu sensibile allo stress), nel caso in cui il numero di fattori di rischio non
sia particolarmente elevato si puo ricorrere ad un analisi di tipo grafico che
puo fornire importanti informazioni preliminari. Se si fosse pero interessati
a misurare formalmente l'impatto che lo stress ha comportato sulla distri-
buzione dei fattori di rischio (o se il numero di fattori di rischio & troppo
elevato per effettuare proficuamente un’analisi di tipo grafico) € necessario

introdurre un’opportuna misura di sensitivita.

Consideriamo uno spazio di probabilita (€2,.4, P). Data una variabile alea-
toria V' definita su €2, denotiamo con Viy, Vjyy+ le variabili aleatorie che sod-
disfano Vi 3 Viwi LV e tali che la coppia (Vjw, W) sia comonotona e che

3. Segue banalmente dalla relazio-

la coppia (Vjy+, W) sia contromonotona
ne (iii) del Teorema A.4.3 sul rapporto tra comonotonia, contromonotonia e

covarianza che, per ogni variabile aleatoria V' tale che V' 2 V, si ha:
Ep(WViy+) < Ep(WV') < Ep(WVw). (2.14)

Definiamo ora una misura di sensitivita legata al particolare framework della

reverse sensitivity analysis (Pesenti et al. (2019)).

Definizione

Sia Q¢ una misura di probabilitd alternativa a P con associata derivata di
RN: ¢ = Cf%. La sensitivita di una variabile aleatoria Z al cambio di misura
¢ definita come:

( Ep(Z¢) — Ep(2)

mangg EP(Z’QD) - EP(Z) ’

se Ep(Z€) > Ep(2)

S(2,€) =

Ep(Z§) — Ep(Z)
_mmngg Ep(Zy) — Ep(Z)’ se Ep(Z¢) < Ep(Z2).

3Per dettagli sulle nozioni di comonotonia e contromononia si veda I’Appendice A .4.
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ove valgono le convenzioni £ = +1 e % = 0.
In entrambi i casi il numeratore riflette la differenza tra il valore atteso della
distribuzione prima e dopo lo stress (si rammenti che Ep(Z€) = Eg¢(Z)). Si

osservi inoltre che, per la relazione (2.14), risulta:

argmax Ep(Z¢) = &z, argminEp(Z§) = 4.
s v
Pertanto, il denominatore standardizza la quantita a numeratore assicuran-
do che § € [—1,1]. Cio consente di approcciarsi alla valutazione di S in un
contesto di simulazione Monte Carlo in modo semplice; e infatti sufficiente,
per determinare rispettivamente &z e § 2+, riarrangiare il campione di § in
modo che esso sia rispettivamente ordinato allo stesso modo o al contrario di
quello di Z. Con riferimento specifico al modello di reverse sensitivity (2.2)

introduciamo quindi due misure di sensitivita (Pesenti et al. (2019)).

Definizione

Sia Q¢ una misura di probabilitd alternativa con ( = g—; = n(Y), per
una funzione non decrescente n. A fronte dei fattori di rischio in input

X;, 1=1,...,n edell'output Y definiamo le seguenti due misure di rischio:
[ = 8(X5,Q), A’i:S(}/’C‘Xi)'

La quantita I'; ¢ detta reverse sensitivity measure. Specularmente la quan-

tita A; e detta forward sensitivity measure.

In questo caso ¢ e da interpretarsi come derivata di RN soluzione di uno
dei problemi di ottimo vincolato enunciati in precedenza. Per ogni fattore
di rischio in input X; la relativa reverse sensitivity measure I'; riflette quan-
to la media di questo fattore di rischio e impattata dal cambio di misura
(in termini relativi). Si osservi che I'; quantifica I'impatto che uno stress
effettuato sulla variabile aleatoria in output Y ha sul fattore di rischio X;
e non viceversa. Potrebbe accadere un particolare fenomeno (molto raro)

per il quale la relazione inversa non e realizzata; si parla allora di dissonanza
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probabilistica (Cooke & van Noortwijk, 1999). Questa osservazione giustifica
I'introduzione, a fianco della misura I'; di A;. La definizione della forward
sensitivity measure e simile alla reverse ma ’attenzione ¢ posta sulla variazio-
ne del valore atteso della variabile aleatoria in output Y. Si considera quindi,
I'impatto che il massimo cambiamento di misura nel fattore di rischio in in-
put X; ha sull’output Y. L’analisi simultanea delle due misure permette di
rilevare il fenomeno di dissonanza probabilistica. Si osservi che le due misure
di sensitivita introdotte possono essere equivalentemente espresse in termini

di covarianza. Ad esempio per la reverse sensitivity measure, si ha:

( COV(Xi7 C)
max a, Cov(X;, )’

se Ep(X;() > Ep(X;),

[ =8(X;, () =
Cov(X;, Q)

L _n’llnwgC COV(Xi; 17[))’ se EP(XZC) < EP(X,L)

Valori di I'; positivi indicano dunque che, sotto la misura di probabilita stres-
sata, il valore atteso del fattore di rischio X; € maggiore rispetto a quello sotto
la misura baseline. Viceversa per valori di I'; negativi. Enunciamo ora alcune
proprieta di cui godono le due misure di rischio (per la dimostrazione si veda
Pesenti et al. (2019)).

Proprieta 2.4.1
1. Ty, A € [-1,1].
2. I = A, =0se X; e Y sono stocasticamente indipendenti.
3. I'i = A; =1se (X;,Y) e comonotona.
4. Ty = A; = —1se (X;,Y) & contromonotona.
5. i, Ay > 0 se (X;,Y) sono positively quadrant dependent (PQD) *.

6. 'y, A; <0 se (X;,Y) sono negatively quadrant dependent (NQD).

4Vedi Appendice A.4.
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Pertanto le due misure di sensitivita sono sempre comprese nell’intervallo
[—1,1]. La comonotonia e la contromonotonia rappresentano le relazioni di
dipendenza stocastica piu estreme e sono rispettivamente individuate dai
valori 1 e —1 degli indici. Se le due variabili aleatorie X; e Y sono stoca-
sticamente indipendenti allora le misure di sensitivita sono nulle. Si osservi
che le relazioni di PQD e NQD implicano rispettivamente correlazione (sia
lineare che sui ranghi) positiva e negativa. Alla luce di queste osservazioni,
le misure di sensitivita I'; e A;, possono essere intese anche come misure di
dipendenza tra variabili aleatorie.

Le misure di sensitivita introdotte permettono di quantificare la differenza
in termini di valore atteso tra la distribuzione alternativa e quella baseline,
qualora si fosse interessati in una qualche altra proprieta della distribuzione,
come ad esempio alla coda, le definizioni di I'; e A; possono essere estese
andando a considerare particolari trasformazioni monotone dei fattori di ri-
schio. Selezionata quindi un opportuna funzione v non decrescente si possono
considerare le quantita: S(u(X;), () e S(u(Y),(|x,); dal momento che la cop-
pia (u(X;), X;) € comonotona, le intrepretazioni rimangono inalterate.

Una particolare trasformazione u che si puo considerare e la seguente:

uy (X)) = (X; — Fx (0)+ — (Fx (1 —v) = X;)4, 05<v<1

Se v = 0.5, allora u, coincide con la funzione identica e quindi S(ug 5(X;), () =
I e S(uos(Y),(x,) = A;. Se v > 0.5, la funzione u, ¢ pari a 0 se X; €
[F7Y(1 —v), F~!(v)] e linearmente decrescente altrimenti. Pertanto, all’au-

mentare di v, si enfatizza il peso delle code.



Capitolo 3

Reserve sensitivity analysis: un

portafoglio di rendite vitalizie

In questo capitolo si applichera il framework introdotto e analizzato nel capi-
tolo precedente ad un modello stocastico per la descrizione di un portafoglio
di rendite vitalizie. Per modellare il fondo il portafoglio si seguira ’approccio
proposto da Olivieri e Pitacco (2003). Le rendite vitalizie rappresentano un
classico prodotto delle assicurazioni vita e dei fondi pensione. Tipicamente,
si tratta di un prodotto per il quale, a fronte di un premio iniziale paga-
to dall’assicurato, I'assicuratore si impegna a garantire un’entrata periodica
per tutta la sua durata di vita residua; al decesso nulla ¢ dato agli eredi.
La rendita e basata sul meccanismo di mutualita, in base al quale le riserve
matematiche rilasciate dagli assicurati deceduti sono ripartite per far fronte
agli impegni nei confronti di coloro che sono ancora in vita. La possibilita
di riscattare il prodotto non ¢ in generale concessa per evitare il fenomeno
dell’antiselezione. Convertire quindi un importo monetario in rendita vitali-
zia ¢ una decisione irreversibile, per questa ragione la rendita e considerata
un asset di tipo illiquido. Al fine di renderla meno rigida e piu appetibile sul
mercato, molto spesso € possibile acquistare diverse strutture di garanzie e
opzioni aggiuntive.

Analizziamo ora, assumendo il punto di vista dell’assicuratore, i diversi tipi

di rischio a cui e soggetto questo prodotto. Per maggiori dettagli si veda

47
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Pitacco et al. (2009).

1. Rischio di mortalita
Il rischio di mortalita ¢ legato alla durata aleatoria di vita degli assi-
curati in portafoglio e puo essere scomposto in due tipologie distinte
di rischio. La prima ¢ dovuta alla fluttuazione del numero aleatorio di
decessi attorno al proprio valore atteso causata dalla variabilita intrin-
seca della grandezza aleatoria. Tale rischio ¢ da considerarsi un rischio
di processo e puo essere diversificato incrementando la grandezza del
portafoglio di rendite. La seconda tipologia ¢ dovuta ad una deviazione
sistematica dal numero atteso; e quindi il rischio causato da un’errata
stima del trend di mortalita futuro. Si parla in particolare di rischio di
longevita qualora ci si riferisca al trend di medio-lungo periodo. Que-
sto tipo di rischio e particolarmente rilevante nell’ambito di prodotti
con garanzie che coprono lunghe durate temporali come nel caso delle
rendite vitalizie. Il rischio di longevita e di natura sistematica, non puo

pertanto esser diversificato incrementando la grandezza del portafoglio.

2. Rischio di investimento
Il rischio di investimento e dovuto all’incertezza dei mercati finanziari
nei quali I’assicuratore investe. Puo essere scomposto in rischio di mer-
cato (o tasso), rischio di credito e altri. Il rischio di mercato in questo
caso si esplica nella possibilita che, a fronte di oscillazioni del prezzo dei
titoli scambiati sul mercato, il valore di mercato degli attivi a copertu-
ra delle riserve matematiche sia insufficiente a far fronte agli impegni
assunti. Il rischio di credito si origina invece dalla possibilita che l'isti-
tuto emittente dei titoli, che ’assicuratore ha acquistato a copertura
del suo impegno futuro, sia insolvente. Potrebbero essere considerati
molte altri rischi legati ai mercati finanziari, per una discussione piu

approfondita si veda Olivieri e Pitacco (2003).

Per far fronte alle varie tipologie di rischio descritte, ’assicuratore deve quin-
di disporre di efficaci strumenti di valutazione che gli consentano di valutare
adeguatamente i suoi impegni futuri e monitorarli nel tempo. A tale fine,

immaginiamo che egli sia interessato alla costruzione di un modello interno
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(parziale) in quanto sia consapevole che, per una corretta gestione del rischio
di mortalita e di quello finanziario, sia necessario un approccio stocastico. Il
suo obiettivo e, in generale, utilizzare il modello per determinare opportune
decisioni strategiche individuando pertanto le azioni di risk management da
intraprendere. In questo ambito, definita una struttura probabilistica rea-
listica per descrivere il valore aleatorio delle passivita, la solvibilita dell’as-
sicuratore ¢ intesa come la sua capacita di fronteggiare la propria posizione
debitoria aleatoria con un elevato grado di probabilita. Da un punto di vi-
sta operativo e necessario scegliere quali risultati di portafoglio considerare

esattamente e che orizzonte temporale fissare.

Definiamo la probabilita di rovina per ’assicuratore. Siano al tempo t: Z;
il valore del fondo di portafoglio e ) il valore dell'impegno aleatorio residuo
dell’assicuratore. Fissata una probabilita e (il cui complemento a 1 rappre-
senta il grado di solvibilita che si vuole imporre), diremo che Iassicuratore &

solvibile al tempo ¢, a livello 1 — &, se e solo se:
P(Zt—ytZO) 21—5

In particolare, in seguito, considereremo la solvibilita dell’assicuratore in
t = n, ove n indica l’epoca tale che ), = 0, ovvero 'impegno residuo del-
'assicuratore € nullo (non ci sono piu assicurati nel portafoglio). In questo
caso, si ha pertanto:

P(Z,>0)>1—¢. (3.1)

Per una discussione approfondita su questa definizione si fa nuovamente ri-
ferimento a Olivieri e Pitacco (2003). Tramite la condizione (3.1) possiamo
determinare, utilizzando una procedura di simulazione, 'ammontare di ca-
pitale (margine iniziale), definito precisamente nel seguito, che 'assicuratore
deve allocare al portafoglio per essere solvibile ad un assegnato livello di

probabilita.
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3.1 Struttura generale del modello stocastico

Considereremo nel seguito quattro diversi modelli stocastici, innestati I'uno
dentro l'altro, per descrivere il portafoglio di rendite vitalizie dell’assicurato-
re. A partire da un (semplice) modello base si procede un passo alla volta
aggiungendo o modificando opportune ipotesi o caratteristiche per rendere lo
studio sempre pit realistico ed interessante. Delineiamo in questa sezione le
caratteristiche generali comuni ai modelli del capitolo. Successivamente, in-

troducendoli, discuteremo le peculiarita delle specifiche ipotesi caso per caso.

Prima di procedere descrivendo la struttura probabilistica per la mortalita
degli assicurati, introduciamo la classica notazione impiegata nella matema-
tica attuariale per le rendite vitalizie. A partire da una base biometrica
(tavola di sopravvivenza o modello parametrico) si possono ricavare le pro-
babilita di sopravvivenza per gli assicurati. Indichiamo, con riferimento ad
un assicurato in vita ad eta x, con p, e ,p, le probabilita che esso sia in vita
rispettivamente all’eta 41 e x+h. Assumiamo, come spesso si fa nella mate-
matica attuariale, un tasso di interesse i, riferito ad un periodo temporale di
un anno, costante e deterministico. Con riferimento ad un assicurato in vita
all’etd x, la quantita ,F, = (1 +1i)~" ,p, rappresenta il valore attuale atteso
(valore attuariale) di un’unitd monetaria pagata nel caso in cui l'assicurato
sia ancora in vita all’eta x+h. Una rendita vitalizia consiste, come si e detto,
in una sequenza di importi pagati ad ogni epoca contrattualmente stabilita,
qualora ’assicurato sia in vita in quell’epoca. Il suo valore attuariale e quindi

dato da (nel caso sia ad esempio anticipata e di rata unitaria):

w—xr—1

dx:: § hﬁky
h=0

ove con w si indica la piu piccola eta intera non raggiungibile in vita (eta

estrema).

Consideriamo ora un portafoglio di rendite vitalizie immediate di rata co-
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stante R contenente Ny assicurati di eta iniziale . Con riferimento all’epoca
t, indichiamo con N;, t =1,...,w —x — 1 il numero aleatorio di assicurati in
vita in quell’epoca a fronte degli N, assicurati in vita all’epoca iniziale e con
iy, t=1,...,w—x, la variabile aleatoria che rappresenta il tasso di interesse
(semplice) che descrive globalmente le performance finanziarie, sul periodo
temporale (¢ — 1,t), degli attivi che l'assicuratore ha posto a copertura delle
riserve. Nell'istante iniziale I’assicuratore incassa, a fronte degli Ny contratti,
tutti i premi unici e un’istante dopo inizia a pagare le rendite anticipate. L’e-
quazione ricorsiva che fornisce il valore del fondo di portafoglio Z; nel tempo

e la seguente:
Zt = (thl —NtflR)(l—i—hZ:t), t = 1,...,&]—.’17. (32)

Il valore iniziale del fondo e: Zy; = Ny Il + M, ove con M indichiamo il
margine iniziale che 'assicuratore alloca al fondo per limitare la probabilita
di rovina al livello € e Il = R a, e, per il principio di equita, il premio unico

pagato dal generico assicurato all’epoca iniziale.

Per la descrizione della mortalita degli assicurati del portafoglio si fa in gene-
rale riferimento ad un modello che tiene simultaneamente in considerazione
sia ’eta dell’individuo che ’anno di calendario. La collettivita degli assicu-
rati e considerata essere omogenea, dunque in un fissato anno di calendario
hanno tutti la medesima eta e sono pertanto soggetti alla stessa probabilita
di decesso. Impiegheremo pertanto nel seguito la notazione compatta g,
per indicare la probabilita di decesso per un individuo di eta y nell’anno di
calendario £ + t, ove  rappresenta un anno di calendario di riferimento. In-
dicato con D; = Ny — N;y1 il numero aleatorio di decessi tra le epoche t e
t+1,t=0,...,w—2x—1 (N,_, = 0), consideriamo la seguente struttura

probabilistica:

Dt|Nt7 (jx-l—t,t ~ Binom(Nt, Cja:—f—t,t)» t = O7 e, W — T — 1, (33)
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ove (y4+¢+ ¢ la variabile aleatoria che rappresenta la probabilita di decesso
entro un anno per un individuo di etd = + ¢ nell’anno di calendario £ + t. Si
noti la simultanea presenza del rischio di processo e quello sistematico. Il
primo e individuato dall’ipotesi binomiale mentre il secondo dall’aleatorieta
delle probabilita di decesso. Si osservi inoltre che anche I’aleatorieta del tasso
d’interesse ¢ da considerarsi un rischio sistematico. L’espressione (3.3) sara
impiegata in ogni modello per la simulazione della mortalita del portafoglio.
In taluni modelli, la variabile aleatoria g,i:; sara da considerarsi degene-
re, individuando pertanto, al variare di x, un’unica tavola di sopravvivenza.

Similmente considereremo in alcuni modelli i; degenere e costante nel tempo.

Descriviamo ora come il framework per 'analisi di sensitivita, introdotto
nel capitolo precedente, ¢ adattato al modello stocastico che descrivere 1'e-
volversi nel tempo del fondo di un portafoglio di rendite. Come variabile
aleatoria di interesse (output del modello) consideriamo il valore finale del
fondo Y = Z,,. In alcuni casi, per motivazioni interpretative, considereremo
al posto di Z, il suo opposto; questa scelta sara dettagliatamente spiegata
nel seguito. Si noti che la variabile aleatoria Z,, ha un ruolo fondamentale in
quanto la probabilita di rovina e definita a partire da questa quantita. Si ha
quindi:

per una funzione ¢ individuata dall’equazione ricorsiva (3.2) che descrive
I’andamento nel tempo del fondo di portafoglio. Il vettore aleatorio X inclu-
dera di volta in volta le variabili aleatorie di interesse per il problema, cioe
i fattori di rischio che descrivono il fenomeno della mortalita e I’andamen-
to dei tassi di interesse. Siamo quindi interessati a comprendere come uno
stress espresso in termini di misura di rischio sul valore finale aleatorio del
fondo impatti sulla distribuzione dei fattori di rischio del modello che sono
sostanzialmente individuati dal fenomeno di mortalita e dai rendimenti che
I’assicuratore conseguente sugli attivi posti a copertura delle riserve mate-
matiche. Le particolari condizioni di stress considerate sono sempre discusse

all’interno dei singoli modelli.



Il modello stocastico per la mortalita 53

3.2 Il modello stocastico per la mortalita

Descriviamo in questa sezione il modello stocastico impiegato per la descri-
zione della mortalita degli assicurati. Sebbene sara impiegato pienamente
esclusivamente nel Modello 4, gli scenari per la descrizione della mortalita
degli assicurati utilizzati negli altri modelli sono individuati, come vedremo,
a partire da esso. Consideriamo dati relativi alla popolazione italiana (ma-
schile) relativi all’intervallo temporale 1950 - 2014 (fonte: Human Mortality
Database). Per la valutazione probabilistica del fenomeno della mortalita
della popolazione impieghiamo il modello di Cairns, Blake e Dowd quadra-
tico con effetto di coorte (M7) con ipotesi binomiale (per dettagli su questa
scelta, e per un analisi comparativa con altri modelli su dati italiani, si ve-
da I’Appendice B). Il modello ha pertanto la seguente struttura (si rimanda

nuovamente all’Appendice per definizioni e dettagli sulle quantita presenti)®:

T

(2) logit(qx,t) = TNzt (34)
3). Moy = £ + (2 — TP + (2 — ) — 5226 + 9.

(1). Dyy ~ Binom(EOJ s Gut)s

Analizziamo la struttura del previsore 7, in (3.4). A differenza di alcuni
altri modelli, gli elementi del previsore che dipendono dall’eta z sono funzio-

ni fissate. L’effetto temporale ¢ invece descritto da tre componenti ngl), /19)

e f<;§3) che sono rispettivamente moltiplicate per un termine costante, uno
lineare e uno quadratico dell’eta; ¢ presente infine un ultimo termine ;_,
per descrivere l'effetto di coorte. Sebbene i dati disponibili comprendano
I'intervallo di eta 0 — 110, consideriamo, per stimare il modello, I'intervallo
60 — 89. Per eta maggiori di 89 'esperienza empirica evidenzia che i dati
sono in generale poco affidabili soprattutto per epoche passate. Molto spesso
in letteratura (Villegas et al. (2018), Currie (2014)) si preferisce dunque non
impiegare dati riguardanti eta estreme (maggiori di 90). Stimiamo il modello

M7 utilizzando dati concernenti la popolazione italiana riferiti all’intervallo

1Si osservi che, per semplicitd di notazione, in questa sezione indichiamo I’anno di
calendario con t.
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temporale 1950 — 2014 e esaminiamone le componenti tramite dei grafici, si

veda a tal fine la Figura 3.1. Nella colonna a sinistra si possono visualizzare

gli effetti prefissati legati all’eta. Nella colonna di destra ci sono i rispettivi

valori stimati degli effetti temporali k

, 1 =1,2,3 e dell’effetto coorte v;_,.

Per epoche precedenti al 2015, le curve rappresentano i valori dei parametri

100

3/ j

Figura 3.1: Componenti del modello M7: sulla colonna di sinistra [
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stimati dal modello. A partire dal 2015 si puo apprezzare il comportamento
del modello in previsione. Le zone ombreggiate rappresentano gli intervalli
di previsione rispettivamente al 80% (scura) e al 95% (chiara). La linea in-
terna alla zona scura e la previsione centrale e fornisce indicazioni sul trend
del fenomeno aleatorio. Si rammenti che, per le componenti legate all’ef-
fetto temporale, la previsione e operata tramite un processo stocastico di
passeggiata casuale multivariata mentre per l'effetto di coorte e impiegato
un modello ARIMA(1,1,0), per dettagli si veda I’Appendice B.

Sebbene sia interessante studiare le singole componenti del previsore (3.4)
del modello, non e semplice, a partire da queste, comprendere intuitivamente
il comportamento complessivo delle probabilita di morte vista la comples-
sa struttura sottostante. Presentiamo dunque un altro grafico (Figura 3.2)
che rappresenta il comportamento su tutto l'arco temporale 1950 — 2059 di
o5+ (sinistra) e grs: (destra). Per epoche precedenti al 2015 la linea nera
rappresenta i valori stimati dal modello mentre la linea blu i valori empirici
(ottenuti rapportando i decessi per quell’eta e anno di origine sul numero ini-

ziale di esposti al rischio). Come si vede in entrambi i grafici, I’accostamento

0.02

Ges

0.01

1950 1980 2010 2040 1950 1980 2010 2040
Anni Anni

Figura 3.2: A sinistra: andamento per ¢ = 1950 — 2059 di gg5,;. Per epoche precedenti
al 2015 la linea nera rappresenta i valori stimati dal modello mentre quella blu i valori
empirici (grezzi); per epoche successive al 2014 sono rappresentate in nero le prime 500
simulazioni ottenute dal modello M7 e in rosso la media di queste. A destra: medesima
descrizione del grafico a sinistra per §rs +.
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tra i valori stimati e quelli empirici € molto buono. Per epoche successive al
2015 sono rappresentate in entrambi i casi le prime 500 traiettorie simulate
(di un totale di 500000) per comprendere il comportamento del modello in
previsione. La linea rossa rappresenta la loro media. Come si puo osservare

il trend, come e naturale aspettarsi, & decrescente.

Studiamo ora come impiegare il modello M7 per descrivere la particolare
mortalita degli assicurati. Successivamente, nei quattro modelli che intro-
durremo, si considerera sempre una collettivita omogenea di assicurati aventi
all’epoca iniziale, anno di riferimento ¢ = 2015, nella quale acquistano la ren-
dita vitalizia immediata, tutti eta = pari a 65. Si rammenti che il modello,
come si ¢ detto, considera l'intervallo di eta 60 —89. Per ottenere le probabi-
lita di morte per eta maggiori di 89 impiegheremo una semplice interpolazione
lineare considerando 110 come eta estrema. A partire dalla collettivita pre-
sente all’epoca iniziale, per effettuare le simulazioni, si otterranno, diverse
storie di mortalita impiegando la relazione (3.3). Operativamente effettuare
una singola simulazione dal modello M7 comporta ottenere determinazioni

dalla seguente matrice di variabili aleatorie:

65,2015 (65,2016  {65,2017 - 4652058  465,2059
66,2015  466,2016  466,2017  --- 66,2058  466,2059
67,2015 67,2016 d67,2017  --- 67,2058 67,2059
d108,2015 4108,2016 G108,2017 --- 4108,2058 {108,2059
q109,2015 4109,2016  4109,2017 --- 4109,2058  4109,2059

Tabella 3.1: Tabella contenente la variabili aleatorie che descrivono la mortalita per
individui di eta x = 65,...,109 e anno di calendario ¢t = 2015,...,2059. La diagona-
le individua le variabili aleatorie d’interesse per descrivere la mortalita della collettivita
omogenea di assicurati di eta 65 nel 2015.

Nel nostro caso particolare, nel quale siamo interessati alla sola mortalita
della coorte di individui che hanno compiuto 65 anni nel 2015, le uniche va-
riabili aleatorie d’interesse per il problema sono quelle della diagonale della
matrice (in verde). Le determinazioni simulate di queste variabili aleatorie
sono implementate attraverso la relazione (3.3) per ottenere la mortalita de-

gli assicurati. Come si menzionava in precedenza, impiegheremo in modo
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completo la struttura appena descritta esclusivamente nel Modello 4. Ne-
gli altri casi si considereranno opportuni scenari di mortalita derivanti dalle
simulazioni di M7. In particolare nel Modello 1 considereremo un singolo
scenario per la descrizione della mortalita individuato a partire dalla media
empirica dei valori simulati dalla diagonale della tabella. Nei Modelli 2 e 3 si
considereranno tre distinti scenari: lo scenario centrale e quello impiegato nel
Modello 1, e a questo si aggiungono uno scenario con probabilita di decesso
aggravate e uno con probabilita di decesso ridotte, individuati da particolari
quantili empirici dei valori simulati dalla diagonale della tabella. In Figura
3.3 sono rappresentate le prime 1000 simulazioni dalla diagonale della Ta-
bella 3.1 che rappresentano ognuna una diversa proiezione delle probabilita
di decesso per la collettivita di assicurati. La traiettoria verde individua la
mortalita media, e sara impiegata nel Modello 1 singolarmente e nei Modelli
2 e 3 come scenario medio. Le traiettorie rossa e blu rappresentano rispet-
tivamente il quantile 0.9 e 0.1 e saranno impiegate per rappresentare i due
scenari alternativi. Indichiamo le probabilita di morte implicate dalle tre

traiettorie rispettivamente con: ¢/™? ¢(m*® ¢ g{min).

Probabilita

0.1

0.0

Anni

Figura 3.3: Le prime 1000 simulazioni per la mortalita degli assicurati della collettivita.

In verde la traiettoria individuata dalla media empirica (q,CmEd)) dell’intero set di 500 000

simulazioni, in rosso il quantile empirico al livello 0.9 (qém”))

al livello 0.1 (qgmm)).

e in blu il quantile empirico
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3.2.1 Ipotesi numeriche comuni e calcolo del premio

Descriviamo brevemente in questa sottosezione le ipotesi numeriche comuni
al vari modelli e il metodo di calcolo del premio equo. Per ogni modello consi-
derato nel seguito si impiegano 500 000 simulazioni. Le particolari condizioni
di stress e i fattori di rischio X considerati sono peculiari ad ogni modello e
dunque descritti caso per caso. Il marginale iniziale M & diverso in ogni mo-
dello ma calibrato sempre con ¢ = 2.5%. Un aspetto fondamentale da tenere
in considerazione concerne il metodo tramite il quale i modelli sono annidati
uno dentro I’altro. L’obiettivo generale di questa operazione ¢ consentire un
confronto tra questi e dunque comprendere il ruolo dei fattori di rischio. In
ognuno dei modelli che sono considerati nel seguito si fa riferimento alla omo-
genea collettivita di Ny = 1000 assicurati che all’epoca iniziale ¢ = 0 hanno
etd 2 = 65 con riferimento all’anno di calendario ¢ = 2015 (hanno compiu-
to 65 anni nel 2015). Per quanto concerne il fenomeno di mortalita si sono
descritte in precedenza le peculiarita dei vari modelli. Il tasso di interesse
& considerato nei primi due modelli deterministico e costante: i, = i = 3%.
Successivamente si introduce un modello stocastico per la descrizione del
comportamento del tasso, che mantiene 3% come tasso medio. Alla luce di
queste osservazioni, per la valutazione del premio equo, che ¢ effettuata in
ambito attuariale tenendo solo conto di valori attesi (si veda (3.1)), si puo
considerare sempre quella del Modello 1. Fissata la rata di rendita R pari a
100, il premio equo ¢ II = 1444,5. Nella Tabella 3.2 si propone uno schema

logico che individua la natura delle variabili aleatorie considerate nei vari

modelli.

Mortalita Tasso Fattori di rischio
Modello 1 Deterministico - 1 scenario Deterministico Ny
Modello 2 Stocastico - 3 scenari Deterministico N; S
Modello 3 Stocastico - 3 scenari Stocastico N, S 4
Modello 4 Pienamente stocastico Stocastico Ni Quier U

Tabella 3.2: Schema riassuntivo sulla natura delle variabili input dei modelli del capitolo.
S e l’ente aleatorio che descrive i tre scenari di mortalita.
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3.3 Modello 1: mortalita e tassi deterministici

Introduciamo in questa sezione il primo modello stocastico per la descrizione
del portafoglio di rendite dell’assicuratore; come fattori di rischio in input
consideriamo esclusivamente X = (Ny,..., N,_, 1), facendo riferimento al
solo rischio di processo. I tassi di mortalita futuri e i tassi di interesse sono
deterministici: I'incertezza del modello e quindi individuata solo dalla strut-
tura binomiale in (3.3). In tale struttura le variabili aleatorie ¢4+, sono da

. . . . ~ d
considerarsi degeneri, si ha dunque g,4+¢ = qg(gme ),

3.3.1 Analisi di sensitivita

Affrontiamo in questa sezione l’analisi di sensitivita per il Modello 1. Il
margine iniziale di portafoglio, fissata la probabilita di rovina pari a 2.5%, ¢
M = 31000. Consideriamo uno stress sul Value at Risk del valore del fondo
finale di portafoglio Y (in linea con il Problema (2.4)). In particolare, sia

esso siffatto:

a=09, q=VaR?Y)=(1+stress)VaRL(Y), (3.5)

Ge-06

VaR(Y) sub Q

4e-06 1

Densita
Derivata di RN

2e-067

-2e+05 0e+00 2e+05 4e+05 0e+00 2e+05 4e+05

Y Y

Figura 3.4: A sinistra: istogramma di Y ottenuto dai valori simulati del fondo finale. La
linea blu coincide con il livello del VaRE (Y), la linea rossa coincide invece VaR%(Y). A
destra: derivata di RN & soluzione del Problema (2.4) sotto il vincolo espresso da (3.5).
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dove poniamo stress = 0.3. Si osservi che, come menzionato nel Capitolo 2,
qualora si impieghi il Teorema 2 in ambito discreto, € necessario sostituire il
vincolo VaR%?(Y) = q con Q(Y < q) = . In tutto il resto del capitolo non
sorgeranno questo genere di problematiche in quanto si impieghera sempre
uno stress in linea con il Problema (2.9). Si puo notare in Figura 3.4 (sini-
stra) che, come si ¢ gia detto, ¢ stato allocato al fondo un capitale tale da
rendere la probabilita di rovina (fondo finale negativo) pari a 2.5%. Si osservi
che in questo caso, diversamente dall’interpretazione generale impiegata in
Pesenti et al. (2019), lo stress che stiamo cosi imponendo rappresenta uno
scenario “positivo” per 'assicuratore, ci aspettiamo dunque di osservare una
maggiore mortalita nel portafoglio sotto la nuova probabilita; analizzeremo
successivamente anche il caso opposto, piu interessante per lo studio, ove
lo stress rappresenta uno scenario avverso all’assicuratore. Nella Figura 3.4
(destra) si puo osservare come la misura di probabilita stressata @) enfatizzi
il peso su valori grandi del fondo (maggiori di ¢). Pertanto, sotto tale misura,
I’assicuratore dispone di un fondo finale piu consistente. Proseguiamo con-
frontando, tramite le funzioni di ripartizione simulate, le due distribuzioni
del fondo finale prima e dopo lo stress. La funzione di ripartizione di Y,

sotto la misura stressata ) soluzione del Problema (2.4) con vincolo dato

Distribuzione empirica

——Baseline

— Stressata

-1e+05 0e+00 1e+05 2e+05 3e+05

Figura 3.5: Confronto tra le funzioni di ripartizioni empiriche (simulate) sotto la
probabilita baseline P (in blu) e stressata @ (in rosso).
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dalla (3.5), ¢ sempre minore a quella sub P (Figura 3.5), ad indicare che la

prima domina stocasticamente al primo ordine la seconda.

Concentriamoci ora sul comportamento dei fattori di rischio. Ricordiamo che
N, e la variabile aleatoria che descrive il numero di assicurati del portafoglio
in vita all’epoca t, a partire dai Ny individui iniziali. Prima di analizzare
come la distribuzione di N, sia impattata dal passaggio dalla misura baseline
a quella stressata, osserviamo graficamente come sono in generale strutturate
le distribuzioni dei numeri aleatori /N;. Visualizziamo a tal fine, ad esempio,
la funzione di ripartizione empirica e la funzione di probabilita di N; (Figura
3.6) sotto la misura baseline. I valori simulati di N7 appartengono all’in-
sieme di numeri interi compresi tra 971 e 1000. La distribuzione presenta
una leggera asimmetria negativa, valori molto vicini a 1000 traducono una
mortalita molto bassa e sono poco probabili come lo sono valori prossimi a
980 che traducono una forte mortalita. Analizziamo cosa succede alla distri-
buzione di NV; conseguentemente allo stress (3.5), si veda a tal fine la Figura
3.7. Dalla funzione di probabilita (destra) appare chiaro che la distribuzione
di N sotto @ (rosso) presenta un peso maggiore sui valori minori di 988 e
un peso minore su quelli superiori, a rappresentare che la mortalita sotto la

misura stressata e piu forte rispetto al caso baseline. Si preferira nel seguito
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Figura 3.6: A sinistra: funzione di ripartizione empirica di V;. A destra: funzione di
probabilita di V1, rappresentata tramite un grafico a barre.
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impiegare esclusivamente la funzione di probabilita per il confronto in quanto
e di pit immediata interpretazione.

Procedendo, studiamo come si comporta lo stress al variare di ¢, confrontan-
do graficamente la funzione di probabilita di Ny, t = 1,5, 10, 15,20,25,30 e
35 sotto le due misure di probabilita. L’obiettivo e in generale comprendere
se, attraverso un’analisi di tipo grafico, si riesce a cogliere quali delle variabili
aleatorie ¢ piu impattata dallo stress. Si noti che qualora il numero di va-
lori assunti sia elevato (maggiore di 40), la rappresentazione tramite grafico
a barre non e efficace per cogliere il comportamento di Ny, la sostituiremo
pertanto con una curva continua, ombreggiando le aree dove la distribuzione
sotto la misura baseline ¢ maggiore di quella sotto la misura stressata in blu
e il viceversa in rosso. Tutti i grafici della Figura 3.8 mostrano che dopo lo
stress la distribuzione di N; presenta sempre una maggiore mortalita (la coda
sinistra ha sempre un peso maggiore sotto la misura stressata); osservando
con attenzione si puo notare il comportamento nel tempo di questo fenomeno.
In particolare nei primi quattro grafici I'impatto e crescente, successivamente
e decrescente. L’ultimo grafico, che mostra la distribuzione simulata del nu-

mero aleatorio di individui in vita a 100 anni, presenta uno stress sulla coda
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Figura 3.7: A sinistra: confronto tra funzione di ripartizione empirica di N7 sub P (blu)
e @ (rosso). A destra: confronto tra funzione di probabilita di Ny, rappresentata tramite
un grafico a barre, sub P (blu) e @ (rosso). I due grafici sono sovrapposti, pertanto qualora
le punte delle barre sono di colore rosso la misura stressata supera la baseline, viceversa
se di colore blu.
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sinistra insignificante. In generale non e interessante analizzare il comporta-
mento del modello per eta maggiori di 100 in quanto pochi individui riescono
ad arrivare in vita a quell’eta. Riassumendo, appare evidente che lo stress
(3.5) abbia impattato sulla distribuzione di N; sempre nella stessa direzione
e che esso sia crescente fino Ni5 e dopo decresca. Tramite analisi grafica,
si ¢ quindi delineato un possibile ordine di importanza dei fattori di rischio
per questo primo modello. Vedremo nel seguito se le misure di sensitivita,

introdotte nella sezione 2.4, confermano o meno quanto finora analizzato.
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Figura 3.8: Confronto tra le funzioni di probabilita di N, per t = 1,5, 10, 15, 20, 25, 30
e 35. La funzione di probabilita di V; sotto al misura di probabilita baseline e in blu,
quella sotto la misura stressata in rosso. Il colore delle zone ombreggiate mostra quale
delle due distribuzioni ¢ maggiore dell’altra per quel tratto di curva e servono a cogliere
meglio 'entita dello stress.
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Studiamo ora un altro aspetto, abbiamo fino a questo punto mantenuto la
variabile stress costante e pari a 0.3. E interessante andare a studiare al
variare dello stress come si comporta la distribuzione dei fattori di rischio in
input N,;. Consideriamo due livelli di stress alternativi pari rispettivamente
a: 0.1 e 0.5 (per il caso 0.3 si confronti con gli esempi precedenti). Control-
liamo graficamente il comportamento di N; per t = 1,15, 30 in Figura 3.9.
Si puo osservare che, all’aumentare dello stress, I'impatto sulla distribuzione
di N; aumenta drasticamente; particolarmente rilevante e quello su Ni5, cio
in generale non stupisce in quanto all’aumentare dello stress si richiede un
fondo finale tale da aver associato un Value at Risk maggiore e cio compor-
ta maggior mortalita. Come gia commentato in precedenza l'impatto dello
stress ha un comportamento nel tempo prima crescente e poi decrescente.
Procediamo calcolando le misure di sensitivita introdotte nel capitolo prece-

dente. Consideriamo nuovamente lo stress iniziale pari a 0.3. Confrontiamo
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Figura 3.9: Confronto tra distribuzione di Ny, Ny5 e N3o prima (in blu) e dopo (in rosso)
lo stress. A sinistra la variabile stress ¢ fissata pari a 0.1, a destra 0.5.
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la reverse sensitivity measure e la forward sensitivity measure dei fattori di
rischio del nostro modello, in particolare consideriamo N;, t = 1,...,35.
Dato I'ampio numero di fattori di rischio si decide di impiegare un grafico a
barre per visualizzare I’andamento delle due misure. Come si puo osservare
dalla Figura 3.10 a sinistra la misura di sensitivita I'y, conferma quanto gia
detto sul comportamento dello stress. I valori delle misure di sensitivita sono
negativi in quanto il valore atteso di /NV; sotto la misura stressata ¢ sempre
minore di quello sotto la misura baseline. In particolare 'impatto del cam-
biamento di misura e crescente fino circa t = 15 e poi decresce. Il grafico
della misura forward A;, avendo il medesimo profilo dell’altro, non evidenzia
problemi di dissonanza probabilistica. Anche nei prossimi modelli, non ci
sara mai evidenza di questo fenomeno e preferiremo pertanto non riportare

il grafico della forward sensitivity measure.

In ultima istanza, studiamo il comportamento della dipendenza tra i fat-
tori di rischio del modello, in particolare come lo stress impatti sulla sua
struttura. Dalla definizione della distribuzione di N; (si veda (3.2)) si com-
prende che la distribuzione di N;1|Ny, N;_1,..., N7 & uguale alla distribu-
zione di Nyyq1|NV; in quanto ognuno degli N; dipende dagli altri solo tramite
il precedente. Per comprendere come lo stress ha impattato sulla struttu-

ra di dipendenza di (N, ..., N3;) studiamo allora il comportamento della

; . l

-0.4 0.4+

Reverse Sensitivity measure
Forward Sensitivity measure

0.8 U U 0.8 = U

Figura 3.10: A sinistra: reverse sensitivity measure (I'y,). A destra: forward sensitivity
measure (Ay,)
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Figura 3.11: Confronto tra la correlazione di Spearman per le prime 36 coppie consecutive
di Ny, in blu sub P, in rosso sub Q.

correlazione delle coppie consecutive prima e dopo lo stress. In particolare
consideriamo la correlazione sui ranghi (di Spearman) e confrontiamo il com-
portamento di Cor®(N;, Nyy1) per t = 1,...,35 tramite un grafico. Per una
giustificazione di questo approccio si veda I’Appendice A.4.2. Come si puo
osservare dalla Figura 3.11 la correlazione dopo lo stress € aumentata per
ogni coppia (N, Nyy1), ed € massima in corrispondenza ai fattori di rischio
piu rappresentativi. Confrontando le Figure 3.10 e 3.11 si comprende che
la struttura di dipendenza, seppur importante, non individua I'andamento

della reverse sensitivity measure.

3.3.2 Modello 1 - Uno stress alternativo, VaR e ES

Nel modello appena descritto lo stress (3.5) € espresso esclusivamente in ter-
mini di Value at Risk. Una situazione di stress alternativa ¢ proposta nel
Teorema 3 dove vengono contemporaneamente stressati sia il Value at Risk
che I'Expected Shortfall. Il vincolo che la probabilita stressata ) deve ri-

spettare in questo caso interessa tutta la coda della distribuzione.

Consideriamo nuovamente il Modello 1 con le medesime ipotesi numeriche

introdotte in precedenza; in linea con il Problema (2.9) introduciamo la
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seguente struttura per lo stress (fissato o = 0.9):

VaR2(Y) = (1 + stressyqar) VaRE (Y),
ESY(Y) = (1 + stressps) ESY(Y).

q

S

(3.6)

Lo stress (3.6), dove vengono contemporaneamente stressati sia il Value at
Risk che 'Expected Shortfall, ¢ quindi un alternativa al (3.5). Analizziamo,
brevemente, come si comporta il Modello 1 con questa nuova struttura di
stress. Fissiamo i valori stressy,g = 0.1 e stressgpg = 0.15. La Figura 3.13
(sinistra) permette di apprezzare la diversa struttura dello stress rispetto la
distribuzione di Y. Nella Figura (destra) si pud analizzare come sono pesati,
dalla misura di probabilita stressata, i valori di Y maggiori di ¢. Studiamo
ora come la nuova struttura di stress impatta sulla distribuzione di Y tramite
un confronto tra funzioni di ripartizione, si veda a tal fine la Figura 3.13. Val-
gono qualitativamente le medesime considerazioni fatte nel caso precedente
con 'accortezza di notare che, in questo caso, dove lo stress colpisce tutta la
coda della distribuzione, non si nota lo scalino presente nel Figura 3.5.

Osserviamo, in conclusione di questo esempio, che confrontando i valori as-
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Figura 3.12: A sinistra: istogramma di Y ottenuto dai valori simulati del fondo finale.
La linea rossa a punti coincide con il livello del VarZ (Y) mentre quella a tratteggio con
invece ¢ = Var%(Y). La linea blu a punti coincide con il livello del ESZ(Y') mentre quella
a tratteggio con invece s = ESY(Y). A destra: derivata di RN ¢ simulata soluzione del
Problema (2.9) sotto al vincolo espresso da (3.6).
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Figura 3.13: Confronto tra le funzioni di ripartizioni empiriche (simulate) sotto la misura
di probabilita baseline P (in blu) e stressata @ (in rosso).

sunti dalla misura di sensitivita I'y, in questo caso e il precedente non si
notano particolari differenze (la Figura non é riportata). Dunque, nonostan-
te lo stress (3.6) sia in generale diverso da quello (3.5), I'impatto, in termini
di reverse sensitivity measure ¢ molto simile. Lo stress produce il medesimo

ranking tra i fattori di rischio.

3.3.3 Modello 1 - Stress avverso all’assicuratore

Nei modelli che abbiamo considerato fino a questo momento, lo stress, sia nel
caso (3.5) che nel (3.6), ha un effetto “positivo” per 'assicuratore in quan-
to, sotto la misura stressata @), egli dispone in sostanza di un fondo finale
piu consistente. Nella pratica, molto spesso, si € interessati a casi in cui lo
stress abbia un effetto “negativo”; si noti che in generale il risk management
e finalizzato alla gestione e al controllo degli scenari avversi. Alla luce di
tale considerazione, mantenuta inalterata la struttura del Modello 1, consi-
deriamo come variabile aleatoria output del modello stocastico I'opposto del

fondo finale, ovvero:

Y =—Z,=g(Ny,...,Nu_y). (3.7)
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Questa posizione consente di analizzare, come vedremo, un portafoglio di
rendite ove lo stress rappresenta uno scenario avverso all’assicuratore. In-
terpretativamente possiamo immaginare che ’assicuratore sia interessato a
studiare, tramite un modello interno parziale, la struttura probabilistica del
suo portafoglio di rendite sotto una particolare struttura di stress che com-

porti uno scenario avverso alla sua gestione.

Procediamo con un esempio numerico per comprendere le conseguenze di
questa diversa assunzione iniziale. Consideriamo un nuovo stress che, co-
me nell’esempio precedente, coinvolge sia il Value at Risk che I’'Expected

Shortfall, sia esso siffatto:

a=09 ¢=Var?Y) =0,

(3.8)
stressps = 0.2, 5= FES?(Y)=EY|Y > q) (1+ stressgs).

Osserviamo che, sotto queste condizioni, sono verificate le ipotesi del Teore-
ma 3. Per comprendere la natura dello stress (3.8), si osservi nella Figura
3.14 l'istogramma della distribuzione di Y e la derivata di RN soluzione del

Problema (2.9) per questo caso. La Figura 3.14 ¢ in linea con la 3.12 in
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Figura 3.14: A sinistra: istogramma di Y ottenuto dai valori simulati del fondo finale.
La linea rossa a punti coincide con il livello del VarZ (Y) mentre quella a tratteggio con
invece ¢ = Var%(Y). La linea blu a punti coincide con il livello del ESZ(Y') mentre quella
a tratteggio con invece s = ESY(Y). A destra: derivata di RN ¢ simulata soluzione del
Problema (2.9) sotto al vincolo espresso da (3.8).



70 Reverse sensitivity analysis: un portafoglio di rendite vitalizie

quanto stiamo impiegando in entrambi i casi uno stress ricavato dal Proble-
ma (2.9). La differenza sostanziale giace nella variabile aleatoria output che
¢ stata cambiata di segno. Lo stress (3.8) ha un’importante interpretazione
in quanto comporta che, sotto la probabilita stressata @, il Value at Risk
sia pari a 0, che rappresenta per l'assicuratore la soglia tra ricavo e perdita
finale. In questo caso I’Expected Shortfall sub () ¢ quindi interpretabile come
perdita media per l'assicuratore (condizionatamente all’informazione che si
verifichi una perdita). Alla luce della sua natura interpretativa si continuera
a considerare lo stress (3.8) anche nei prossimi modelli.

Particolarmente interessante ¢ notare come si comporta lo stress (3.8) sui
fattori di rischio. Prendiamo ad esempio inizialmente in considerazione la
variabile aleatoria ;. Diversamente dalle casistiche precedenti, I'impatto
agisce in direzione opposta (si veda la Figura 3.15). La funzione di riparti-
zione di N; sotto la misura stressata () € sempre minore di quella sotto la
misura baseline P (diversamente da quanto accadeva nel caso della Figura
3.7). Per visualizzare meglio il fenomeno, si osservi il confronto tra la funzio-
ne di probabilita prima e dopo lo stress (3.8). La distribuzione di N; sotto Q)
assegna un peso maggiore ad un maggior numero di individui in vita rispetto

a quella sub P, cio comporta in generale che 'assicuratore dovra pagare piu
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Figura 3.15: A sinistra: contro tra funzione di ripartizione empirica di N sotto la misura
di probabilita baseline (blu) e quella stressata (rosso). A destra: confronto tra funzione di
probabilita di N7 sotto la misura di probabilita baseline (blu) e quella stressata (rosso).
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rate di rendita e quindi un abbassamento del livello del fondo. Si realizza

dunque uno scenario avverso all’assicuratore.

Consideriamo ora il caso generale per i fattori di rischio N;. Prendiamo come

riferimento nuovamente i valori di ¢ pari a 1,5, 10, 15,20,25,30 e 35. Con-

frontando la Figura 3.16 con la 3.8, si nota che 'impatto dello stress agisce,

ad ogni epoca, in direzioni opposte nei due casi. Sotto la misura stressata @),

ad ogni epoca t, si ha una sopravvivenza maggiore nel portafoglio di assicu-

rati. Come nel caso base, riesce anche

sia crescente nei primi quattro grafici,

questa volta che I'impatto dello stress

e poi scemi lentamente. La variabile

aleatoria N3; non sembra essere impattata dallo stress. Per confermare o
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Confronto tra funzioni di probabilita prima e dopo lo stress (3.8)

La distribuzione sotto la misura baseline ¢

rappresentata in blu, quella sotto al misura stressata in rosso.
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Figura 3.17: Reverse sensitivity measure I'y,, per t =1,...,35.

smentire questa analisi, si puo considerare la reverse sensitivity measure 'y,
(Figura 3.17). Si puo osservare dalla Figura che la misura di sensitivita, an-
che se in questo caso e sempre positiva, ha un profilo molto simile in termini
assoluti a quello della Figura 3.10. Pertanto si puo concludere che i fattori di
rischio che maggiormente causano l'incremento o il decremento del capitale

sono gli stessi.

3.4 Modello 2: scenari multipli per la mortalita

I modelli considerati sin qui hanno, in sostanza, un’unica fonte di incertezza
descritta dalla struttura binomiale (3.3), che riflette il rischio di fluttuazioni
casuali attorno il valore atteso causate dalla variabilita intrinseca a N;. Per
estendere il modello considerando anche il rischio di longevita (rischio di
natura sistematica) e preservandone la struttura, consideriamo tre scenari
di mortalita distinti. L’obiettivo di questa estensione e in generale tener
conto del rischio di longevita coerentemente con i fenomeni di espansione e
rettangolarizzazione, per dettagli si veda Pitacco et al. (2009). Consideriamo
come scenario centrale (med) quello utilizzato in precedenza, e i due scenari
alternativi introdotti in sezione 3.2 (vedi Figura 3.3). uno scenario in cui
si ha una riduzione della durata media di vita (maz) e uno in cui si ha

un aumento della durata media di vita (min). Si osservi che i due scenari
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Figura 3.18: Confronto mortalitd dei tre scenari. A sinistra: curva dei decessi (parte
non interpolata). A destra: funzione di sopravvivenza. In verde lo scenario med, in blu lo
scenario min e in rosso lo scenario max.

min e max sono scelti equiprobabili; cio permette di effettuare un confronto
tra questo modello e il precedente. Nella Figura 3.18 possiamo osservare il
comportamento della mortalita nei tre scenari; in particolare si osservi che
dal passaggio da maz a min si possono cogliere entrambi i fenomeni gia
menzionati (nel grafico di destra) in quanto la curva in primo luogo trasla
verso eta piu avanzate (espansione) e in secondo luogo € piu concentrata
intorno alla moda (rettangolarizzazione). Cio comporta un incremento della
durata di vita e inoltre sempre piu individui decedono all’eta modale. Nel
grafico a sinistra si e troncato l'asse delle ascisse a t = 25 per non visualizzare

I'effetto dell’interpolazione lineare.

3.4.1 Analisi di sensitivita

Immaginiamo che 'assicuratore disponga di un portafoglio di rendite vita-
lizie analogo a quello utilizzato nel Modello 1 soggetto pero a due fonti di
incertezza. Oltre all’aleatorieta gia analizzata nei casi precedenti indotta
dalla struttura binomiale (3.3), consideriamo, per descrivere i tre possibili
scenari che determinano la sopravvivenza del portafoglio di assicurati, un
ente aleatorio S che assume tre determinazioni min, med e max con relati-

ve probabilitd pmin, Pmed € Pmaz (SOtto la misura baseline P). La mortalita
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in questo modello stocastico ¢ dunque descritta nuovamente dalla relazione
(3.3) ove pero, diversamente dal Modello 1, G,4¢+ ¢ una variabile aleatoria

che assume determinazioni diverse a seconda dello scenario S

¢, seS=mar, ppew=P(S=mar)=02,
Gorte =4 ¢, se S=med, pmea= P(S=med)=0.6, (3.9)
gk, se S=min, pmin = P(S =min) =0.2.

Si noti che l'incertezza di ¢,4++ opera a livello della generica simulazione.
Dunque, fissata una simulazione, la coorte di Ny individui iniziali e soggetta
al medesimo scenario di mortalita; quale questo scenario sia dipende da S
attraverso le probabilita p,in, Pmed € Pmaz- Nel Modello 2 1a variabile aleatoria
output e:

Y=-Z,=9(Ny,...,Ny_r_1,5) (3.10)

Come ¢ evidente dalla (3.10), ci mettiamo nuovamente nell’ottica di costruire
uno stress che rappresenti una situazione avversa all’assicuratore. Come nei
casi precedenti immaginiamo inoltre che ’assicuratore calibri un margine ini-

ziale da allocare al portafoglio per limitare la probabilita di rovina al 2.5%.
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Figura 3.19: A sinistra: istogramma di Y ottenuto dai valori simulati del fondo finale.
La linea rossa a punti coincide con il livello del Varf (Y) mentre quella a tratteggio con
invece ¢ = Var%(Y). La linea blu a punti coincide con il livello del ESZ(Y) mentre quella
a tratteggio con invece s = ESY(Y). A destra: derivata di RN ¢ simulata soluzione del
Problema (2.9) sotto al vincolo espresso da (3.8).
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Tale margine ¢ in questo caso pari a M = 100 500 ovvero circa 3 volte quello
del Modello 1. Introdurre un nuovo fattore di rischio ha pertanto costret-
to l'assicuratore ad allocare un margine maggiore per far fronte alla perdita
aleatoria.

Consideriamo per lo stress la medesima struttura (3.8) gia utilizzata nel caso
precedente ove si stressa contemporaneamente sia il Value at Risk che 'Ex-
pected Shortfall, in particolare si rammenti che in (3.8) si & posto il vincolo
q=VaR2(Y) = 0; cid comporta che sotto la misura di probabilita stressata
@ valori di Y maggiori del Value at Risk comportano per ’assicuratore una
perdita finale. Procediamo analizzando la distribuzione di probabilita della
variabile di interesse. La Figura 3.19 a sinistra fornisce indicazioni di come le
nuove ipotesi probabilistiche per la mortalita di portafoglio hanno impattato
sulla distribuzione di Y’; in particolare si noti I’andamento trimodale.
Procediamo tramite un confronto grafico tra le funzioni di ripartizione di Y
prima e dopo lo stress, si veda a tal fine la Figura 3.20 a sinistra. La for-
ma della funzione di ripartizione di Y ¢ in questo caso molto diversa dalle
precedenti a causa dell’introduzione dei tre scenari; si notino in particolare
i tre scalini in corrispondenza ai valori di Y dove si ha massa probabilistica

(vedi Figura 3.19)). Come negli altri casi la funzione di ripartizione sotto la
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Figura 3.20: A sinistra: confronto tra funzioni di ripartizione di Y sotto le due misure.
A destra: confronto tra probabilita dei tre scenari di mortalita sotto le due misure.
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probabilita stressata () ¢ sempre minore di quella sotto la probabilita base-
line P. In presenza di scenari multipli che descrivono la sopravvivenza degli
assicurati particolarmente interessante ¢ 1’analisi dell’effetto che lo stress ha
sulle probabilita dei tre scenari date in input. Nella Figura 3.20 a destra,
rammentando che lo stress ha un impatto negativo sulla gestione del fondo,
non stupisce che la probabilita sotto la misura stressata () dello scenario min
(quello con massima longevita) ¢ aumentata da 0.2 a 0.262. La probabilita
degli altri due scenari ¢ invece diminuita. In particolare per lo scenario max
da 0.2 a 0.185 e per med da 0.6 a 0.553.

Procediamo I’analisi tramite lo studio dell’impatto che lo stress ha comporta-
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Figura 3.21: Confronto tra le funzioni di probabilita di N; per t = 1, 5,10, 15,20, 25,30 e
35. La funzione di probabilita di NV; sotto al misura di probabilita baseline & in blu, quella
sotto la misura stressata in rosso.
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to sulle distribuzioni degli V;. Come nel Modello 1, prendiamo in considera-
zione il campione con t = 1, 5, 10, 15, 20, 25, 30 e 35 (Figura 3.21). Osserviamo
in primo luogo l'effetto che la presenza dei tre scenari comporta sui numeri
aleatori V;. Procedendo da t = 1 a t = 25 la distribuzione si dilata sempre
di piu fino ad acquisire una forma trimodale ben delineata. Successivamente
appare ricompattarsi fino a ripresentare un’unica moda ad epoche estreme
(si rammenti che N3; ¢ il numero aleatorio di individui in vita a 100 anni).
Lo stress colpisce sempre nella medesima direzione: sotto la nuova misura si
ha maggiore sopravvivenza. In particolare si puo notare che, qualora siano
presenti le tre mode, € solo quella relativa allo scenario min ad avere un
incremento probabilistico. Le altre presentano un decremento. Non e in que-
sto caso semplice analizzare il comportamento dello stress per ¢t = 10, ..., 25,
per comprendere quale dei fattori di rischio sia piu impattato dal cambio di
misura e ricavarne un ranking. Concludiamo ’analisi del Modello 2 misuran-
do la sensitivita dei fattori di rischio. La Figura 3.22 presenta i valori della
reverse sensitivity measure I'y, per t = 1,...,35. La Figura ci consente di
comprendere meglio quanto evidenziato dalla 3.21. In primo luogo osservia-
mo che 'andamento di I'y,, al variare di ¢, € campanulare, prima crescente
e poi decrescente. Le variabili aleatorie N; per ¢ = 15,...,25 (circa) sono

tutte fortemente impattate dal cambio di misura quasi allo stesso modo a

Reverse Sensttivity measure

Figura 3.22: Reverse sensitivity measure (I'y,), per t =1,...,35.
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differenza di quanto avveniva nel Modello 1 (vedi Figura 3.10) . Infine si puo
osservare che ad eta estreme l'effetto dello stress, come gia evidenziato dalla

Figura 3.21, scemi drasticamente.

In questo modello, come si e descritto nella prima parte, sono presenti sia
il rischio di processo (la struttura binomiale) che quello sistematico (i tre
scenari aleatori). In presenza di piu scenari per la descrizione della mortalita
del portafoglio si e interessati a misurare anche la sensitivita degli scenari
al cambio di misura. Cio permetterebbe in generale di comprendere qua-
le delle due fonti di rischio € complessivamente piu importante. Si osservi
pero che le variabili aleatorie N; inglobano entrambi gli effetti che andrebbe-
ro scorporati. Il problema in questo caso e che, tutte le volte che per Y si
realizza un valore maggiore del suo Value at Risk sotto la misura stressata,
necessariamente cio ¢ causato da una simulazione di mortalita dallo scenario
maz. Cio € equivalente ad osservare che le determinazioni della derivata di
RN associate agli scenari min e med sono costanti, non permettendo per-
tanto di studiare il comportamento di N; condizionatamente allo scenario.
Queste considerazioni fanno in ogni caso comprendere che la variabile S e

sicuramente il fattore di rischio preponderante per questo modello.

3.5 Modello 3: scenari multipli per la mortalita con

tasso aleatorio

Consideriamo in questa sezione, un nuovo modello per la valutazione del
portafoglio di rendite. Mantenendo inalterata la struttura per la descrizione
della sopravvivenza degli assicurati del portafoglio rispetto quella del Modello
2 (impiegando pertanto i tre scenari min, med e mazr gia analizzati), intro-
duciamo un modello stocastico che descriva ’evolversi nel tempo del tasso di
interesse. Il tasso di interesse rappresenta in generale un’importante fonte di
incertezza in quanto, come ¢ noto, una forte componente della rischiosita di
un portafoglio di rendite vitalizie & dovuta alle performance degli investimen-

ti finanziari. Originariamente il modello di Vasicek (1977) era impiegato per
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descrivere 'andamento del tasso privo di rischio. In questo capitolo, come in
Olivieri e Pitacco (2003), sara utilizzato per descrivere 'andamento, su tutto
I’arco temporale di riferimento, degli attivi che I'assicuratore ha collocato a
copertura delle riserve matematiche. Indicato con r; il tasso spot istantaneo
in ¢, il modello di Vasicek descrive ’evolversi nel tempo di r,; attraverso la

seguente equazione differenziale stocastica:
dry = a(f — ry)dt + odW,, (3.11)

ove {W;} ¢ un processo di Wiener standard, e 5, e o sono parametri reali
positivi: 8 rappresenta il livello medio del tasso spot istantaneo a lungo ter-
mine, « esprime la velocita con la quale il processo converge a 3 e infine o
descrive la volatilita del processo. All’epoca iniziale il livello del tasso e noto e
pari a rg. In seguito, per la simulazione delle traiettorie del tasso d’interesse,
si impieghera il seguente risultato relativo al modello di Vasicek (per det-
tagli si veda Brigo e Mercurio (2006)). Condizionatamente all’informazione
disponibile all’epoca s, con s < t, r; € cosi distribuito:

2

ri~ N (rs e B1—e ), (1 e—2a<t—s>)) . (3.12)
A partire da r, ricaviamo (in via approssimata) i tassi semplici aleatori per
le epoche ¢ = 1,...,w — x tramite l'espressione i; = e"*' — 1. Questi sono
successivamente impiegati nell’equazione ricorsiva del fondo di portafoglio
(3.2). Si noti che il primo tasso semplice 7; ¢ dunque un numero certo.
All’epoca iniziale, il tasso medio relativo all’epoca futura ¢ e individuato

quindi dalla seguente espressione:
E(ry) = roe " + B(1 —e™*). (3.13)

Si osservi che si sta assumendo, come ¢ ragionevole, l'indipendenza tra il
fenomeno stocastico che descrive la mortalita del portafoglio degli assicurati
e quello che descrive I'evolversi nel tempo del tasso di interesse. In que-

sto modello, dove sono presenti contemporaneamente tre importanti fonti di
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incertezza ¢ di fondamentale importanza rilevare quale di queste tre sia pre-
ponderante sulle altre. In particolare, introducendo il tasso aleatorio, si puo
ora studiare come si comportano nel tempo sopravvivenza e tasso per com-
prendere quale dei due sia piu importante in un determinato istante futuro.

Procediamo con 1’analisi di sensitivita.

3.5.1 Analisi di sensitivita

Immaginiamo che 'assicuratore disponga di un portafoglio di rendite vita-
lizie analogo a quello utilizzato nel Modello 2 nel quale pero impiega un
modello stocastico per la descrizione dell’andamento del tasso di interesse.

La variabile aleatoria Y output del modello e:

Y =—Z,=g(S,N1,...,No—o—t1,92, .. lw_z) (3.14)

Il vettore aleatorio dei fattori di rischio X contiene dunque anche i tassi
semplici aleatori ad ogni epoca ;. Per quanto concerne il modello di Vasi-
cek consideriamo i seguenti parametri: o = 0.1, ¢ = 0.007, 5 = 0.02956 e
per il tasso di interesse iniziale poniamo rq = 0.02956. Si noti che il tasso
istantaneo iniziale ry € pari a [, pertanto la traiettoria media implicata dal
modello ¢ costante e pari a 3% (vedi (3.13)). Questa scelta permette, come

si era fatto nel Modello 2, di confrontare questo modello con i precedenti.

0.054

Tasso

0.00

o 10 20 30 40
Epoche

Figura 3.23: Traiettorie delle prime 500 simulazioni del tasso semplice impiegato
nell’equazione del fondo 3.2. La traiettoria rossa indica il tasso medio implicato dal
modello.
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Per comprendere il comportamento dell’equazione (3.11) analizziamo in un
grafico le prime 500 traiettorie dei tassi d’interesse. Come si puo osservare
dalla Figura 3.23, il modello di Vasicek non pone restrizioni sul segno di r; (e
dunque di %t) che puo diventare anche negativo. Questo aspetto, ritenuto in
passato un limite del modello, ¢ considerato oggi, a causa dei livelli odierni
dei tassi di interesse, uno dei punti di forza che lo contraddistinguono. Come
gia fatto in precedenza, I'assicuratore alloca al portafoglio un margine iniziale
per limitare la probabilita di rovina al 2.5%, che riesce pari a M = 269 000.
Si rammenti che nel Modello 2 era 100500, quindi, come nel passaggio tra il
Modello 1 e il 2, considerare un’ulteriore fonte rischio costringe 1’assicuratore

ad allocare un margine maggiore.

Alla luce della posizione (3.14), siamo quindi interessati ad analizzare co-
me uno stress che rappresenta uno scenario avverso all’assicuratore impatti
sul modello stocastico introdotto. Per lo stress impieghiamo nuovamente la
struttura (3.8). Si rammenti che lo stress interessa sia il Value at Risk che
I’Expected Shortfall, e si impone in particolare che il Value at Risk sotto

la misura stressata sia pari a 0. La presenza del modello stocastico per il
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Figura 3.24: A sinistra: istogramma di Y ottenuto dai valori simulati del fondo finale.
La linea rossa a punti coincide con il livello del VarZ (Y) mentre quella a tratteggio con
invece ¢ = Var%(Y). La linea blu a punti coincide con il livello del ESZ(Y') mentre quella
a tratteggio con invece s = FSY(Y). A destra: derivata di RN ¢ soluzione del Problema
(2.9) sotto al vincolo espresso da (3.8).
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tasso d’interesse compatta la massa probabilistica della distribuzione di Y,
non sono pertanto piu presenti le tre mode (si confronti la Figura 3.24 con
la Figura 3.19). La distribuzione presenta inoltre una marcata asimmetria
negativa.

Procediamo con il confronto tra le funzioni di ripartizione di Y sotto le due
misure, si veda a tal fine la Figura 3.25 a sinistra. Come osservato dall’i-
stogramma, la funzione di ripartizione di Y sotto la misura baseline non
presenta i tre scalini che si osservavano nel Modello 2. Valgono in generale i
medesimi commenti gia proposti in precedenza. Nella Figura 3.25 a destra,
e analizzato 'impatto che lo stress ha sulla probabilita dei tre scenari. Come
nel caso precedente, lo scenario min e l'unica a presentare un incremento
probabilistico. In particolare si passa da 0.2 a 0.236. Per quanto concerne
gli altri due scenari, nel caso max si passa da 0.2 a 0.186 mentre per med
da 0.6 a 0.578. Si osservi che, rispetto al caso precedente, 'impatto dello
stress sugli scenari ¢ dunque piu contenuto a causa della presenza del tasso
aleatorio che assorbe una parte della distorsione probabilistica. Nel seguito,
quantificheremo tramite misura di rischio 'importanza della variabile di sce-
nario per lo stress (3.8). Analizziamo I'impatto che lo stress ha avuto sugli

altri fattori di rischio in input. In questo caso si puo prendere in considera-
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Figura 3.25: A sinistra: confronto tra funzioni di ripartizione di Y sotto le due misure
di probabilita. A destra: confronto tra probabilita dei tre scenari di mortalita sotto le due
misure di probabilita.
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zione non solo 'effetto, al variare di t, sulle variabili aleatorie N; ma anche

sulle ;. Non presentiamo il grafico dello stress sui singoli N, in quanto &

o’

simile a quello del Modello 2 (Figura 3.21) anche se l'effetto dello stress
pilt contenuto; valutiamo invece l'impatto sulle variabili aleatorie 7, si veda
a tal fine la Figura 3.26. Nella Figura e rappresentato il comportamento a
confronto della funzione di ripartizione di #;, t = 2,5, 10,15, 20, 25, 30 e 35,
sotto la probabilita baseline P e quella stressata (). Come si puo osserva-
re la funzione di ripartizione sotto la misura baseline € sempre minore di

quella sotto la misura stressata ad indicare che lo stress comporta in genera-
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Figura 3.26: Confronto tra le funzioni di ripartizione di 4, per t = 2,5, 10, 15, 20,25, 30 e
35. La funzione di ripartizione di 7; sotto al misura di probabilita baseline & in blu, quella
sotto la misura stressata in verde. L’area rossa ombreggiata indica la differenza tra le due
funzioni di ripartizione (sub @ - sub P) ed & riscalata sull’asse delle ordinate rosso a destra
del grafico.
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le tassi di interesse minori (I’assicuratore consegue realizzazioni minori sulle
performance finanziarie degli attivi che ha allocato a copertura della riserva
matematica). In particolare, si puo osservare un comportamento dapprima
crescente (fino ¢ = 10) e poi lentamente decrescente, e ad epoche estreme
non sembra esserci sostanziale differenza nella distribuzione prima e dopo lo

stress.

Confrontiamo ora tramite un grafico il comportamento della reverse sen-
sitivity measure al variare di t per N, (effetto complessivo mortalita) e 4,
(effetto complessivo tasso). Si osservi che, in generale, quando studiamo il
comportamento della variabile aleatoria Ny, stiamo implicitamente tenendo
conto simultaneamente sia del rischio di processo legato all’aleatorieta intrin-
seca all’effetto mortalita (nel nostro caso generata dalla binomiale (3.3)) che
all’effetto dovuto alla presenza degli scenari (rischio sistematico). Come ab-
biamo gia analizzato, lo stress comporta tassi in generale pitt bassi e dunque
la reverse sensitivity measure legata a 7, & negativa per ogni t. Nella Figura
3.27 la reverse sensitivity measure per il tasso e considerata in valore assoluto
per ottenere un confronto efficace.

La Figura conferma quanto detto sull’andamento nel tempo dei due profili

di stress. Per quanto concerne il tasso si ha un profilo prima fortemente
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Figura 3.27: Confronto tra reverse sensitivity measure di Ny (rosso) e 7,41 (blu).
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crescente, fino a t = 8, e poi decrescente. Per la mortalita il profilo della
reverse sensitivity measure appare crescente fino a t = 24, e successivamente
decresce. Ad ogni modo e evidente che il fattore di rischio predominante ad
ogni epoca precedente a t = 19 ¢ il tasso d’interesse mentre successivamente
e piu importante 'effetto della mortalita.

Concludiamo lo studio del Modello 3 considerando un approccio sintetico per
la valutazione dell'importanza delle fonti di rischio. La Figura 3.27 ci forni-
sce indicazioni sull’importanza dell’effetto dovuto alla mortalita e al tasso per
ogni epoca t = 1,...,35. Con riferimento al medesimo intervallo temporale,
indicata con T' = 35 l'ultima epoca di riferimento, introduciamo le seguenti

due variabili aleatorie:

1

1 I T+1 T+1
T=-—-Y N, i=[]]a+i) —1. (3.15)
No
t=0 t=1
Dunque, T" fornisce una sintesi per le variabili aleatorie Ny, e rappresenta,
con riferimento ai primi 35 anni di assicurazione, il numero aleatorio di anni
vissuti dalla collettivita di N, assicurati per assicurato. La variabile alea-
toria ¢, che sintetizza le i;, e il tasso annuo semplice che, se costante sul
periodo [0, 77, garantisce lo stesso livello di capitalizzazione della sequenza
1,...,ir4+1. Con riferimento a queste due variabili aleatorie & possibile cal-
colare la reverse sensitivity measure per comprendere 'effetto complessivo
di mortalita (rischio di processo e sistematico) e tasso di interesse (rischio

sistematico). Si ha:
Iz =8(T,¢) =0515 T;=358(i,¢) = —0.696

Possiamo dunque concludere che, analizzato complessivamente, 1’effetto do-
vuto al tasso e piu importante di quello della mortalita. Osserviamo che, con-

siderando nuovamente le espressioni in (3.15), ma con riferimento ad intervalli
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temporali troncati, individuati dai primi 10 e 25 anni, si ottiene:

10 anni: D7 =0.314, T; = —0.835,
25 anni : D'z = 0.504, I; = —0.817.

Pertanto considerati intervalli temporali piu brevi, a partire dall’epoca ini-
ziale, la differenza tra le due misure di sensitivita si acuisce sempre di piu
(vedi Figura 3.27).

Per misurare la sensitivita della variabile di scenario S, che non ¢ di tipo nu-
merico, e necessario effettuare un’opportuna trasformazione. Consideriamo

la variabile aleatoria M cosi definita:

tmin ~ P(S = min) = ppin = 0.2,
M=nh(S)=1q tmea P(S=med) = ppneq=0.06,
tmar  P(S = max) = pmas = 0.2,

OVe trin,s tmed € tmae indicano rispettivamente la durata media di vita troncata
in 7" di un generico assicurato dall’epoca iniziale, nello scenario min, med e

max. Per essa la reverse sensitivity measure e pari a:
Iy =S(M,¢) = 0.623.

Misurata complessivamente, la sensitivita del rischio di longevita, anche se

minore di quella del tasso, € molto alta.

Descrivere 'effetto del rischio di longevita impiegando i tre scenari comporta,
in primo luogo, una significativa semplificazione del fenomeno di mortalita
stocastico. Inoltre, selezionare e assegnare coerentemente una distribuzione
iniziale sulla terna di scenari € un’operazione delicata. Queste possibili cri-
tiche fanno comprendere che per uno studio pit completo della sensitivita
rispetto il rischio di longevita e necessario un modello pienamente stocastico

come quello descritto nella sezione 3.2.
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3.6 Modello 4: approccio pienamente stocastico

Introduciamo in questa sezione 1'ultimo modello per la descrizione del porta-
foglio di rendite vitalizie. Consideriamo nuovamente per il tasso di rendimen-
to aleatorio il modello di Vasicek (con medesimi parametri) ma presentiamo
una nuova struttura per la descrizione della mortalita del portafoglio di assi-
curati. Nei Modelli 2 e 3 si sono considerati, per la descrizione della mortalita
del portafoglio, tre distinti scenari futuri. Nel Modello 4 si impiega in modo
completo il modello M7 analizzato in 3.2. Implicitamente cio ¢ equivalente a

considerare infiniti possibili scenari futuri.

3.6.1 Modello 4 - analisi di sensitivita

Ipotizziamo, come negli altri casi, che I'assicuratore allochi un margine ini-
ziale per limitare la probabilita di rovina al 2.5%, esso & pari a M = 273 000,
poco piu alto del margine del Modello 3. Questo risultato fa intuire che,
dal punto di vista della rischiosita, i Modelli 3 e 4 hanno strutture simili.
Cio in generale non deve sorprendere, in quanto 1'unica differenza tra tali

modelli e rappresentata dall’effetto della mortalita, ove si rammenti che i tre
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Figura 3.28: Confronto tra le funzioni di probabilita di N; per ¢t = 10 (sinistra) e ¢t = 25
(destra). La funzione di probabilita di N; sotto al misura di probabilita baseline ¢ in blu,
quella sotto la misura stressata in rosso.
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scenari impiegati nel Modello 3 sono calibrati sui quantili 10 e 90 di quelli
del Modello 4. Nell’analisi di sensitivita si analizzera pertanto se i tre scenari
colgono adeguatamente o meno la variabilita del modello M7. Per il Modello

4, la variabile aleatoria output Y output e:
Y = _Zn = g<N1> ) wa:cfbg% s 7gwfx7 q:t,Oa cee 760.)7:1371#7171) (316)

Il vettore aleatorio dei fattori di rischio X contiene in questo Modello (al
posto della variabile di scenario S dei modelli precedenti) le probabilita di
decesso aleatorie della coorte di assicurati g4+;. Impieghiamo nuovamente la
struttura dello stress (3.8). A differenza degli esempi precedenti, si decide di
non riportare il grafico della distribuzione di Y (e derivata di RN) in quanto
e molto simile a quello del Modello 3. Analizziamo I'impatto che lo stress ha
avuto sui fattori di rischio in input. Per quanto concerne 'effetto della mor-
talita, si veda la Figura 3.28, dove si puo osservare che le variabili aleatorie
N; non presentano pit un andamento trimodale (vedi Figura 3.21). L’entita
dello stress ¢ crescente passando da t = 10 a t = 25, ma comunque modesta.
Come negli altri casi, sotto la misura stressata () si fornisce maggior peso ad
un maggior numero di sopravviventi (scenario avverso all’assicuratore). L’a-

nalisi dell’impatto per il tasso di interesse non e riportata in quanto molto
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Figura 3.29: Confronto tra reverse sensitivity measure di N; (rosso) e 7,41 (blu).
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simile a quella della Figura 3.26.

Confrontiamo ora, tramite la reverse sensitivity measure, 'impatto dello
stress su tasso e mortalita, si veda a tal fine la Figura 3.29. Anche in questo
caso, consideriamo la sensitivita del tasso in termini assoluti (¢ negativa) per
effettuare efficacemente il confronto grafico. Confrontando le Figure 3.29 e
3.27 'andamento generale appare simile, con una importante differenza. Nel
Modello 4, quando la sensitivita della mortalita prevale sul tasso (da t = 20),

Peffetto riesce decrescente.

Per misurare quale fattore di rischio ha complessivamente piu importanza
per il Modello 4, calcoliamo la reverse sensitivity measure con riferimento
alle due quantita aleatorie T e 7 introdotte in (3.15). Per esse si ha in questo
caso:

Iz =8(T,¢) =0.446, T;=S8(i,¢) = —0.703

Confrontando i risultati con quelli del Modello 3, 'effetto complessivo della
mortalita ¢ diminuito. Cio € imputabile all’eccessivo peso (20 %) dato ai due
scenari estremi min e maz. Per misurare il solo rischio sistematico legato alla

mortalita, introduciamo la seguente quantita:

T
€= g hﬁ657
h=1

ove ppgs € la variabile aleatoria che rappresenta la probabilita, per un assi-
curato in vita a 65 anni, di essere ancora in vita dopo h anni. La variabile
aleatoria € misura dunque la durata media di vita a eta 65 troncata in 7" di

un generico individuo della collettivita. Con riferimento a questa si ha:
I'; = S(6,¢) = 0.427.

L’effetto del rischio sistematico legato alla mortalita ¢ dunque inferiore a
quello misurato tramite le variabili aleatorie T e 7. La sensitivita del rischio

di mortalita e quasi interamente dovuta alla sua componente sistematica.






Capitolo 4

Reverse sensitivity analysis: il

rischio di credito

L’obiettivo di questo capitolo e 'applicazione del framework concernente la
reverse sensitivity analysis, introdotto nel secondo capitolo, ad un modello
per la gestione di un portafoglio di prestiti soggetti a rischio di insolvenza.
Come si e gia evidenziato nel primo capitolo, gli operatori economici, finan-
ziandosi a vicenda, si aprono alla possibilita che la controparte non faccia
fronte globalmente, o in parte, agli impegni assunti. Questa evenienza gene-
ra un rischio denominato rischio di credito (o di controparte). In un’accezione
piu ampia, il rischio di credito si esplica in un peggioramento della qualita
creditizia (credit worthiness) della controparte; cio comporta, in generale,
una diminuzione del valore del credito e quindi una sofferenza per il credito-
re.

Per gli istituti bancari il rischio di credito rappresenta, nella maggior parte
dei casi, la fonte di rischio con maggior peso sulla gestione. A conferma di
questo aspetto, il rischio di credito, come visto nel Capitolo 1, ha un ruolo
centrale nella normativa Basel III. Anche per le imprese di assicurazione,
seppur in peso minore rispetto alle banche, il rischio di credito ha un ruolo
influente. Prima dell’introduzione di Solvency II, nella valutazione dei requi-
siti di capitale non era richiesto alle imprese di assicurazione di tener conto

di nessun rischio di natura finanziaria. Oggi, ¢ ormai evidente, che per le
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imprese di assicurazione i rischi di natura finanziaria stanno assumendo nel
tempo un ruolo di sempre maggior rilievo. In letteratura, alla luce della rile-
vanza che il rischio di credito ha assunto negli ultimi decenni, si e sviluppato
un forte interesse che ha permesso la nascita di un vero e proprio settore
di studio, in cui si possono distinguere due grandi filoni. Il primo concerne
modelli quantitativi per la gestione del rischio di credito finalizzati ad ot-
tenere la distribuzione della perdita aleatoria complessiva su un prefissato
arco temporale (credit risk management). A partire da questa distribuzione,
usualmente, si ottengono poi i requisiti di capitale per coprire la perdita ad
un fissato livello di confidenza. Un secondo filone riguarda valutazioni di
prodotti finanziari in presenza di rischio di credito, e in particolare di deri-
vati sul credito. In questo caso € necessaria I'implementazione di un modello
stocastico a tempo continuo, in quanto il pay-off di molti prodotti finanzia-
ri di questo tipo dipende dall’esatto istante del default. Ci concentreremo

esclusivamente sui modelli del primo tipo.

Sebbene sia presente in letteratura una vasta varieta di modelli per il credit
risk management, molti di questi hanno caratteristiche di analogia e possono
essere visti come casi particolari di un’unica struttura generale. Costruire
un modello per il credit risk management implica necessariamente dover af-
frontare alcune problematiche. La prima, e forse pit importante di queste, &
dovuta alla scarsita di dati pubblici disponibili per le valutazioni. Un altro
problema centrale e la descrizione della complessa struttura di dipendenza
delle variabili aleatorie che descrivono i default delle singole imprese. Co-
me vedremo dettagliatamente, questo aspetto, che ¢ il cuore dei modelli per
il credit risk management, ha un peso molto importante sulla distribuzione
della perdita aleatoria globale; piu la dipendenza tra i rischi ¢ forte piu la
coda destra della distribuzione diventa spessa e lunga. A titolo di esempio si
veda la Figura 4.1 nella quale sono confrontate le distribuzioni delle perdite
complessive per due portafogli di rischi omonogenei con medesime probabi-
lita di default ma diversa struttura di dipendenza. Si considera, in questo
caso, un istituto finanziario che ha segmentato il proprio portafoglio in tre

tranche, ognuna con un opportuna probabilita di default e struttura di di-



93

—— Default dipendenti

---- Defaultindipendenti
0.004 1

0.0024

Probabilita

0.002 4

0.001

0.000 4

o 1000 2000 3000

Figura 4.1: Confronto tra la distribuzione della perdita complessiva impiegando modelli
con medesima probabilita di default ma diversa struttura di dipendenza. La linea con-
tinua e la distribuzione della perdita nel caso i default siano tra loro dipendenti le linea
tratteggiata nel caso siano indipendenti. I dati impiegati son quelli della sezione 4.3 (non
¢ stata impiegata la copula tra le tranche).

pendenza. La perdita totale considera il comportamento complessivo delle
tre tranche. Come si puo vedere, nel caso di indipendenza tra i default la
distribuzione della perdita ¢ molto concentrata. Nel caso di default dipen-
denti la distribuzione presenta invece asimmetria e coda destra piti marcata.
Come vedremo successivamente, per descrivere la dipendenza stocastica tra
i default si impieghera una struttura su due livelli. Cio implichera la pre-
senza di una dipendenza piu forte che andra quindi ad incrementare il peso
della coda destra della distribuzione. In generale, dal punto di vista del ri-
sk management, le distribuzioni fortemente asimmetriche con code pesanti
sono da trattare con estrema cautela. Per comprendere come ¢ possibile
indurre in modo semplice una struttura di dipendenza tra i default del por-
tafoglio procediamo esponendo i modelli mistura. Nel corso del capitolo, per

I'esposizione dell’apparato teorico, si fa riferimento a McNeil et al. (2015).
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4.1 Modelli Mistura

Nei modelli mistura le variabili aleatorie che descrivono I’evento default per
le varie controparti sono ipotizzate dipendere dalle realizzazioni di altre va-
riabili economiche di riferimento. Si suppone in particolare che i default
siano stocasticamente indipendenti condizionatamente alle determinazioni di
queste variabili di riferimento. Questa tipologia di dipendenza stocastica e
ragionevole in quanto ci si aspetta che il comportamento di alcune grandez-
ze macroeconomiche impatti allo stesso modo sulla distribuzione dei default
delle singole controparti; cio comporta l'instaurarsi di un particolare tipo di
dipendenza stocastica tra queste ultime. Tale approccio introduce quindi
esplicitamente un rischio di natura sistematica nel modello. Molto spesso,
inoltre, si fa riferimento a portafogli con un numero elevato di posizioni e
pertanto studiare le complesse relazioni sussistenti individualmente tra que-
ste e un’operazione difficilmente realizzabile. E importante osservare che
questa famiglia di modelli non rappresentano una classe a sé stante ma gene-
ralizzano quasi tutti i modelli impiegati nell’industria. In particolare molti
dei cosiddetti modeglli soglia (treshold models) possono essere rappresenta-
ti equivalentemente come modelli mistura, si veda a tal fine McNeil et al.
(2015) per una discussione approfondita. Prima di introdurre la struttura

dei modelli mistura presentiamo ’ambiente di lavoro generale.

Introduciamo uno spazio di probabilita (€2,.4), e sia P ¢ la misura di proba-
bilita baseline definita su tale spazio. Consideriamo un operatore economico
(ad esempio un istituto bancario) avente un portafoglio di m posizioni di
credito con relative esposizioni su un orizzonte temporale T'. Indichiamo con
S;, 1 =1,...,m, la variabile aleatoria dicotomica che indica se, al tempo 7',
I'i-esimo debitore ¢ andato incontro a default (S; = 1) oppure no (S; = 0). S;
¢ quindi I'indicatore del default dell’i-esimo debitore. Sia S = (Sy,...,Sm,)"
il vettore aleatorio avente le S; come marginali. In questo ambito, indica-
to con p; la probabilita che 1’i-esimo debitore sia insolvente in 7', ovvero

p; = P(S; = 1) = Ep(S;), la correlazione tra gli indicatori di insolvenza S; e
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S}, nota anche come default correlation, e:
E<SiSj) - @]_9]'
V@ -7)F - 7)

p(Si7 SJ) =

Sia M la variabile aleatoria che conta il numero di default, cioe M = """ S;.
La perdita causata dal default dell’i-esima controparte (loss given default)
e pari a d;e;, dove, con riferimento all’i-esima controparte, e; > 0 indica
I'esposizione complessiva e §; € [0, 1] la percentuale di questa che viene persa
conseguentemente al default. A partire da queste quantita e possibile definire

I'effettiva perdita globale L come:

i=1

L ¢ la variabile aleatoria d’interesse per questo problema e rappresentera

I'output del modello di sensitivita.

Per semplificare ’analisi introduciamo un’importante ipotesi, che permet-
te di tradurre I'idea intuitiva di omogeneita tra le controparti. Supponiamo

dunque che il vettore aleatorio S sia scambiabile, ovvero:
d .
S=(5,...,59) = (Suq), - - -, ) per ogni 1,

ove IT : {1,...,m} — {1,...,m} indica una permutazione di 1,...,m e 4
indica 'uguaglianza in distribuzione. Si rammenti che cio comporta che, per
ogni k € {1,...,m}, gli (T]Z) possibili sottovettori k-dimensionali sono ugual-
mente distribuiti. Questa ipotesi, che semplifica notevolmente il problema,
permette di introdurre una notazione semplificata che impiegheremo nel cor-
so del capitolo. Indichiamo dunque con 7 la probabilita di default congiunta
di k controparti, ovvero:

11

:17--'7Sik:1)7 {il,...,lk}E{l,...,m}, 1<k<m.
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Nel caso di k& = 1, utilizzeremo al posto di m; semplicemente il simbolo
7. Si noti che queste probabilita sono valutate sotto la misura baseline P.

Conseguono banalmente le seguenti relazioni, valide per ogni i # j:
Ep(S;) = Ep(S7) = P(S; =1) =,
Varp(S;) = Ep(S?) — Ep(S;)? =7 — 7%,
Ep(SiS;) = P(S; =1,5; =1) = m,
Covp(Si, S;) = Ep(SiS;) — Ep(Si)Ep(S;) = mp — 7°.

Dunque, la default correlation ¢ comune ad ogni coppia (.5;,.S;) ed & pari a:

Introduciamo ora un particolare modello di tipo mistura: il modello mi-
stura bernoulliano. Il modello viene presentato in termini generali, inizial-
mente senza l'ipotesi di scambiabilita, per comprendere 1’esatto ruolo e le

semplificazioni che I'ipotesi comporta.

4.1.1 Modello mistura bernoulliano

Considerato un numero naturale [ < m, sia ¥ = (¥y,..., ¥;)T un vettore
aleatorio [-dimensionale. Il vettore aleatorio S ¢ distribuito come un modello
mistura bernoulliano con fattore ¥ se esistono m funzioni f; : R? — [0, 1]
tali che, le marginali di S sono, condizionatamente a ¥, variabili aleatorie

indipendenti, che soddisfano:

P(Sizl“l’:@b):fz’(w)'

Pertanto, assunto s = (s1,...,8,)" € {0,1}™, la legge congiunta di S

condizionata a W si fattorizza nel seguente modo:

PS=s|¥=1)= Hfiw)sl‘(l — fi(yp))
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Si osservi che, se le funzioni f; coincidono, f; = fi per ogni i, allora il modello
soddisfa l'ipotesi di scambiabilita. Nel seguito si considerera un modello di
questo tipo. In molti casi operativi non sono disponibili utili informazioni
per la calibrazione di un modello con piu fattori. Si considera pertanto un
modello con [ = 1. Indichiamo, per semplicita, con H = f;(¥) il fattore a cui
ci si condiziona e con Fpy la sua funzione di ripartizione. Si osservi che, per
la proprieta iterativa della speranza matematica condizionata, condizionare
a¥oad H= fi(V) & equivalente. Subordinatamente all’evento (H = h),
il numero aleatorio di default M ha quindi una distribuzione binomiale con

parametri h e m:

P(M=Fk|H=h)= (’Z) BF(1 — By,

Per ottenere la distribuzione non condizionata di M e necessario integrare

rispetto alla variabile condizionante, e dunque:

P(M =k) = /O 1 (’2) R — h)™ % dFy(h). (4.2)

Alla luce delle ipotesi fatte, si possono calcolare le probabilita di default non
condizionate m e 7, come momenti della distribuzione di H. Infatti, in primo
luogo, si ha':

T =Ep(S;) = Ep(Ep(Si|H)) = Ep(H),

ed in secondo luogo risulta, per k =2,... m:

Wk:P(Slz 1,...,Sk = 1) :Ep(Sl,...,Sk) :EP(EP(Sl,,Sk‘H)) =
=Ep(Ep(Si|H) - Ep(Sy|H)) = Ep(H").

Pertanto, specificata la distribuzione Fy, le probabilita di default (di una o
piu controparti) non condizionate coincidono con i momenti di H. Osservia-

mo infine che la covarianza tra S; e Sj, con 7 # j, ¢ data dalla varianza di H

'La seconda uguaglianza & un applicazione della proprieta iterativa del valore atteso
condizionato.
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ed ¢ dunque sempre non negativa:
COVP(Si, S]) = Ty — 7T2 = Varp(H) 2 0.

Per specificare completamente il modello occorre ancora assegnare distri-
buzione misturante Fp. Considereremo nella prossima sezione il caso in
cui H e distribuita come una Beta. Il modello che si ottiene ¢ denomi-
nato Beta-Binomiale, e rappresenta un’approssimazione del famoso modello
CreditRisk™ introdotto da Credit Suisse Financial Products nel 1997, per
dettagli si veda McNeil et al. (2015).

4.1.2 Modello Beta-Binomiale

Nel modello Beta-Binomiale si assume che H ~ Beta(a, b); si rammenti che

la funzione di densita della distribuzione Beta ¢ siffatta:

1 ~1 b—1
gh)= —h*(1—=h)"", a,b>0,0<h<1,
B(a,b)
ove B(a,b) denota la funzione beta di Eulero?. Con questa particolare ipo-
tesi e possibile ricavare un’espressione esplicita per tutte le quantita intro-
dotte nella precedente sezione. Partiamo dalle probabilita di default non

condizionate. Si ha:

Ty = Ep(H") = ! /1 R* =1 (1 — h)*~'dh
g r B((I,b) 0
_ 1 ! k+a— - - ﬁ(a—i_k?b)
= Sy, M= EERE ks

Per la funzione di beta di Eulero, si puo dimostrare, a partire dalla sua
rappresentazione tramite funzione Gamma, che sussiste la seguente relazione

ricorsiva, valida per a > 0, b > 0:

Bla+1,8) = ——B(a.b).

28(x,y) = fol t*=1(1 — ¢)¥=1dt., con z > 0,y > 0. Essa ¢ legata alla nota funzione

L(x)T(y)
I(z+y) -

Gamma dalla seguente relazione: 3(x,y) =
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Pertanto, si ottiene la seguente espressione esplicita per la probabilita di

default non condizionata:

k-1

a—+j
i — 1<k <m. 4.3
) [Ia+b+J 43)
7=0
In particolare, si ha m = m = %4 e mp = Wai—;;lrl. Come osservato nella

sezione precedente, a partire da 7 e my, € possibile individuare anche la default

correlation, che riesce pari a:

7r2—7r2_ 1
T—7m2 a+b+4+1

P (4.4)

Per la variabile aleatoria M, che conta il numero aleatorio di default tra le m
controparti, si dice, in questo caso, che ha una distribuzione Beta-Binomiale
con parametri m, a e b; utilizzeremo nel seguito la notazione compatta: M ~
BBN(m, a, b). E possibile, a partire dalla (4.2), pervenire ad un’espressione

esplicita per la funzione di probabilita di M:

P(M =Fk) = /0 1 (Z‘) K1 — h)™* dFy(h)

= (ZL) 5(; 3 /01 BE(L = h)™* Rt (1 — ) dh

a, 0

Si osservi che impiegando congiuntamente le relazioni (4.3) e (4.4), ¢ possi-
bile individuare univocamente a partire da 7 e pg, i parametri a e b della

distribuzione beta.
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4.2 Struttura generale del modello stocastico

Consideriamo un istituto bancario (si potrebbe considerare alternativamen-
te anche un’impresa di assicurazioni) avente un portafoglio di m posizioni
di credito nei confronti di altrettante controparti finanziarie su un orizzonte
temporale di un anno. Immaginiamo che la banca, tramite un sistema di
rating interno o esterno, segmenti le m posizioni in tre macroclassi (tran-
che) in modo che allinterno di queste vi sia un certo grado di omogeneita.
Indichiamo le tre tranche rispettivamente con le lettere maiuscole: A, B e
C' (nel seguito, in taluni casi, per snellire la notazione impiegheremo la let-
tera minuscola z per indicare le generica tranche). Siano ma,mp e mg le
numerosita delle controparti finanziarie nelle tre tranche suddette, dunque
m = ma +mpg -+ me. Interpretativamente si puo immaginare che nella tran-
che A vi siano controparti con una probabilita di default molto bassa (rating
alto). La banca, nei confronti di queste, ¢ disposta ad esporsi su importi
maggiori. Nella tranche B vi sono controparti con con probabilita di default
medie; necessariamente il portafoglio della banca contiene molte controparti
in questa tranche in quanto sono le pitt comuni sul mercato. In ultimo, nella
tranche C, le controparti hanno una probabilita di default molto piu alta, la
banca e esposta su importi piu ridotti. Indichiamo con S; ., ove z = A, B,C
ei=1,...,m,, la variabile aleatoria dicotomica che assume valore 1 qualo-
ra l'i-esima controparte della tranche z vada incontro a default. Siano poi
My, Mp e Mg rispettivamente i numeri aleatori di default nelle tre macro-
classi, per cui riesce M, = > 7% S, ., z = A, B,C. Per ciascuna di queste
variabili aleatorie ipotizziamo una distribuzione Beta-Binomiale (quindi per
ogni tranche immaginiamo di applicare il modello della sezione 4.1.2) con
specifici parametri:
M, ~ BBN(m,,a.,b,).

Indichiamo con H,, la corrispondente variabile aleatoria misturante, che e
distribuita, per z = A, B e C, come una beta. Ipotizziamo inoltre che vi
sia una particolare struttura di dipendenza stocastica che descrive il vettore

aleatorio H = (Hy, Hp, He), specificata tramite una copula (si discutera di
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questo punto in dettaglio nel seguito). Si osservi che, come si ¢ gia detto,
dalle equazioni del modello beta binomiale relative alla probabilita di default
non condizionata (4.3) e alla default correlation (4.4), si possono ricavare,
a partire dai parametri a e b, univocamente 7 e pg (e viceversa). Pertanto
scriveremo M, ~ BBN(m,, 7., p,) = BBN(m,, a,,b,).
La perdita globale L e, in questo caso, individuata dalle somma delle tre
perdite globali per le macrosezioni: Ly, Lg e L. Ciascuna di queste perdite
e cosi definita: .
L,= Zgzz € Siz 2=4A,B,C,

i=1
ove indichiamo, con riferimento all’i-esima controparte della tranche z, con
52-72 la variabile aleatoria (loss given default) che rappresenta la percentuale
dell’esposizione monetaria che la banca perde conseguentemente al default
di questa (vale 0 se il default non avviene) e con e; , l'esposizione moneta-
ria. Nel seguito, per motivi di semplicita, ’esposizione monetaria dipendera
esclusivamente da z e non da ¢, pertanto si immagina che e, rappresenti I’e-
sposizione monetaria media all’interno della tranche z. Per modellare Si,z si
faranno opportune ipotesi che riflettono la qualita del credito delle contro-

parti nelle tranche.

Con riferimento al framework per I'analisi di sensitivita, considereremo, in
questo ambito, come variabile aleatoria output di riferimento la perdita glo-
bale L (quindi L corrisponde alla variabile aleatoria Y del Capitolo 2). 1l
vettore dei fattori di rischio X contiene le variabili aleatorie M, ,H, e SZZ La
funzione di aggregazione ¢ ¢ individuata dalle relazioni suddette.

Si osservi che il modello appena presentato comporta una dipendenza stoca-
stica su due livelli. Il primo livello e individuato dalla dipendenza all’interno
delle tranche (within); questa ¢ implicata fondamentalmente dal particolare
modello mistura bernoulliano che stiamo considerando e, come visto, nel caso
scambiabile, e sintetizzata in ogni tranche da un unico coefficiente di corre-
lazione p. Vi ¢ inoltre un altro livello di dipendenza, quello tra le tranche
(between), che, come si menzionava, sara modellato tramite una copula. La

copula descrivera la struttura di dipendenza tra le variabili aleatorie H, del
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modello, inducendo pertanto una particolare struttura di dipendenza anche
sui numeri aleatori di default. Si osservi che, in termini di rischiosita, la
differenza tra le variabili aleatorie H, e le M, & data esclusivamente dalla
struttura binomiale. Sara interessante nel seguito comprendere come si com-
porta la struttura di dipendenza complessiva del modello conseguentemente
allo stress. L’obiettivo generale dell’analisi € comunque comprendere come,
a partire dallo stress, sono impattate le distribuzioni dei fattori di rischio
in input, ricavandone un ranking ed individuando pertanto la tranche piu
influente nell’analisi. Procediamo ora esponendo il modello di riferimento;
a partire da questo si attueranno successivamente quattro analisi finalizzate

ad indagare alcuni aspetti del modello.

4.3 Modello di base

Introduciamo in questa sezione il modello base per la descrizione del rischio di
credito della banca presa in considerazione. In questo modello consideriamo

le variabili aleatorie H, e M., z = A, B, C. Dunque si ha:
L =g(X)=g(Ha, Hp, Hc, Ma, Mp, Mc).

Le variabili aleatorie Si’z sono in questo caso da considerarsi degeneri e non
dipendenti da ¢, assumono pertanto, per ogni tranche, un’unica determina-
zione che indichiamo con ¢, z = A, B, C. Sia m = 10000 la numerosita delle
controparti finanziarie della banca. La seguente tabella contiene le caratte-

ristiche delle tranche.

my T2 Pz 5z €z m;e,

A 2500 0.04% 0.04%  25% 80 200000
B 5000 0.97% 0.44% 37.5% 25 125000
C 2500 5.03% 1.328% 50% 10 25000

Tabella 4.1: I dati per il modello base. Esposizioni in migliaia di euro.

Dalla tabella si osservi in primo luogo che il numero di controparti della tran-

che B ¢ il doppio rispetto le altre due tranche. I dati concernenti probabilita
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di default e correlazioni sono stati presi da McNeil et al. (2015) e sono cali-
brati tramite dati storici relativi ai default in Standard & Poor’s. A riflettere
il peggioramento della qualita del credito, sia la probabilita di default che
la correlazione sono crescenti passando da A a C. Inoltre anche i parametri
0., che rappresentano la percentuale dell’esposizione che viene perduta con-
seguentemente al default, hanno il medesimo comportamento. Le quantita
e, (in migliaia) rappresentano, per ogni tranche, la media delle esposizioni
delle controparti. La banca ha quindi esposizioni maggiori su controparti con
qualita creditizia maggiore. L’ultima colonna mostra I’esposizione comples-
siva, in migliaia di euro, per le tre tranche. L’ultimo essenziale ingrediente
per completare il modello per il rischio insolvenza impiegato successivamente
nell’analisi di sensitivita e la specificazione della copula C' per determinare

la struttura di dipendenza tra le tre tranche. A tal fine, consideriamo ini-

0.29 0.10

0.38

Figura 4.2: In Figura sono rappresentate le marginali della copula gaussiana impiegata
(ci si riferisce ai primi 50000 valori). In alto a destra, la correlazione di Spearman per le
tre coppie.
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zialmente una copula gaussiana tridimensionale, che agisce sulle tre variabili
aleatorie H, del modello (dalle quali tramite una binomiale, sono simulati,
per ogni tranche, i numeri di default). La copula gaussiana C' descrive dun-
que la struttura di dipendenza del vettore aleatorio H = (Hy4, Hg, Hc). Le
correlazioni tra le tranche sono: pap = 0.3, pac = 0.1, ppc = 0.4. Impie-
gare una copula per la descrizione della dipendenza tra le tre distribuzioni
beta induce una struttura di correlazione anche tra le M., che analizzeremo
in seguito. Fissate a monte un numero di simulazioni pari a 500000, la Fi-
gura 4.2 delinea la struttura simulata delle marginali della copula e la loro
correlazione per i primi 50 000 valori. A partire dalla copula, si e simulato il
vettore aleatorio H, che ha appunto come struttura di dipendenza la copula
gaussiana. Nella Figura 4.3, si sono rappresentati i primi 50 000 valori per le

distribuzioni marginali di H. Dalla Figura si puo osservare che i coefficienti
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Figura 4.3: In Figura sono rappresentate le distribuzioni marginali (beta) simulate del
vettore aleatorio H (ci si riferisce ai primi 50000 valori). In alto a destra, la correlazione
di Spearman per le tre coppie.
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di correlazione di Spearman sono i medesimi della copula, e si possono inoltre
analizzare le tre distribuzioni beta impiegate per rappresentare il rischio siste-
matico di default nelle tranche. Si rammenti che, come si ¢ gia menzionato, i
parametri delle tre distribuzioni beta sono univocamente determinati a parti-
re dai dati sulle probabilita di default 7, e delle default correlation p,. Prima
di procedere con 'analisi dell'impatto dello stress, analizziamo brevemente
le distribuzioni simulate per le variabili aleatorie M., le marginali del vettore
aleatorio M. In generale esse sono i fattori di rischio interpretativamente piu

interessanti. Procediamo inizialmente con una tabella riassuntiva. Come si

Min I Quartile Mediana Media III Quartile Max

My 0.0 0.0 1.0 1.0 2.0 21.0
Mg 0.0 24.0 41.0 48.5 65.0 365.0
Mqc 0.0 79.0 116.0 125.8 162.0 612.0

Tabella 4.2: Alcune statistiche di riferimento per il confronto tra le distribuzioni simulate
delle variabili aleatorie M4, Mp e M..

puo osservare, le tre distribuzioni simulate sono molto diverse. In particola-
re, M, assume valori estremamente piu piccoli rispetto Mp e M¢g: su 2500

controparti in media solo una va incontro a default. Osserviamo inoltre che
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Figura 4.4: A sinistra: grafico a barre ottenuto dai valori simulati di M4 (si noti che &
lasse delle ascisse & troncato al valore 10). A destra: boxplot dei valori simulati di Mp e
Me.
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tutte e tre le distribuzioni presentano code molto pesanti (il valore massimo
¢ molto maggiore del terzo quartile). Per visualizzare graficamente al meglio
I’andamento delle tre distribuzioni presentiamone un grafico. Sebbene siano
tutte e tre variabile aleatorie a supporto discreto, utilizziamo per Mg e M¢,
al posto del grafico a barre, i boxplot, in quanto il loro range di variazione e
troppo ampio (coda superiore pesante). Si nota dalla Figura 4.4 che, in tutti
e tre i casi, ma con maggiore enfasi in Mg e Mg, le code delle distribuzioni
sono pesanti. Cio in generale non stupisce, alla luce del meccanismo aleatorio

che le genera.

4.3.1 Analisi di sensitivita - Modello base

Introduciamo per I’analisi di sensitivita uno stress che, in linea con il Teorema
3 del Capitolo 2, coinvolga Value at Risk ed Expected Shortfall.

stressyar = 10%, ¢ =VaR2(L) = VaR’ (L) (1+ stressyar),

(4.5)
stressps = 15%, s = FES9(L) = ESE(L) (1 + stressgs),

1
VaR(Y}sub Q
1

Ge-04 M

Densita
Derivata di RN

o 1000 2000 2000 o 2000 4000
L L

Figura 4.5: A sinistra: istogramma di L ottenuto dai valori simulati della perdita globale.
La linea rossa a punti coincide con il livello del Var? (L) mentre quella a tratteggio con
invece ¢ = Var¢(L). La linea blu a punti coincide con il livello del ESF (L) mentre quella
a tratteggio con invece s = ES?(L). A destra: derivata di RN ¢ soluzione del Problema
(2.9) sotto al vincolo espresso da (4.5).
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con a = 0.9. La struttura dello stress implica pertanto che stiamo conside-
rando una situazione avversa alla banca. Lo scenario stressato ¢ uno scenario
che impatta negativamente sulla gestione e ci aspettiamo dunque che, sotto
la misura stressata, il numero dei default nelle varie tranche aumenti. L’o-
biettivo € comprendere quale delle tre tranche sia piu impattata dallo stress,
e come e di quanto cambiano le distribuzioni dei fattori di rischio sotto la
misura di probabilita stressata (). Sara interessante anche studiare come
viene impattata la loro struttura di correlazione. Conseguentemente all’an-
damento delle tre variabili aleatorie che descrivono il numero dei default nelle
varie tranche, anche la distribuzione di L (perdita totale) mostra asimmetria

(Figura 4.5 a sinistra). La derivata di RN simulata soluzione del Problema
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Figura 4.6: In alto a sinistra: confronto della distribuzione di M4 sotto le due misure.
In alto a destra, di Mp; in basso a sinistra, di M. In tutti i confronti il colore blu
rappresenta la misura baseline mentre il rosso quella stressata. In basso a destra: tabella
riassuntiva. Med = Media, S.d = deviazione standard, As = asimmetria.
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(2.9) sotto ai vincoli imposti dalla (4.5) ha un andamento esponenziale (Fi-
gura 4.5 a destra). Analizziamo ora I'impatto dello stress sulle distribuzioni
dei fattori di rischio, incominciando dagli M,. Si veda a tal fine la Figura
4.6. 1l grafico a barre, in alto a sinistra, confronta la distribuzione di M4
sotto la misura baseline (in blu) e quella stressata (in rosso). Sebbene si noti
che la probabilita di non avere default sotto la misura baseline sia maggiore
rispetto a quella sotto la misura stressata, la distribuzione non sembra essere
impattata in modo sensibile. Considerazioni diverse valgono per le tranche
B e C. In questo caso si noti che si e preferito utilizzare una rappresentazione

alternativa per cogliere meglio il fenomeno vista I’estensione del supporto. In
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Figura 4.7: Confronto tra le funzioni di ripartizione di Ha (in alto a sinistra), Hp (in
alto a destra) e He (in basso a sinistra) sotto le due misure. In ogni grafico la linea
blu rappresenta la funzione di ripartizione sotto la misura baseline mentre la verde quella
sotto la misura stressata. L’area rossa ombreggiata individua la differenza tra le due (P-Q)
riscalata sull’asse delle ordinate a destra del grafico. In basso a destra: tabella riassuntiva.
Med = Media, S.d = deviazione standard, As = asimmetria.
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entrambi i casi, lo stress colpisce la distribuzione aumentando la probabilita
di un elevato numero di default. Non appare chiaro quale dei due fattori
di rischio sia piu impattato. In basso a destra, nella tabella riassuntiva, si
puo apprezzare il comportamento di alcune statistiche. La media sotto la
misura di probabilita stressata ¢ sempre maggiore rispetto a quella sotto la
misura baseline. Anche la deviazione standard e la simmetria aumentano.
Consideriamo ora i fattori di rischio H,, z = A, B,C e procediamo con la
medesima analisi, si veda a tal fine la Figura 4.7. Il risultato e in linea con
quanto gia analizzato per M,. La variabile aleatoria H4 € poco impattata
dallo stress, mentre le variabili Hg e He lo sono molto di piu. Si rammenti
che il valore atteso della variabile aleatoria H, individua la probabilita di de-
fault di una singola controparte della tranche z. Dalla tabella in Figura 4.7
si puo analizzare dunque come la probabilita di default cambi nel passaggio

dalla misura baseline a quella stressata.

Per quantificare 'impatto, e dunque comprendere quale delle tre tranche sia
piu importante per la rappresentazione del rischio di default del portafoglio,
possiamo utilizzare la reverse sensitivity measure introdotta nel Capitolo 2.

Con riferimento a tutti i fattori di rischio, si ha in questo caso:

Loy = S(Ma,¢) = 0.15, Ty, = S(Hy, ) = 0.19
Tar, = S(Mp, () =0.82, Ty, = S(Hp, ¢) = 0.81
Ty, =S(Me,¢) =0.76, Ty, = S(He, () = 0.75.

Pertanto, la tranche pitt impattata e la B, segue a poca distanza la C, men-
tre, come si era osservato dai grafici, la tranche A ¢ poco impattata dallo
stress. Si osservi che la sensitivita delle variabili aleatorie H, e M, ¢ molto
simile. Cio in generale non stupisce in quanto H, ha un ruolo fondamentale
nella definizione di M,. Questo risultato fa comprendere che da un punto di
vista della rischiosita complessiva la struttura binomiale, ovvero il rischio di
processo, ha poco impatto, mentre la parte di rischio sistematico, spiegata da
H., riveste notevole importanza. Nel seguito, per individuare il ranking tra i

fattori di rischio e conseguentemente la tranche pitu importante per ’analisi,
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possiamo analizzare direttamente M, tralasciando H.,.

Studiamo, in ultima istanza, il comportamento del coefficiente di correlazione
di Spearman per comprendere come la struttura di dipendenza (between) del
modello sia stata colpita dallo stress (4.5). Analizziamo a tal fine al posto
della copula su H, la struttura di dipendenza del vettore aleatorio M, in
quanto, come si e visto esso e il fattore di rischio piu interessante (e inter-
pretativo). La seguente tabella mostra che, sotto la misura stressata @ la

correlazione (di Spearman) ¢ piu alta tra ogni coppia di tranche. Non deve

sub P | My Mg Mc  sub Q| My Mg Mc

My | 1.00 0.18 0.06 My | 1.00 0.20 0.08
Mp | 0.18 1.00 0.37 Mg |0.20 1.00 0.42
Me 1 0.06 037 1.00 Me | 0.08 042 1.00

Tabella 4.3: A sinistra: matrice di correlazione di Spearman per M sotto la misura
baseline P. A destra: medesima matrice sotto la misura stressata Q.

stupire che sotto la misura baseline i coefficienti di correlazione non sono
uguali a quelli inseriti in input sulla copula tridimensionale di H; ¢ infatti
opportuno osservare che a partire dalle beta vengono simulati i default tra-
mite la distribuzione binomiale e cio ovviamente impatta sulla correlazione

finale tra le tranche.

4.4 Modelli alternativi

Studiamo in questa sezione alcuni modelli alternativi per comprendere gli
effetti delle varie ipotesi e dei parametri del modello base e metterli tra loro a
confronto. Consideriamo in particolare quattro studi distinti, ognuno mirato
a comprendere una particolare caratteristica del modello base. Ad ognuno

di questi dedichiamo una sottosezione.
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4.4.1 L’effetto dell’esposizione

Per comprendere il ruolo dell’esposizione nel modello procediamo introdu-
cendo due portafogli alternativi nei quali, mantenendo costanti gli importi
monetari medi e, per tranche, si considerano diverse ipotesi per le relative
numerosita m,. In ognuno dei casi, per valutare 'effetto delle nuove ipotesi,
si procedera calcolando la reverse sensitivity measure di M4, Mg e M, per
disporre di una misura sintetica per il confronto. La Tabella 4.4 descrive le

caratteristiche dei due portafogli impiegati nell’analisi.

m, € mye, my € m;e,

A 3333 80 266640 A 7000 80 560000
B 3333 25 83325 B 2000 25 50000
C 3333 10 33330 C 1000 10 10000

Tabella 4.4: A sinistra: portafoglio 1. A destra: portafoglio 2

Si osservino, in generale, le differenze tra i due portafogli e quello utilizzato
nel modello base (Tabella 4.1). Nel portafoglio 1 si e fissata uguale numero-
sita nelle tre tranche, dunque: m4 = mp = me = 3333. Nell'ultima colonna,
che indica ’esposizione complessiva m.e, per la tranche z, si puo osservare
che in questo caso nella tranche A si ha piu del doppio di esposizione com-
plessiva rispetto le altre due tranche aggregate (nel caso base & 33% in piu).
A partire da questo portafoglio, preservando le altre ipotesi, procediamo ef-
fettuando il medesimo stress (4.5) e calcoliamo la reverse sensitivity measure

per le tre macrosezioni. Si ha:

FMA = S(MA7 C) - 0137
FMB = (MB,Q) = 0637
Tar = S(Me, ¢) = 0.90.

L’effetto della diversa ipotesi di numerosita ha impattato sul ranking dei
fattori di rischio. Per quanto concerne il fattore M, esso rimane sempre
quello di nettamente minor rilevanza. Cambia il ruolo di Mg e Mg, in

particolare, in questo caso, il fattore di rischio piu rilevante ¢ M e non piu
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Mpg. Cio fa in generale comprendere che vi €, come & naturale pensare, un
effetto importante legato all’esposizione complessiva per le classi. Seppur
con questo portafoglio la tranche A aveva complessivamente un’esposizione
molto piu alta delle altre due, il rischio che essa comporta continua ad essere
poco significativo. Nel portafoglio 2 si estremizza questo aspetto andando
a considerare un portafoglio nel quale la tranche A ha dieci volte (circa)
I’esposizione delle altre due sommate. L’obiettivo e capire se, con questa
ipotesi estrema, 'effetto dell’esposizione nella tranche A e abbastanza forte
da far guadagnare a questa la prima posizione nel ranking tra le tranche.
Calcoliamo dunque, mantenendo inalterate le altre ipotesi e utilizzando la
stessa struttura per lo stress, la reverse sensitivity measure impiegando il

portafoglio 2. Il risultato e ora il seguente:

Tur, = S(My,C) = 0.36,
T, = S(Mpg,¢) = 0.80,
Ty = S(Me, ¢) = 0.69.

Nonostante la misura di sensitivita per la variabile aleatoria M, abbia ri-
cevuto un incremento considerevole rispetto al caso base (triplicando circa),
essa rimane comunque la meno importante per lo stress. I'y;, € in questo
caso circa la meta di I'y;,. La probabilita di default (e la correlazione) per
la tranche A sono cosi basse rispetto le altre due che, anche con un’esposi-
zione estrema, essa non riesce ad acquisire il ruolo di tranche con rischiosita

predominante nel modello.

4.4.2 La dipendenza within

Per esaminare il ruolo della dipendenza within nel modello base consideriamo
tre situazioni alternative. Rammentiamo che, come ampiamente discusso in
precedenza, la struttura di dipendenza within nel modello Beta-Binomiale
e completamente individuata dalla default correlation. Nel nostro modello,
che considera tre distinte tranche, essa ¢ pertanto assegnata tramite la terna

di parametri p4, pp € pc. La prima struttura alternativa che si puo conside-
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rare presuppone l'indipendenza stocastica tra le variabili aleatorie indicatrici
che descrivono il default all’interno di ciascuna tranche. Nella Figura 4.1 si
era osservato il comportamento della perdita totale di portafoglio qualora si
considerasse l'ipotesi di indipendenza stocastica tra gli indicatori di default.
Osserviamo che, in primo luogo, lipotesi di indipendenza stocastica tra i
default e in generale priva di significato economico ed ¢ molto difficile che
possa essere accolta. In secondo luogo, con questa ipotesi, non ¢ possibile
affrontare 1'analisi di sensitivita con la struttura di stress considerata per il
modello base. Cio e dovuto alla quasi assenza di dispersione di L; anche in-
crementando di solo 1% il Value at Risk sotto la misura baseline si ottiene un
valore maggiore del massimo valore simulato per L. Non ¢ possibile pertanto
applicare il Teorema 2.2.3.

Gli altri due casi sono individuati dai seguenti set di parametri, nei quali,
mantenendo inalterata la probabilita di default, si considerano diverse de-

fault correlation:

Tz Pz T2 Pz

A 0.04% 05% A 0.04% 5%
B 097% 05% B 097% 0.44%
C 5.03% 05% C 5.03% 1.328%

Tabella 4.5: A sinistra: dipendenza within 1. A destra: dipendenza within 2

Si confrontino le due strutture per la dipendenza within con quella del mo-
dello base. Nel primo caso si considera una default correlation costante per
le tre tranche e pari a 0.5%. Cio comporta che per la tranche A la default
correlation e aumentata di pit di un fattore dieci, per la tranche B e rimasta
quasi invariata, e infine per la tranche C' e circa dimezzata. Nella seconda
struttura tutti i parametri sono rimasti costanti fatta eccezione di p4 che
¢ stato incrementato drasticamente fino a 5%. L’obiettivo ¢ analizzare se,
estremizzando il valore della default correlation nella tranche A, essa pos-
sa diventare la tranche di maggiore influenza per il modello. Mantenendo
inalterati gli altri parametri e impiegando il medesimo stress, calcoliamo la

reverse sensitivity measure per le variabili aleatorie M, nei due casi (Tabella
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46).

Dipendenza within 1 Dipendenza within 2

T, 0.32 0.84
T, 0.91 0.72
e 0.57 0.66

Tabella 4.6: Reverse sensitivity measure di My, Mp e M¢ con riferimento alle due
strutture di dipendenza within.

Il risultato ¢ interessante. Nel primo caso, sebbene il ranking sia rimasto lo
stesso, la nuova ipotesi colpisce fortemente le misure di sensitivita. Cio fa
comprendere che la dipendenza within ha un ruolo molto importante nel mo-
dello (abbiamo gia analizzato le gravi conseguenze della sua rimozione). Nel
secondo caso, I'incremento della default correlation per la tranche A ha incre-
mentato il valore di I'y;, al punto da rendere la tranche A la piu importante
per il modello nel complesso. Si era osservato nella precedente sottosezio-
ne che, estremizzare 'effetto dell’esposizione, non permetteva alla variabile
aleatoria M, di assumere il ruolo di predominante. Alla luce di questa os-
servazione, possiamo concludere che, 'effetto della dipendenza within e piu

importante dell’effetto dell’esposizione.

4.4.3 La dipendenza between

Analizziamo in questa sottosezione 'impatto, in termini di reverse sensitivi-
ty measure, di diverse strutture di dipendenza between. Si rammenti che la
dipendenza between e definita dalla copula che descrive la dipendenza stoca-
stica tra le componenti del vettore H = (H4, Hp, Hc). Come si ¢ analizzato
nel modello base cio ha un diretto impatto sulla struttura di dipendenza
del vettore M = (Ma, Mp, Mc). Per descrivere la dipendenza stocastica

del vettore aleatorio H consideriamo le seguenti strutture alternative (vedi
Appendice A.4.1):

I. Indipendenza stocastica tra tranche (copula di indipendenza).

II. Copula gaussiana con parametri: pap = 0.3, ppc = 0.4, pac = 0.1

(caso base).
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ITI. Copula gaussiana con parametri: pag = pgc = pac = 0.5.

IV. Copula t-student con 10 gradi di liberta. Coefficienti di correlazione

come nel caso base.

V. Copula t-student con 3 gradi di liberta. Coefficienti di correlazione

come nel caso base.
VI. Copula Gumbel con parametro § = 1.5.
VII. Copula Gumbel con parametro ¢ = 10.

Per le sette strutture di dipendenza proposte, con riferimento alle variabili
aleatorie H,, z = A, B e C, calcoliamo il coefficiente di dipendenza di coda

superiore per ogni possibile coppia. I valori sono presentati nella Tabella 4.7.

Ay I II III IV \Y VI VII
(Ha,Hg) 0 0 0 0.033 0.216 0.413 0.928
(Ha,He) 0 0 0 0.012 0.145 0.413 0.928
(Hg,Hs) 0 0 0 0.052 0.261 0.413 0.928

Tabella 4.7: Coefficienti di dipendenza di coda superiore per le sette strutture di
dipendenza considerate.

Mantenendo inalterate le restanti ipotesi del modello base e la struttura del-
lo stress (4.5), calcoliamo la reverse sensitivity measure per i tre fattori di
rischio M4, Mg e M. Rappresentiamo i risultati dell’analisi nella Tabella
4.8 .

I IT Inr I1v vV VI VII

'y, 002 015 035 0.19 0.26 0.58 0.72
'y, 070 081 0.84 0.84 0.86 0.92 0.99
'y, 060 076 081 0.80 0.84 0.90 0.99

Tabella 4.8: Confronto della reverse sensitivity measure di M4, Mp e M¢ con le sette
diverse strutture di dipendenza between.

Procediamo commentando i risultati della tabella a partire dal caso base. Il
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modello I suppone che i numeri aleatori di default tra le tre tranche siano tra
loro stocasticamente indipendenti. Se si confronta il risultato concernente
la reverse sensitivity measure sotto questa ipotesi (I), e quello del caso base
(IT), si pud osservare che per tutte le tranche la sensitivita aumenta. La
presenza della copula gaussiana del caso base, aumenta dunque la sensitivita
delle tre tranche, preservandone il ranking. Si osservi che, sotto I'ipotesi di
indipendenza, il valore di I'y;, € prossimo a 0. Procedendo con la struttura
di dipendenza III, come ci si poteva aspettare, le tre misure di sensitivita
aumentano. La piu sensibile in questo caso e la tranche A, la cui sensiti-
vita raddoppia circa. Ad ogni modo, come analizzato alla fine della prima
Appendice, si rammenti che la copula gaussiana implica la presenza di indi-
pendenza asintotica sulle code (vedi Tabella 4.7). Una struttura di copula
piu appropriata per questo tipo di modelli dovrebbe considerare la possibile
presenza di dipendenza di coda. Consideriamo a tal fine la copula t-student
e quella Gumbel. La struttura IV suppone che la dipendenza del vettore
aleatorio H sia descritta da una copula t-student tridimensionale con mede-
simi parametri di correlazione rispetto il caso base e 10 gradi di liberta. In
questo caso la sensitivita per le tranche B e C' & molto simile a quella pre-
cedente (III), mentre per la tranche A ¢ drasticamente piut bassa. Pertanto,
la presenza della dipendenza di coda superiore implicata dalla struttura di
copula t-student, aumenta la sensitivita (si confronti con II); ma agire sem-
plicemente sulle correlazioni (da I a III) ha comunque un impatto piu forte.
Diminuendo i gradi di liberta della copula t-student (V), la dipendenza di
coda superiore aumenta e anche la sensitivita (rispetto IV). La copula Gum-
bel, dipendendo solo dal parametro  induce una correlazione costante tra le
tranche. Con # = 1.5 essa e circa pari a 0.5, si confronti dunque la struttura
VT alla III. La sensitivita ¢ molto piu alta, cio ¢ dovuto alla forte dipendenza
di coda superiore di questo tipo di copula (vedi Tabella 4.7). Aumentando
il parametro da 1.5 a 10 (VII), la dipendenza di coda aumenta, rendendo
Mp e M¢ (quasi) comonotone alla derivata di RN soluzione del problema di

minimo vincolato.
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4.4.4 Loss given default stocastico

Introduciamo in questa sezione una nuova fonte di rischio dovuta all’alea-
torieta delle variabili aleatorie 5” Si rammenti che Sw descrive, con rife-
rimento alle tranche z = A, B e C, la percentuale del credito che si perde
a seguito del default dell’z-esima controparte. Considereremo nel seguito le
variabili indipendenti dagli eventi default. Questa scelta, seppur largamen-
te impiegata nell’industria, € in generale criticabile in quanto la dottrina
economica suggerisce anche per queste, come per le probabilita di default,
presenza di dipendenza da variabili macroeconomiche (McNeil et al. (2015)).

Consideriamo le seguenti quantita aleatorie:

1 M, ¢
P Zi:l 5i,z Mz >0

5. = 2= A B,C.
0 M, =0

Le variabili §, rappresentano, con riferimento alla tranche z, il loss given
default medio. A partire da queste, per mantenere la coerenza con le posizioni

impiegate nel modello base, si definisce:
L, = ezMzgza £ = Aa B7 Ca

che rappresenta la perdita aleatoria complessiva per la tranche z. La variabile
output del modello L & la somma delle tre L. Essa dipende dunque, in questo

caso, dal seguente vettore dei fattori di rischio:
L= g(X) = g(HAaHBaHC7MA7 M37 MCagAygBagC)'

Si rammenti che nel modello base le variabili SM erano considerate degeneri e
non dipendenti da 4, pari rispettivamente a 0.25,0.375 e 0.5. Consideriamo,
per effettuare un’estensione coerente, per ogni tranche z, una distribuzione
beta con media pari al valore puntuale impiegato nel modello base e varianza
crescente al peggiorarsi della qualita creditizia. Nella Tabella 4.9 sono de-

scritte le caratteristiche delle distribuzioni impiegate.
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a [ Media Varianza

Tranche A 1.2 3.6 0.25 0.032
Tranche B 1.2 2 0.375 0.056
Tranche C 1.2 1.2 0.5 0.0735

Tabella 4.9: Con riferimento alle tre tranche,: parametri, media e varianza delle variabili
aleatorie §; .

Mantenuta la medesima struttura per lo stress rispetto al modello base, im-
plementiamo I’analisi di sensitivita. Si osservi che, alla luce di quanto de-
scritto, la simulazione del modello avviene in modo annidato. In primo luo-
go si simulano i valori per le M,, a partire da questi si simulano le 51-72 per
z2=A,B,Cet=1,...,M, e si costruiscono quindi 1~e Sz La Tabella 4.10

confronta alcune caratteristiche della distribuzione di ¢, sotto le due misure.

04 o oc
Med. - P 0.24982 0.37500 0.49996
Med. - @ 0.25393 0.37576 0.50003
S.d. - P 0.15450 0.04880 0.02913
S.d. -Q 0.15592 0.04924 0.02878
As. - P 0.85212 0.30747 0.00068
As. -@Q 0.77580 0.41416 -0.00369

Tabella 4.10: Confronto distribuzioni di gz, z = A,B e C, sotto le due misure di
probabilita. Med = Media, S.d = deviazione standard, As = asimmetria.

Il valore atteso per ognuna delle tre tranche e pit alto sotto la misura stressa-
ta. Lo stress comporta dunque un recupero creditizio minore. Per misurare la
sensitivita complessiva dei fattori di rischio e ricavarne un ranking, calcoliamo

la reverse sensitivity measure, si ha:

Par, = S(Ma, Q) = 0142, T3 =8(34,¢) =0.113

T, = S(Mp, () = 0.809, T-

0B

S
S5, ¢) = 0.126
S(0c,¢) = 0.024.

Cate = S(Mo, ¢) = 0.739, T;
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Nonostante le distribuzioni impiegate in input presentino una marcata di-
spersione, 'impatto dello stress sulle variabili aleatorie che descrivono il loss
given default medio ¢ in generale debole. La presenza dell’aleatorieta delle
variabili che descrivono il loss given default riduce di poco la sensitivita delle

M, senza comprometterne il ranking.






Conclusione

I modelli interni impiegati in ambito assicurativo e bancario per la valuta-
zione dei requisiti di solvibilita sono complessi al punto da necessitare di
opportune metodologie per comprendere in modo approfondito le relazioni
tra i fattori di rischio in input e 'output del modello. Il framework per I’a-
nalisi di sensitivita, introdotto in Pesenti et al. (2019), fornisce un approccio
estremamente flessibile per indagare la sensibilita di un modello stocastico
complesso. Nella trattazione sono stati selezionati due esempi operativamen-
te significativi nella realta assicurativa e bancaria sui quali si € condotta la
reverse sensitivity analysis. Lo studio ha permesso di identificare efficacemen-
te un ranking per importanza tra i fattori di rischio e dunque comprendere il
ruolo delle variabili impiegate nel modello. I modelli utilizzati, seppur com-
plessi, si basano su alcune ipotesi semplificatrici necessarie per supplire alla
mancanza di dati. In un approccio piu avanzato, ove fossero disponibili dati
provenienti dall’industria, si potrebbero impiegare le medesime tecniche per
comprendere il ruolo esatto dei fattori di rischio e conseguentemente trarre
opportune strategie di risk management.

Tutte le analisi effettuate nel corso della trattazione sono state eseguite im-
piegando il software statistico R. Rendere accessibile il codice e le funzioni
utilizzate, tramite la costruzione di un specifico pacchetto, potrebbe essere un
possibile progetto futuro utile e vantaggioso per altri utilizzatori interessati

all'implementazione della reverse sensitivity analysis.
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Appendice A

Nozioni fondamentali per

I’analisi di sensitivita

In questa prima Appendice sono proposte definizioni, proprieta e richiami
finalizzati ad una comprensione pit completa degli argomenti trattati nella
tesi. Si tenga in considerazione che 'obiettivo dell’Appendice non ¢ descri-
vere esaurientemente i vari argomenti ma fornire le basi per un successivo
approfondimento. L’Appendice & strutturata in quattro sezioni. La prima
sezione concerne le proprieta della funzione inversa generalizzata, uno degli
strumenti pit importanti del risk management quantitativo. Sono esposti
inoltre due risultati fondamentali: il metodo dell’inversione e la trasforma-
zione integrale di probabilita. La seconda introduce un importante risultato
della teoria della misura: il Teorema di Radon-Nikodym. Sono successiva-
mente esposte alcune proprieta della relativa derivata. Nella terza sezione
si introduce la divergenza di Kullback-Leibler (entropia relativa), che per-
mette di definire una nozione di discrepanza tra due misure di probabilita.
L’ultima sezione, la piu ampia, ¢ dedicata alla descrizione della struttura di
dipendenza tra variabili aleatorie. Sono introdotti, in primo luogo, i concetti
di comonotonia e contromonotonia impiegati nel Capitolo 2. Successivamen-
te e definita la nozione di copula, accompagnata dal celeberrimo Teorema
di Sklar. Si conclude I’Appendice introducendo e confrontando alcune mi-

sure di dipendenza: la correlazione lineare, la correlazione di Spearman e i
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coefficienti di dipendenza di coda.

A.1 Funzione inversa generalizzata

La funzione inversa generalizzata o funzione quantile ha un ruolo centrale nel
risk management quantitativo, cio € principalmente dovuto all'importanza
che questa ricopre nella definizione di alcune misure di rischio e per il metodo
dell’inversione che ¢ il concetto alla base della simulazione stocastica. La
funzione inversa generalizzata ¢ definita come il quantile sinistro a livello «

(0 < a < 1) della distribuzione di X, ovvero:
Fx'(a) = Fx" (o) =inf{z € R: P(X <) > a}. (A.1)
Si puo definire anche specularmente il quantile destro a livello «, (0 < a < 1):
Fy" (o) =inf{z € R: P(X <z) > a}.

Si osservi che vale sempre: Fix'(a) < Fy""(a) e I'uguaglianza si verifica se
la funzione di ripartizione Fi & crescente in Fy'(a). Enunciamo ora alcune
importanti proprieta di cui gode la funzione inversa generalizzata, per mag-
giori dettagli si veda McNeil et al. (2005) e Dhaene et al. (2006).

Proprieta della funzione inversa generalizzata A.1.1
(i) E monotona non decrescente, continua a sinistra.

(ii) Fx(Fx'(a)) > a, per ogni a € (0,1); vale I'uguaglianza se e solo se F},

¢ continua in z = Fy'(a).
(iii) Fy'(Fx(r)) <z, per ogni x € R.

(iv) Fx'(a) < 2 < a < Fx(z), per ogni * € R, per ogni a € (0,1); in
particolare vale I'uguaglianza se F'x € crescente e continua. In tale caso

la funzione inversa coincide con la funzione inversa generalizzata.
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v) Tratti di discontinuita di Fy corrispondono a tratti di costanza di Fiy?!
X
e viceversa.

(vi) Fg_(;()(a) = g(Fx*(a)), per ogni g funzione non decrescente e continua

a sinistra, per ogni 0 < a < 1.

Presentiamo brevemente un risultato molto interessante concernente la fun-

zione inversa generalizzata: il metodo dell’inversione.

Metodo dell’inversione A.1.2
Sia F' una funzione di ripartizione. Considerata una variabile aleatoria U con
distribuzione uniforme sull’intervallo (0, 1), ovvero U ~ Unif(0, 1), si ha:

P(F~'(U) < x) = F(z), per ogni z € R.

Equivalentemente, si puo considerare una variabile aleatoria X con F co-
me funzione di ripartizione. Si ha allora che: F~1(U) 4 x , per ogni
U ~ Unif(0,1).

Alla luce di questo risultato, per generare un campione pseudo-casuale da
una qualsiasi variabile aleatoria e sufficiente disporre della funzione inversa
generalizzata e di un algoritmo per la simulazione di valori pseudo-casuali

dalla distribuzione uniforme sull’intervallo (0, 1).

Alla fine di questo capitolo, nella sezione concernente le copule, faremo rife-
rimento ad un altro importante risultato, noto in letteratura come trasfor-
mazione integrale di probabilita. Esso e descrivibile essenzialmente come
I’opposto del metodo dell’inversione. Entrambi i risultati menzionati discen-

dono dalle proprieta della funzione inversa generalizzata A.1.1

Trasformazione integrale di probabilita A.1.3
Considerata una variabile aleatoria X con funzione di ripartizione F' conti-
nua, allora la variabile aleatoria Y, definita come Y = F(X), ¢ distribuita

uniformemente sull'intervallo (0,1).
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A.2 Derivata di Radon-Nikodym

Il Teorema di Radon-Nikodym rappresenta una pietra miliare nella teoria
della misura ed e il risultato alla base della teoria della speranza condiziona-
ta. Per introdurlo, forniamo preliminarmente alcune importanti definizioni;
per maggiori dettagli sul Teorema di Radon-Nikodym, sulla nozione di deri-
vata e le sue proprieta si veda Billingsley (1995), Holzer (2007) e Ash (1972).
Consideriamo uno spazio misurabile (2,.4, m), ove con €2 indichiamo 'insie-
me ambiente (non vuoto), con A una g-algebra! su Q e con m una misura?

definita sulla o-algebra A. Introduciamo due definizioni.

Definizione

Una misura m definita su (2, .A4) si dice:
e finita se m(§2) < +oo.

e o-finita se esiste una partizione numerabile (A, )n,ey di Q tale che

m(A,) < +o0o, per ogni n.

Osserviamo che ogni misura finita € banalmente o-finita ma non & vero il
viceversa. Le misure di probabilita sono un esempio di misure finite per le
quali si ha m(Q2) = 1. La misura di Lebesgue unidimensionale A ¢ invece un
esempio di misura o-finita ma non finita. Procediamo ora con un importante
definizione concernente la relazione tra due misure, essa ha un ruolo centrale

nel successivo Teorema di Radon-Nikodym.

Definizione
Considerate due misure v, 1 definite su (€2, .4), diremo che v & assolutamente

continua rispetto a p, e scriviamo v < u, se:

u(A) =0=rv(A) =0, per ogni A € A.

1Famiglia di sottoinsiemi di 2% contenente linsieme ambiente e chiusa per
complementazione e unione numerabile.

2Applicazione di A in [0,+00] che si annulla sull'insieme vuoto ed ¢ numerabilmente
additiva.
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Qualora risulti anche y < v diremo che le due misure sono equivalenti.

Quindi, assunta una misura p, la misura v ¢ assolutamente continua rispetto
a p se concorda sugli insiemi di misura nulla. Introduciamo ora la nozione di
derivata di Radon-Nikodym attraverso il seguente Teorema che rappresenta

un risultato fondamentale nell’ambito della teoria della misura.

Teorema di Radon-Nikodym A.2.1
Consideriamo uno spazio misurabile (2, A) e due misure o-finite v, y defini-
te su tale spazio. Se v < p allora esiste una funzione (A, B)-misurabile® 4

f:Q —[0,400), per la quale si ha:

v(A) = / fdu, per ogni A € A.
A

La funzione f si chiama derivata di Radon-Nikodym (RN) di v rispetto u ed
€ unica a meno di insiemi p-trascurabili. Per essa ¢ impiegata la notazione
f= ;l_/l:' Prima di interpretare il Teorema nell’ambiente relativo al calcolo

delle probabilita enunciamo alcune proprieta di cui gode la derivata di RN.

Proprieta della derivata di Radon-Nikodym A.2.2

Consideriamo tre misure o-finite v, e A su (£2,.4). Sussistono le seguenti

proprieta:
d dvd
(i) Se v < p < A, allora: é = ﬁﬁ, a meno di insiemi A-trascurabili.
dv\ !
(ii) Se v e p sono equivalenti allora: d—’u = (d—y> , a meno di insiemi
v 7

p-trascurabili.

3La o-algebra di Borel, indicata con B, & la minima o-algebra definita sull’insieme dei
numeri reali che contiene tutti gli intervalli.

4Considerata, accanto alla o-algebra A su €2, una o-algebra A’ su un insieme non vuoto
V', I'applicazione f: Q — Q' & (A, A’)-misurabile se f~1(A’) C A per ogni A’ € A'.
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(iii) Sep < Aeg:Q — R, & una funzione p-integrabile allora:

dp
gdp = / g—ydA
/Q 0 d\

Consideriamo da ora in avanti esclusivamente misure di probabilita, cioe,
come si e gia menzionato, misure che valgono 1 sull’insieme ambiente (sono
quindi o-finite). Assunta una misura di probabilita P, lo spazio (£2,.A, P)
e in questo caso detto spazio di probabilita. Consideriamo una variabile
aleatoria® X non negativa (a meno di insiemi trascurabili) definita sullo spa-
zio introdotto e tale che: Ep(X) = 1; definiamo, a partire da questa, una

funzione d’insieme @ su A siffatta:
Q(A) =Ep(1aX) = / XdP, A€ A (A.2)
A

() & una misura di probabilita su A tale che () < P, infatti si ha in primo
luogo: Q(2) = Ep(lg X) = Ep(X) = 1. Sussiste inoltre la numerabile ad-

o e N e

(Ap)nen, risulta:

Q <U An> = Ep(ﬂ{unzlAn} X) =Ep (Z T4, X)

n>1 n>1

=) Ep(la, X) = QA

n>1 n>1

L’assoluta continuita di () rispetto a P ¢ infine una banale conseguenza della

definizione.

Se a partire dalla misura P e dalla variabile aleatoria X si definisce una
nuova misura ) tramite la (A.2) si ha che essa & una misura di probabilita
tale che ) < P; il Teorema di Radon-Nikodym dimostra che vale anche il
viceversa. Pertanto, date due misure di probabilita P e () tali che @) sia

assolutamente continua rispetto a P il Teorema garantisce 1’esistenza di una

5Una qualunque applicazione f : Q — R che sia (A, B)-misurabile.
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variabile aleatoria non negativa X tramite la quale & possibile calcolare @
attraverso P sfruttando la relazione (A.2). La derivata di RN (X = 22) con-
sente quindi di esprimere valutazioni probabilistiche relative alla misura di

probabilita () tramite la misura di probabilita P.

A.3 Divergenza di Kullback - Leibler

A fronte della nozione di derivata di RN affrontata nella sezione precedente,
introduciamo in questa sezione una definizione che ha un ruolo fondamentale
per il modello di analisi di sensitivita affrontato nel secondo capitolo. La
divergenza di Kullback-Leibler (o entropia relativa), definita qui di seguito,
¢ stata introdotta in Kullback & Leibler (1951) e rappresenta interpretativa-

mente una “misura” della discrepanza tra due misure di probabilita.

Definizione
Fissato uno spazio misurabile (€2, A), consideriamo due misure di probabilita

P e @ definite su tale spazio. La divergenza di Kullback-Leibler (KL) di @

rispetto a P & cosi definita:

Dru(@lP) = [ 106 (42) a0 =g (10 (52) ) se@ <P

mentre ¢ pari a +0o se la condizione () < P non e rispettata. Si osservi che
la definizione puo essere proposta in un’altra chiave (valore atteso rispetto a
P) in quanto, alla luce di A.2.2 (iii), si ha:

Dr(@P) = [ 52 0 (52 ) ar—En (e (52)). a3

La posizione (A.3) & impiegata molto spesso nel secondo capitolo. Osservia-
mo che, dalla definizione, risulta banalmente che la divergenza di Kullback-
Leibler non e simmetrica; e sufficiente infatti considerare due misure di pro-
babilita tali che @ < P ma non P < (@), in questo caso la divergenza di
Q) rispetto a P €& un numero reale finito mentre quella di P rispetto a @)

non e finita. Pertanto la divergenza di Kullback-Leibler non ¢ una metri-
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ca. Enunciamo ora alcune importanti proprieta di cui gode la divergenza
di Kullback-Leibler; per maggiori dettagli si veda Cover e Thomas (2012) e
Kullback (1959).

Proprieta della divergenza di Kullback-Leibler A.3.1
Considerate due misure di probabilita P e @) tali che ) < P, valgono, per
la divergenza di Kullback-Leibler di @) rispetto a P, le seguenti proprieta

strutturali:
(i) Drr(Q[P) = 0.
(ii) Dgr(Q||P) =0 se e solo se Q = P.
(ili) Dkr(Q||P) ¢ strettamente convessa in Q.

Osserviamo infine che la divergenza non gode in generale neppure della di-
suguaglianza triangolare. Alla luce di quanto descritto, la divergenza di
Kullback-Leibler ¢ una premetrica che genera, ad ogni modo, una topolo-

gia sullo spazio delle distribuzioni di probabilita.

La divergenza di Kullback-Leibler fa parte di una classe piu ampia di di-
vergenze chiamate f-divergenze introdotte in Ali e Silvey (1966). Per un’as-
segnata funzione f : [0,4+00) — [0,+00) convessa tale che f(1) = 0, la

f-divergenza di @) rispetto a P e definita come:

Df<QHP>=/Qf(%> aP.

La divergenza di Kullback-Leibler & dunque una f-divergenza con f(z) =

xlog(z), ove si considera che 0log(0) = 0.
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A.4 Relazioni di dipendenza tra variabili alea-

torie

Fissato uno spazio di probabilita (€2, A, P), tutte le successive quantita alea-
torie si considereranno definite su questo spazio. Introduciamo le nozioni di
comonotonia e contromonotonia per una coppia® aleatoria (X,Y); esse tra-
ducono il piu estremo tipo di dipendenza rispettivamente positiva e negativa

per una coppia aleatoria con fissate marginali (McNeil et al. (2005)).

Definizione

Una coppia di variabili aleatorie (X,Y") si dice comonotona (contromonoto-
na) se esiste una variabile aleatoria Z e due funzioni non decrescenti (non
crescenti) g, h tali che: (X,Y) 4 (9(Z),h(Z2)).

Si possono dimostrare alcune importanti condizioni equivalenti alla defini-

zione di comonotonia e a quella di contromonotonia.

Teorema di caratterizzazione comonotonia A.4.1
Data una coppia aleatoria (X,Y’), con funzione di ripartizione congiunta
Fxy e marginali Fx e Fy, sono equivalenti le seguenti 6 proposizioni, (per

le ultime due & necessaria un’ipotesi aggiuntiva) :
(i) (X,Y) e comonotona.
(ii) Per ogni z,y € R, Fxy(z,y) = min{Fx(z), Fy(y)}.

(iii) (X,Y) 4 (F5*(U), Fy 1 (U)) ove U & una variabile aleatoria distribuita

uniformemente sull'intervallo (0,1).
(iv) Esiste B € A con P(B) = 1, tale che per ogni wy,ws € B, si ha:

[X(wl) < X(WQ) = Y(wl) < Y(CL)Q)]

6La nozione di comonotonia puod essere estesa in generale a vettori aleatori, quella di
contromonotonia riguarda invece esclusivamente coppie aleatorie.
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Se inoltre Fx, Fy sono funzioni continue le 4 proposizioni suddette sono

equivalenti anche alle seguenti:
(V) ¥ = B (Fx (X)),

(vi) Esiste una funzione g non decrescente tale che: Y = ¢g(X) con proba-
bilita 1.

Si osservi che per qualunque coppia aleatoria (anche non comonotona) sussi-
ste la relazione Fx y (z,y) < min{Fx(z), Fy(y)}; il Teorema ci mostra quindi
che I'uguaglianza vale se e solo se (X,Y) & comonotona. Di particolare ri-
levanza interpretativa sono le proposizioni (iv) e (vi). La (iv) indica che
la coppia aleatoria (X,Y’) & comonotona se e solo se al crescere di una va-
riabile cresce anche 'altra; la (vi) indica invece che, nel caso di funzioni di
ripartizioni continue, la comonotonia e condizione sufficiente e necessaria per
I'esistenza di una funzione non decrescente che trasforma X in Y7. Anche
per la nozione di contromonotonia si puo fornire un simile Teorema di carat-

terizzazione.

Teorema di caratterizzazione contromonotonia A.4.2
Data una coppia aleatoria (X,Y’), con funzione di ripartizione congiunta
Fxy e marginali Fx e Fy, sono equivalenti le seguenti 6 proposizioni, (per

le ultime due ¢ necessaria un’ipotesi aggiuntiva) :
(i) (X,Y) e contromonotona.

(i) (X,Y) 4 (F'(U), Fy''(1 = U)) ove U & una variabile aleatoria distri-

buita uniformemente sull’intervallo (0, 1).
(iii) Per ogni z,y € R, Fxy(x,y) = max{Fx(z)+ Fy(y) — 1,0}.
(iv) Esiste B € A con P(B) = 1, tale che per ogni wy,wy € B si ha:

[X(w1) < X(w2) = Y(wy) > Y(wo)].

Si parla in letteratura in questo caso di dipendenza monotona tra X e Y.
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Se inoltre Fx, Fy sono funzioni continue le 4 proposizioni suddette sono

equivalenti anche alle seguenti:
(v) Y = F (1 - Fx(X)).

(vi) Esiste una funzione g non crescente tale che: Y = g(X) con probabilita
1.

Nel caso della contromonotonia, risultano essere validi i medesimi commenti
del caso della monotonia con opportuni accorgimenti. Ad esempio nel caso
della relazione (vi), osserviamo che la condizione di contromonotonia ¢ con-
dizione sufficiente e necessaria per l'esistenza di una funzione non crescente
che trasforma una variabile aleatoria nell’altra. Prima di introdurre un’altra
nozione di dipendenza tra variabili aleatorie, enunciamo il seguente Teorema
che fornisce indicazioni sul rapporto tra la nozione di comonotonia e quella

di correlazione.

Comonotonia, contromonotonia e covarianza A.4.3

Consideriamo una coppia aleatoria (X,Y"). Sussistono le seguenti relazioni:
(i) (X,Y) ¢ comonotona = Cov(X,Y) >0
(ii) (X,Y) ¢ contromonotona = Cov(X,Y) <0

(iii) Considerate due coppie aleatorie (X*,Y*) e (X’,Y”) con medesime mar-
ginali di (X,Y) sia (X*,Y™*) comonotona e (X’,Y”’) contromonotona.

Sussiste la seguente relazione:

Cov(X',Y') < Cov(X,Y) < Cov(X*, V™).

Si osservi che per le relazioni (i) e (ii) non vale il viceversa. La relazione (iii)

implica inoltre che, per ogni coppia aleatoria (X,Y) si ha:
B(X*Y*) > B(XY). (A.4)

Le relazioni di comonotonia e contromonotonia, come si e detto, rappresenta-

no il tipo di dipendenza rispettivamente positiva e negativa, piu estrema. In
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termini generali la dipendenza positiva e negativa tra due variabili aleatorie

e individuata dalla seguente definizione:

Definizione
Una coppia di variabili aleatorie (X, Y") si dice positively quadrant dependent
(PQD) se:

P(X <z,Y <y)>P(X <z)P(Y <y).

Specularmente, essa si dice negatively quadrant dependent (NQD) se:
PX <z,Y <y <PX <x)PY <y).

Si osservi che, in relazione ad una coppia aleatoria, le relazioni di comonotonia

e contromonotonia implicano rispettivamente PQD e NQD.

A.4.1 Copule

Consideriamo un vettore aleatorio X = (X1,...,Xy) definito sullo spazio
di probabilita (€2, A, P). Il comportamento del vettore & descritto dalla sua
distribuzione congiunta Fx. Questa puo essere vista come la composizione
di due elementi. Il primo e descritto dal comportamento delle distribuzioni
marginali F;, ¢ = 1,...,d. Il secondo dalla struttura di dipendenza tra le
sue componenti. L’approccio delle copule consente di scorporare i due effet-
ti, isolandone la struttura di dipendenza. Come vedremo, cio permette, in
generale, di avere una comprensione piu profonda sulla struttura di dipenden-
za stocastica di un vettore aleatorio. Operativamente, le copule sono molto
spesso impiegate nel risk management qualora si fosse interessati a costruire,
a partire dalle marginali, un modello multivariato con una fissata struttura
di dipendenza (come fatto, ad esempio, nel Capitolo 4). Procediamo con la

definizione di copula.

Definizione
Una funzione C : [0, 1]¢ — [0, 1] si dice copula d-dimensionale se C' & la fun-

zione di ripartizione congiunta di un vettore aleatorio X = (X1,...,Xy), le
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cui marginali sono distribuite uniformemente sull’intervallo (0, 1).

Prima di procedere con 'esposizione del Teorema di Sklar (1959) che per-
mette di comprendere la fondamentale importanza delle copule, evidenzia-
mone alcune proprieta strutturali. Se una funzione C' &€ una copula, valgono
le seguenti tre proprieta, che forniscono una caratterizzazione della copula

traducendo la definizione in termini analitici.
(i) C(uy,...,uq) € non decrescente in ogni componente ;.
(i) C(1,...,1,u;1,...,1) =wu;, per ogni i € {1,...,d}, u; € [0,1]

(iii) Per ogni a,b € RY tale che a; < b; per ogni i, si ha:

2 2
Z Ce Z(_l)h-‘r---—i‘id C(ul,ip cee aue,id) Z 07
i1=1 ig=1

ove uj; = a; € ujo =bj, con j € {1,...,d}.

Le prime due proprieta sono di semplice interpretazione. La prima consegue
banalmente dal fatto che C' ¢ una funzione di ripartizione congiunta. La se-
conda e necessaria affinché le sue marginali siano distribuite uniformemente.
Il fondamentale ruolo delle copule nella descrizione della dipendenza stoca-

stica di un vettore aleatorio e garantito dal seguente celeberrimo Teorema.

Teorema di Sklar A.4.1.1
Sia F' una funzione di ripartizione congiunta d-dimensionale con marginali
F;, i =1,...,d. Allora esiste una copula C : [0,1]? — [0, 1], tale che, per

ogni x1,...,xq € R, si ha:
F(a1,...,2q) = C(Fi(z1), ..., Falza)). (A.5)

Se le marginali F; sono funzioni continue, allora C' & unica; altrimenti C' &
univocamente determinata sul prodotto cartesiano dei range di variazione
delle marginali. Vale anche il viceversa: se C e una copula e Fi, ..., F; sono

funzioni di ripartizione univariate allora, F', definita come in (A.5), & una
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funzione di ripartizione congiunta con Fi, ..., F; come marginali.

Il Teorema di Sklar mostra dunque che una funzione di ripartizione congiun-
ta puo essere espressa tramite la copula e le marginali. Inoltre, nel caso di
marginali continue, la nozione di copula ¢ pit naturale in quanto ¢ garantita
I'unicita. La seguente osservazione fa comprendere I'importanza, nell’ambi-

to della teoria base delle copule, della trasformazione integrale di probabilita.

Considerato un vettore aleatorio X = (X7, ..., Xy) con funzioni di ripartizio-
ne marginali F; continue per ¢ = 1,...,d. Applicando ad ogni componente la
trasformazione integrale di probabilita si ottiene un vettore aleatorio la cui

funzione di ripartizione e la copula:
(Uh SR Ud) = (FI(X1)7 SR 7Fd(Xd))7

ove dunque (Uy,...,Uy) & un vettore aleatorio avente le marginali distribui-
te uniformemente sull’intervallo (0,1). Disponendo di una metodologia per
effettuare simulazioni da (Uy, ..., Uy) € possibile ricondursi a simulazioni dal

vettore aleatorio X tramite la relazione (metodo dell'inversione):
(X1, Xa) = (FTH (), - Er Y (U)).

Questa osservazione fa comprendere il meccanismo tramite il quale si possono
generare campioni pseudo-casuali impiegando le marginali e la copula in un
ambiente di simulazione. Formalmente, quanto osservato spinge inoltre ad
introdurre la definizione di copula di una funzione di ripartizione congiunta

F' con marginali continue.

Definizione

Considerato un vettore aleatorio X con funzione di ripartizione congiunta F'
e marginali F1, ..., Fy continue, si dice copula di F' la funzione di ripartizione
congiunta del vettore aleatorio (F}(Xy), ..., Fy(Xy)).
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Si potrebbero fornire molti interessanti risultati generali concernenti le co-
pule. Per i fini di questa trattazione ne proponiamo uno in quanto sara utile

nel seguito.

Proposizione A.4.1.2

Considerato il vettore aleatorio X = (Xi,...,Xy) con marginali F;, i =
1,...,d continue. Sia T; : R — R, una funzione reale crescente per ogni
i=1,...,d. Allora il vettore aleatorio (T1(X1),...,Ty(Xy)) ammette la me-

desima copula di X.

La copula gode dunque di una proprieta di invarianza per trasformazioni
crescenti.

Procediamo 1'esposizione tramite alcuni importanti esempi di copula. Gli
esempi che si potrebbero considerare sono moltissimi, c¢i concentriamo su
quelli impiegati nel Capitolo 4. Il primo esempio ¢ la copula di indipendenza

che rappresenta un caso patologico.

La copula di indipendenza II & definita dalla seguente espressione:

M(us, ... ua) = [ Jus (A.6)

Alla luce del Teorema di Sklar, e della relazione (A.5), appare chiaro che,
un vettore aleatorio con marginali continue e stocasticamente indipendenti,

¢ caratterizzato dalla copula di indipendenza (A.6).

Impiegando il Teorema di Sklar e possibile estrarre, a partire da vettori alea-
tori con distribuzioni congiunte note (ad esempio la normale multivariata),
la struttura della copula. Cio apre la possibilita di introdurre una vastissima
classe di copule. Si parla in questo caso di copule implicite in quanto esse
non hanno necessariamente un’espressione in forma chiusa e sono definite

implicitamente a partire dalla distribuzione multivariata di partenza.
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Sia X un vettore aleatorio distribuito come una normale multivariata d-
dimensionale: X ~ Ny(m, ). La copula ottenibile dalla funzione di ripar-
tizione multivariata della normale e detta copula gaussiana. In questo caso,
segue dalla proposizione A.4.1.2 che, il vettore aleatorio X ammette mede-
sima copula di Y ~ Ny(0,P), ove P & la matrice di correlazione di X. Cio
permette di comprendere un risultato fondamentale concernente le copule.
Consideriamo, per semplicita, il caso d = 2. Alla luce di quanto appena
osservato, il coefficiente di correlazione p individua in questo caso univoca-
mente la copula gaussiana (il risultato vale in generale per le distribuzione
ellittiche si veda Embrechts et al. (2002)). Cio fa intuire che, qualora si operi
con distribuzioni normali, si puo impiegare in modo naturale il coefficiente di
correlazione per descrivere la copula. Il risultato pero non e vero in generale.
Analizzeremo in dettaglio questo aspetto successivamente. Indicata con ®p
la funzione di ripartizione congiunta della normale multivariata con media
nulla e P matrice di correlazione e con ® la funzione di ripartizione della

normale standard, 1’espressione della copula in generale é:
Crt(u) = ®p(®~ (u), ..., @7 (uq)).

Si impiega la notazione CS® per enfatizzare la dipendenza dalla matrice di
correlazione. La copula gaussiana con P = [I;, ove I; ¢ la matrice identica
d-dimensionale, degenera nella copula di indipendenza. Come si e fatto per la
copula gaussiana, si puo estrarre univocamente la copula implicita a partire
da qualsiasi distribuzione multivariata con marginali continue. Un impor-
tante esempio, largamente impiegato nella pratica, ¢ la copula t-student. In

questo caso l'espressione della copula ¢ dunque la seguente:

Cﬁ,P(u) = tl/ﬂ’(t;l(ul)? SR 7t;1(ud>>’

ove t, e la funzione di ripartizione della distribuzione t-student standard uni-
variata con v gradi di liberta e ¢, » ¢ la funzione di ripartizione congiunta del
vettore aleatorio X ~ ¢, p(0,P). Nel caso della copula t-student, se P = I,

non si ottiene la copula di indipendenza in quanto t-student incorrelate non
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sono indipendenti (McNeil et al. (2015)). Presentiamo infine un ultimo im-
portante esempio: la copula di Gumbel. A differenza della copula gaussiana
e quella di t-student, la copula di Gumbel appartiene alla famiglia di distri-
buzioni che ammette una espressione esplicita per la copula. Assumendo per

semplicita d = 2, la sua espressione ¢ la seguente:
OS5 (uy, uy) = exp(—((—logur)’) + (= logus)?)s), 1< 6 < +oo.

Se § = 1, C§™ degenera nella copula di indipendenza. L’importanza del-
la copula di Gumbel ¢ dovuta alla particolar tipo di dipendenza che essa
implica tra le componenti, discuteremo questo aspetto nel seguito. Per com-
prendere alcune importanti differenze tra le copule introdotte si possono im-
piegare opportune misure di dipendenza che introduciamo nella successiva

sottosezione.

A.4.2 Misure di dipendenza

Considereremo, in questa sottosezione, quattro misure di dipendenza. Con
misura di dipendenza si intende una funzione che associa ad una coppia alea-
toria (X, X2) un numero reale, che in qualche modo ne descrive la struttura
di dipendenza. La metodologia con il quale a partire dalla coppia aleatoria

viene associato il numero reale ¢ peculiare di ogni misura.

Correlazione lineare (di Pearson)
La correlazione lineare tra le variabili aleatorie X; e X5, dotate di varianza

finita e positiva, e definita dal rapporto:

Cov(X1, Xs)
\/Var(Xl)Var(Xz)'

p(le XQ) =

La disuguaglianza di Cauchy-Schwartz garantisce che il coefficiente di cor-
relazione lineare assuma valori nell’intervallo [—1,1]. Si ha che, se X; e X3
sono stocasticamente indipendenti, allora p(Xi, X3) = 0; ma non & vero il

viceversa (a meno di distribuzioni ellittiche). La condizione |p(X;, Xs)| =1
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implica perfetta dipendenza lineare tra le due variabili aleatorie, ovvero X, e
esprimibile come X, = a+ X7 con § > 0 qualora la dipendenza sia positiva
e f < 0 se negativa. L’indice misura pertanto la dipendenza lineare tra le due
variabili aleatorie. Si osservi inoltre che la correlazione lineare non si con-
serva per trasformazioni crescenti. Ovvero, considerata una trasformazione

T :R — R si ha in generale:

p(X1, X2) # p(T(X1), T(X2)).

Si rammenti che la proposizione (5.2) mostrava che la copula ¢ invariante per
questo tipo di trasformazioni. Pertanto, unendo i due risultati, si comprende
che la correlazione lineare non puo dipendere esclusivamente dalla copula ma
in generale dipende anche dalle marginali. Questa limitazione ha particolare
rilevanza quando si e interessati a costruire un modello multivariato a parti-
re dalle marginali e impiegando la correlazione per descriverne la struttura
di dipendenza. Alternativamente, per osservare che la correlazione lineare
dipende sia dalle marginali che dalla copula, si puo considerare la seguente

espressione per la covarianza:

+oo  pFo0
COV(Xl,XQ) = /_ /_ (F(ZB1, 1132) — Fl([El)FQ(sz)) dxldilfg,

da cui tramite la (A.5) si arriva ad un’espressione non riducibile che dipende
da copula e marginali. Introduciamo un secondo indice di dipendenza che

rimedia ad alcune delle problematiche della correlazione lineare.

Indice di correlazione di Spearman
L’indice di correlazione di Spearman prende in considerazione il rango delle
variabili aleatorie di riferimento. A partire dalle variabili aleatorie X; e X,

esso puo essere definito come:

ps(X1, X2) = p(F1(X1), Fa(Xa)).
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Si tratta pertanto dell’indice di correlazione lineare applicato ad una par-
ticolare trasformazione (la trasformazione integrale di probabilita) di X; e
X5. Anche l'indice di correlazione di Spearman assume valori nell’intervallo
[—1, 1]. Inoltre esso vale 0 qualora X; e X3 sono stocasticamente indipendenti
(non vale il viceversa). Si puo dimostrare che i valori 1 e —1 corrispondono al
piu estremo tipo di dipendenza stocastica rispettivamente positiva e negativa,
ovvero la comonotonia e la contromonotonia. La correlazione di Spearman
misura pertanto la dipendenza monotona tra le due variabili aleatorie. Per
altri dettagli e proprieta si veda Embrechts et al. (2002).

La seguente proposizione fornisce un’importante proprieta di questo indice.
Considerata la coppia aleatoria (X3, X3) con marginali continue e copula C,
vale la seguente rappresentazione alternativa per l'indice di correlazione di

Spearman:

1 1
ps(Xl, X2) == ].2/ / (C’(ul, UQ> - U1U2)dU1dU2.
0 0

La proposizione dimostra dunque che, diversamente dall’indice di correla-
zione lineare, I'indice di correlazione di Spearman puo essere rappresentato
dalla sola copula. Per questa ragione nel corso della trattazione, negli esem-
pi numerici, si fa sempre ricorso all’indice di Spearman. Si noti inoltre che,
sebbene la correlazione di Spearman non dipenda dalle marginali, cio non
comporta che a partire essa e le marginali si individui univocamente una di-
stribuzione multivariata (a meno che non si lavori con marginali appartenenti
alla famiglia delle distribuzioni ellittiche). Un altro vantaggio della correla-
zione di Sperman e che consente di costruire, assegnate due marginali, una
distribuzione congiunta con qualsiasi livello di correlazione pg € [—1,1]; cio

non e in generale vero per la correlazione lineare.
Coefficienti di dipendenza di coda
I coefficienti di dipendenza di coda misurano la forza della dipendenza tra

le code delle marginali di una coppia aleatoria. Come il coefficiente di cor-

relazione di Spearman, anche i coefficienti di dipendenza di coda dipendono
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esclusivamente dalla struttura della copula e non dalle marginali; sono dun-
que invarianti per trasformazioni crescenti (McNeil et al. (2015) e Embrechts
et al. (2002)). Si distinguono il coefficiente di dipendenza di coda superiore
(Ay), e quello inferiore ();). Per entrambi gli indici 'idea & di considerare
congiuntamente il comportamento sulle code (superiore per A, e inferiore per

A1) della coppia aleatoria. Analiticamente A, € definito dall’espressione:

(X1, Xo) = llg{ P(Xy > F2_1(Q) | X1 > Fl_l(Q))'
q
Il coefficiente di dipendenza di coda superiore A, assume valori nell’intervallo
chiuso [0, 1], qualora fosse pari a 0 si parla di indipendenza asintotica (di coda

superiore). \; ¢ definito specularmente dalla relazione:

A(Xy, X) = Jim, P(Xy < Fy'(q) | X1 < Fy'(q)):
Anche il coefficiente di dipendenza di coda inferiore assume valori nell’in-
tervallo chiuso [0,1]. In entrambi i casi, valori maggiori di 0, misurano la
forza della dipendenza di coda. A partire dalle definizioni, si puo facilmente
dimostrare che, nel caso di marginali continue, i due coefficienti sono rappre-
sentabili dalla sola copula. Ad esempio, per il coefficiente di coda inferiore,

si ha:

< < ~ i @:9)
1 = 11m .
g—0% P(X1 < Fy (q)) g0t g

In alcuni semplici casi, € possibile ottenere per questi coefficienti espressioni
in forma chiusa che permettono di comprendere come al variare dei parame-
tri della distribuzione si comporti la dipendenza di coda della copula. Con
particolare riferimento alla coda superiore, esponiamo alcuni esempi in quan-
to sono utilizzati nella sezione concernente la dipendenza stocastica between
del modello sul rischio di credito 4.4.3. Nel caso della copula gaussiana, si
puo dimostrare che essa e asintoticamente indipendente in entrambe le code
ovvero A\, = A\; = 0. Anche con una correlazione molto alta, eventi estremi

sono indipendenti. Questa proprieta fa comprendere che la copula gaussiana
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non e adatta a modellare situazioni nelle quali si crede che ci possa essere
una dipendenza tra eventi estremi. Nel caso della copula Gumbel o quella
t-student, si possono ottenere espressioni esplicite per i due coefficienti, che
mostrano il comportamento di queste al variare dei parametri. In particolare,

per A\, si hanno le seguenti espressioni:

v+ 1D - p)

, AGv=2_293,
(1+p)

Ay = 2ty 4
La dipendenza di coda superiore per la t-student diminuisce all’aumentare
dei gradi di liberta, mentre per la Gumbel aumenta all’aumentare di 6. A
titolo di esempio, per visualizzare graficamente il fenomeno, si veda la Figura
A.1. Si sono rappresentate 10000 simulazioni da una coppia aleatoria con
medesime marginali e coefficiente di correlazione lineare e diversa copula. Nel
caso della copula Gumbel, a differenza della gaussiana, eventi estremi sulla

coda superiore tendono ad accadere in contemporanea.

Copula Gaussiana Copula Gumbel

=
n
2
o
=
n
=
n

Figura A.1: 10000 simulazioni da due distribuzioni con identiche marginali distribui-
te come Gamma(3,1), medesima correlazione lineare p = 0.7 ma diversa struttura di
dipendenza.






Appendice B

Modelli stocastici per la

mortalita

Introduciamo in questa seconda Appendice alcuni importanti modelli demo-
grafici per la descrizione della mortalita di una popolazione. Nella prima
sezione si presenta il famoso modello di Lee-Carter che rappresenta il punto
di partenza dell’analisi. A partire da questo modello, sono state introdotte
in letteratura numerose estensioni e generalizzazioni. La seconda sezione,
seguendo Villegas et al. (2018), espone la struttura della famiglia dei model-
i Age - Period - Cohort generalizzata (GAPC) che consente di descrivere,
sotto un’unica ottica, diversi modelli stocastici presenti in letteratura. L’Ap-
pendice si conclude con un analisi dell’accostamento di cinque modelli di
riferimento della famiglia GAPC stimati con dati di popolazione riferiti all’l-
talia. Il miglior modello, selezionato dall’analisi, € stato impiegato nel terzo
capitolo per descrivere la mortalita degli assicurati del portafoglio di rendite

vitalizie.

B.1 Il modello di Lee - Carter

I1 pin famoso approccio stocastico per modellare i tassi di mortalita proiettati
¢ stato introdotto in Lee e Carter (1992). A partire da questo modello si &

sviluppata un’intensa letteratura che ha studiato con attenzione le proprieta

145
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del modello e sono state analizzate diverse possibili estensioni alla sua strut-
tura base (Villegas et al. (2018), Pitacco et al. (2009), Girosi e King (2007)
e Brouhns et al. (2002)).

Nella formulazione originale di Lee e Carter, ¢ proposta per il logaritmo
del tasso centrale di mortalita m,;, con riferimento agli individui di eta x

nell’anno di calendario ¢, la seguente formulazione:
logmy, s = ay + byky + €44 (B.1)

I1 termine di errore €, ¢ ipotizzato essere distribuito come una normale di
media 0 e varianza o?. Infine, & necessaria un’ulteriore ipotesi che imponga
alcuni vincoli sui parametri in quanto la struttura (B.1) & sovraparametrizza-
ta. Lee e Carter hanno proposto i seguenti due vincoli: > b, =1, >, k; = 0.
Impiegando questi vincoli e possibile tramite un procedimento di stima de-
terminare univocamente tutti i parametri del modello.

Analizzando la (B.1) si puo osservare che il logaritmo della tasso centrale di
mortalita dipende da un primo termine a, legato unicamente all’eta, da un
secondo termine bilineare b,k; i cui parametri dipendono rispettivamente da
eta e anno di calendario e infine da una componente di errore €, ,. Il termine
a, individua dunque la forma della mortalita attraverso le eta e, alla luce
dei vincoli, rappresenta la media dei logm,; rispetto I'anno di calendario.
L’effetto dell’anno di calendario interviene nel modello esclusivamente nel
termine k;; dunque il termine b, permette di assegnare a questo effetto un
peso che varia con l’eta. Un ulteriore aspetto molto importante da tenere in
considerazione ¢ che nell’espressione (B.1) tra le variabili indipendenti non ci
sono quantita osservabili. Per dettagli sulla procedura di stima a due stadi
proposta da Lee e Carter si veda ad esempio Lee - Carter (1992) e Girosi e
King (2007). Una volta che si dispone del modello stimato, per ottenere una
previsione futura si modella la componente k; attraverso un processo ARI-
MA. Molto spesso viene utilizzato, per la proiezione, un semplice processo di
passeggiata casuale con drift in quanto I’evidenza empirica ha dimostrato in

diversi studi un buon adattamento.
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Il modello originale appena descritto ipotizza che gli errori siano distribuiti
normalmente e siano inoltre omoschedastici (medesima varianza). Le due
ipotesi risultano in generale essere molto forti e poco realistiche, ¢ stata
pertanto proposta una struttura alternativa (Brouhns et al. (2002)). Con
riferimento all’eta = e all’anno di calendario ¢, indichiamo con D, il numero
aleatorio di individui deceduti, con d,; la corrispondente osservazione e con
EZ , il numero centrale di esposti al rischio. Il rapporto tra d,; e Ej, rap-
presenta una stima grezza del tasso centrale di mortalita m,; per individui
di eta z nell’anno di calendario ¢.

Assumiamo inoltre che l'intensita istantanea di mortalita p,; sia costante
per ogni eta e anno di calendario; pertanto essa coincide con il tasso centrale
mg . Per la variabile aleatoria D, ; si formula la seguente ipotesi distributiva:

Dy ~ Poisson(Ey; ; fie.), (B.2)

T

e inoltre, si assume che, al variare di x e ¢, condizionatamente a {1}, siano
indipendenti. Per il tasso centrale di mortalita (che si rammenti coincide
con l'intensita istantanea) ¢ proposta nuovamente la struttura impiegata da

Lee-Carter. Si ha dunque:

log Mzt = Oy + ﬁmkta (B3)

ove si impiegano i vincoli sui parametri gia enunciati in precedenza. Per la
stima del modello viene sfruttata una classica procedura di massima vero-
simiglianza e risolta tramite 1’algoritmo numerico di Newthon-Raphson; la

funzione di log-verosimiglianza del problema e siffatta:

[ = Z:{Dm(agC + Buky) — E§7t6“1+5”kt)} + costante

x,t

Per quanto concerne la proiezione, vengono impiegate anche in questo mo-

dello le medesime metodologie introdotte in precedenza.
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B.2 Estensioni al modello di Lee-Carter

A partire dal modello di Lee-Carter si e sviluppata nel corso degli ultimi anni
un’intensa e feconda letteratura che ha introdotto varie estensioni al model-
lo base. Alcuni autori hanno individuato una struttura comune a molti dei
nuovi modelli introdotti; presentiamo, in particolare, quella introdotta da
Villegas et al. (2018). Essa si chiama famiglia dei modelli Age - Period -
Cohort generalizzata (GAPC). In linea con la (famosa) famiglia dei model-
li lineari generalizzati (GLM) introdotta da McCullagh and Nelder (1989),
un modello appartenente alla famiglia GAPC puo essere descritto da quat-
tro elementi: una componente stocastica, una componente deterministica, la
funzione di collegamento e un insieme di vincoli sui parametri del modello.

Descriviamo brevemente le componenti.

1. Componente stocastica

Consideriamo, come fatto nella sezione precedente, la variabile aleatoria D, ,
che rappresenta il numero aleatorio di decessi per individui di eta x nell’anno
di calendario t. Per questo numero aleatorio sono possibili all’interno della

famiglia GAPC due tipologie distinte di specificazione probabilistica:

: C
Dy ~ Poisson(Ey ; fiz),

(B.4)
D,y ~ Binom(Ey ,, quy),

ove, a fronte degli individui di eta x nell’anno di calendario ¢, E‘S’t rappresenta
il numero iniziale di esposti al rischio e g, la probabilita monoannuale di
decesso. Si noti che l'ipotesi Poissoniana coincide con la (B.2) utilizzata
in precedenza. Alla luce delle due distinte ipotesi probabilistiche consegue

rispettivamente che:

Dmt Dxt
E(—2) = ptor. B{ =) = qos-
(E) ot (EO) e

Queste sono le quantita che, tramite la funzione di collegamento, sono model-

late dalla componente sistematica. Siipotizza inoltre che le variabili aleatorie
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D, ; siano stocasticamente indipendenti condizionatamente rispettivamente

al parametri fly; O Gy -

2. Componente sistematica

Nei modelli appartenenti alla famiglia GAPC sono individuabili in genera-
le tre effetti. L’effetto dell’eta x, l'effetto dell’anno di calendario t e infine
leffetto anno di nascita t — x (coorte). Essi sono espressi all’interno di un
previsore siffatto (Hunt and Black (2015)):

N
Moy = o+ BOR + B0 . (B.5)
i=1

Nell’espressione (B.5) si individuano tre componenti. Il primo termine «, €
un termine statico che descrive la forma della mortalita attraverso le eta. Il
secondo termine Zfil 6§;i)/£§i), ove N indica il numero di addendi bilineari
eta - anno di calendario inseriti nella componente sistematica (ad esempio,
nel modello di Lee-Carter eteroschedastico analizzato in precedenza, N = 1),
descrive l'effetto di interazione tra l'eta x e I’anno di calendario ¢. L’ultima
componente di (B.5) ¢ ascrivibile all’effetto dell’anno di nascita (effetto di
coorte). A seconda del modello considerato, i termini ,ngi) pPOSSONO essere pre-
determinati o, come nel caso di Lee-Carter, stimati. Si noti che nei modelli
GAPC le componenti %, i = 1,..., N e 9;_, sono da considerarsi processi
stocastici. I tassi di mortalita proiettati si ottengono a partire dalle proie-

zioni di questi processi.

3. Funzione di collegamento
La componente stocastica e quella sistematica sono tra loro collegate da una
funzione g detta, come nel caso dei GLM, funzione di collegamento. La

relazione che lega le due componenti ¢ la seguente:

((22)) -
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ove I/, ; rappresenta gli esposti al rischio iniziali o centrali. Per la funzione g
le scelte ricadono, nel caso della distribuzione di Poisson sul logaritmo e nel
caso della distribuzione binomiale sul logit, che sono rispettivamente i legami
canonici delle distribuzioni. Per una discussione piu approfondita su queste
scelte si veda Currie (2016).

4. Insieme di vincoli sui parametri
Molti dei modelli che soddisfano le 3 ipotesi appena descritte non permet-
tono un’identificazione univoca dei parametri senza 1'utilizzo di vincoli sui

medesimi. Indicato con @ il generico vettore di parametri del modello,

N
0 = (Oéxuﬁggtl)? e 7ﬁ:)(:N)7K/§1)7 ce 7"% )7ﬁ§0)77t*33)7

sia v una funzione che trasforma questo vettore di parametri in un vettore di

parametri alternativo che soddisfa i vincoli del modello senza cambiare 7, ,

ovvero:
U(9> - é - (&Jngél)v cee 7B§:N)7 l%1(€1)7 ey ’igN) é )a Vi— J:)
N ) N
Mot = Qg + Z 5;1)’4'152) + Ba(;o)%fx =y Z gg; /€ + ﬁ Vi—z-
=1 i=1

Stima del modello nella famiglia GAPC

Per la stima del modello, ’approccio generalmente impiegato € quello della
massima verosimiglianza. A seconda che per la componente stocastica sia
impiegata l'ipotesi di Poisson o quella binomiale, si ottengono rispettivamente

le due seguenti funzioni di log-verosimiglianza:

L= Z Z wm,t{dx,t lOg Cix,t — Cvat — lOg Cvat!}, (B?)
t

Cz E;g - Cz:p ,t EO
E = Z Zw%t {dl‘,t log (EO ) + (EO dm,t) log (’tE'—Ot> + 10g (d
T t Zz,
(B.8)

x,t

)
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ove, in entrambi i casi, w, ; ¢ un peso assegnato all’osservazione (z,t) che puo
essere 1 qualora l'osservazione ¢ inclusa nella verosimiglianza o 0 altrimenti.
Il termine cfm e il valore atteso del numero di decessi con riferimento agli
individui di eta x nell’anno di calendario ¢, implicato dal modello ed e definito

dalla seguente espressione:

N
da:,t = Ea:,t g_l (al‘ + Z /6;?)"{'752) + ﬁg(;O)IYt—x> .

=1

Le funzioni di verosimiglianza introdotte sono massimizzate tramite un ap-

proccio di tipo numerico.

B.2.1 Esempi di modelli della famiglia GAPC

Molti dei modelli stocastici per la descrizione della mortalita presenti in let-
teratura appartengono alla famiglia GAPC. Seguendo Villegas et al. (2018),
presentiamo schematicamente cinque dei modelli pit significativi. Per tutti e
cinque consideriamo l'ipotesi di distribuzione binomiale per la variabile alea-
toria D, , e assumiamo, come funzione di collegamento, il logit. Le specificita
di ciascun modello sono pertanto individuate dalla componente sistematica e
dall’insieme di vincoli sui parametri. Di particolare interesse per il confronto
¢ la struttura della componente sistematica. In ciascun caso, un diverso in-
sieme di vincoli sui parametri permette di conseguire una stima univoca del
modello; questo aspetto, di natura prettamente tecnica, non ¢ di interesse per
gli obiettivi di questa Appendice e viene pertanto tralasciato, per dettagli si
veda Villegas et al. (2018).

1. Modello di Lee-Carter (LC)
Abbiamo gia introdotto in precedenza il modello di Lee-Carter; analizziamo
ora come esso sl inserisce nel contesto dei modelli GAPC. La struttura della

componente sistematica, come gia visto, e:

Net = Oy + ﬁf}%ﬁ”.
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Con riferimento al previsore 7, si ha dunque N = 1 e non & presente 'effetto
di coorte. Per la proiezione di k; si utilizza un processo stocastico ARIMA,
in particolare viene spesso impiegata una semplice processo di passeggiata

casuale con drift, ovvero:
Y =6+ f#_)l +e, €~ N(0,07) iid. (B.9)

Procediamo con la prima estensione al modello di Lee-Carter nel quale viene

introdotto un effetto di coorte.

2. Modello di Renshaw and Haberman (RH)
A partire dal modello di Lee-Carter, si introduce in Renshaw and Haberman
(2006) un modello che incorpora anche l'effetto di coorte; si ha quindi la

seguente struttura:

77x,t = Oy + B;l)"fgl) + 53(50)7257‘%

Per la proiezione delle componenti x; e v;_, sono impiegati due processi
ARIMA univariati ipotizzando l'indipendenza dei due effetti. In partico-
lare, per k; e utilizzato un processo di passeggiata aleatoria con drift ARI-
MA(0,1,0) e per 4;_, un processo ARIMA(1,1,0). In Haberman and Renshaw
(2011), i medesimi autori hanno proposto una struttura alternativa semplifi-
cata per il previsore, nella quale 5;5;0) = 1, dimostrando che essa rappresenta

un miglioramento in termini di stabilita del modello. Si ha dunque:
Net = Oy + Bg(gl)’igl) + Yt—x-

3. Modello Age - Period - Cohort (APC)

A partire dal modello di Renshaw-Haberman ¢ possibile definire un interes-
sante caso particolare nel quale 6;0) = 59(31) = 1. Si ha dunque la seguente
struttura per il previsore del modello:

Net = O + ’igl) + Y-z
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I modello APC ¢ stato largamente impiegato in statistica medica e demo-
grafia ed ¢ stato introdotto in ambito attuariale in Currie (2006). Anche in
questo caso per la proiezioni sono usualmente impiegati due distinti processi

ARIMA univariati e indipendenti per k; € ;.

4. Modello di Cairns, Blake e Dowd (CBD)
I tre modelli finora considerati sono, seppur diversi, molto simili in termi-
ni componente sistematica. In Cairns et al. (2006) viene considerata una
struttura molto diversa dalle precedenti per il previsore. In particolare si
considera N = 2 con i parametri che dipendono dall’eta (1 o 55«2) prespe-
cificati e pari rispettivamente a 1 e x — T, ove T e l'eta media dei dati; non
sono considerati ne l'effetto statico dell’eta e neppure l'effetto di coorte. Il
previsore del modello CBD ¢ dunque:

Net = /igl) + (z — E)ﬁ;,@.
Un aspetto peculiare del modello CBD e che esso, a differenza di tutti gli altri
che si sono considerati, non ha problemi di identificazione, puo essere dun-
que stimato senza la necessita di imporre vincoli sui parametri. Concludiamo

questa presentazione con il modello M7 che e un’estensione del modello CBD.

5. Modello CBD quadratico con effetto coorte (M7)
In Cairns et al. (2009) gli autori hanno esteso la struttura del previsore del
modello CBD comprendendo anche un termine quadratico per ’eta e 'effetto

coorte. La struttura del modello M7 & riassumibile nella seguente tabella.
Moo =y + (2 = D)y + (2 = 7) = 677k + 71

Nel previsore il termine 62 & la media empirica della quantita (z — 7).
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B.3 Un confronto sui dati italiani 1950 - 2014

In questa sezione si propone un confronto tra i cinque modelli stocastici per
descrivere la mortalita introdotti in precedenza. Il modello selezionato come
migliore alla luce dell’analisi & quello impiegato nel terzo capitolo per la rever-
se sensitivity analysis del portafoglio di rendite vitalizie. Consideriamo i dati
sulla mortalita della popolazione italiana (fonte: Human Mortality Database
(2014)), che riguardano l'intervallo temporale 1872 - 2014 e l'intervallo di
eta 0 - 110. In linea con il terzo capitolo, siamo interessati esclusivamente
alla mortalita di individui con un’eta maggiore di 65 anni. Si osservi che in
generale dati concernenti la mortalita relativi ad eta estreme (maggiori di 89
anni) sono da considerarsi poco affidabili soprattutto qualora riguardino epo-
che molto passate (si pensi ad esempio alla mortalita dei centenari nel 1900);
si propende quindi per considerare per la stima del modello I'intervallo di eta
60 - 89. Per quanto concerne l'intervallo temporale consideriamo esclusiva-
mente epoche successive al 1950. La Tabella B.1 presenta il confronto tra le
cinque componenti sistematiche.

Un semplice approccio per confrontare i diversi modelli stocastici per la de-
scrizione della mortalita della popolazione richiede 1'uso di criteri informativi.
Sebbene, come ¢ naturale, molto spesso modelli con piu parametri garanti-
scono un accostamento migliore, puo accadere che questi siano sovrapara-
metrizzati. Per un confronto in termini relativi tra i modelli si utilizzano

dunque indici che tengano conto, in qualche modo, del numero di parametri

Confronto tra previsori

LC Net = Qg + @Uffg)

RH ey = o + 86 + 7

APC np = ay + ’fgl) + Vi-z

CBD ;= /@S) + (z — f)n,@

M7 ey =ny) 4 (=T + (0= 7) = 627 + s

Tabella B.1: Confronto tra le componenti sistematiche dei cinque modelli considerati
nello studio.
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impiegati dal modello. Due dei piu famosi criteri informativi sono il Criterio
di Informazione di Akaike e il Criterio di Informazione Bayesiano. Essi sono

cosi definiti:
AIC = 2k — 2log(L), BIC = log(n)k — 2log(L),

ove k ¢ il numero di parametri del modello, n la grandezza del campione e
£ il valore della funzione di verosimiglianza nel suo massimo. Per procedere
operativamente con il confronto numerico stimiamo dunque i 5 modelli. Per
la stima ¢ impiegata nella massima verosimiglianza (B.8) una matrice di pesi
wy¢. Questa matrice, come si € gia menzionato, contiene solo 0 o 1 a seconda
che l'osservazione sia rispettivamente esclusa o inclusa nella verosimiglianza
del modello. Sono escluse in generale le prime e ultime tre coorti ai due
estremi del dataset. Per operare un confronto significativo, utilizziamo per
ogni modello per la componente stocastica la distribuzione binomiale e come
funzione di collegamento il logit. Si osservi che, in questo caso, € necessa-
rio trasformare (tramite un’approssimazione) i numeri centrali di esposti al
rischio £, per i quali si dispone dei dati, in numeri iniziali di esposti al
rischio Eg,t. Nella Tabella B.2 ¢ rappresentato il confronto dei due criteri

informativi scelti e del numero di parametri dei modelli.

LC RH APC CBD M7
AIC 37499 (5) 24645 (2) 28534 (3) 36905 (4) 23545 (1)
BIC 38184 (5) 25814 (2) 29537 (3) 37629 (4) 25104 (1)

N° Parametri 123 210 180 130 280

Tabella B.2: Confronto in termini di criteri informativi e numero di parametri per i
cinque modelli presi in considerazione.

Sebbene il modello M7 abbia piu parametri, risulta essere il migliore sia per
AIC che per BIC. Il secondo miglior modello & quello di Renshaw - Haberman;
come si puo osservare i due criteri informativi hanno prodotto il medesimo
ranking.

La bonta di adattamento di questi modelli ¢ tipicamente valutata a partire
dai residui. Si considerano in particolare i residui di devianza scalati che,

se il modello ¢ adatto alla descrizione dei dati, non dovrebbero presentare
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particolari andamenti. Essi sono cosi definiti:

. dev(zx,t)

~
— o _ ) )
Tw,t—Slgn(dx,t—dm,t) — = —, (B~10)
o K—-v
LCc RH
3 o 3
2 2
(=)
@
1 1
w
% o B F 0
1 2 -1
2 -2
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3 3
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Figura B.1: Confronto tramite mappa di calore dei residui di devianza scalati dei 5
modelli.
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ove e posto:

d t EOt - da:t
dev(z,t) = 214 dyilog == + (E°, — d,,) log | ———-=— ,
( ) o dz,t ( ! 7t) s Ea(v),t - da:,t

D(d,,, dxt) = Z wa,t dev(z,t), K= Z Zwm.
x t T t

e dove infine v € il numero di parametri del modello. Procediamo quindi
tramite un confronto grafico. Controlliamo inizialmente i residui di devian-
za scalati dei modelli tramite mappe di calore, si veda a tal fine la Figura
B.1. Nei modelli LC, APC e CBD si puo osservare un chiaro andamento nei
residui; alcune zone presentano residui dello stesso segno ad evidenziare che
il modello non si adegua bene ai dati della popolazione italiana. Come si

era gia osservato dai criteri informativi, i due modelli migliori in termini di

RH RH RH

residuals

residuals

residuals
0

T T T T T T T T T T
1950 1980 1970 1980 1990 2000 2010 1880 1880 1900 1920 1940

calendar year ear of birth

M7 M7

residuals

residuals

residuals
0

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
60 65 70 7s 80 s 50 1850 1960 1S70 1880 1880 2000 2010 1860 1880 1900 1820 1840

age calendar year year of birth

Figura B.2: Confronto tra residui di devianza scalati contro eta, anno di calendario e
anno di nascita per il modello RH (sopra) e il modello M7 (sotto).
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adattamento sono anche in questo caso il modello M7 e quello di Renshaw
- Haberman (RH). Tra i due, in particolare, il modello M7 sembra essere il
preferibile. Procediamo con un’indagine sui residui piu dettagliata andando
a confrontare i grafici marginali per eta, anno di calendario e anno di nasci-
ta, si veda la Figura B.2. Per entrambi i modelli i residui non presentano
andamenti particolarmente evidenti. Nel modello RH sembra esserci nel gra-
fico relativo all’anno di calendario qualche problema di adattamento intorno
al 1970, mentre il grafico relativo all’anno di nascita presenta una leggera
asimmetria. Alla luce di quanto evidenziato si decide infine, in ultima istan-
za, di scegliere M7 come miglior modello. Pertanto esso ¢ impiegato per la
descrizione della mortalita degli assicurati del portafoglio di rendite vitalizie

del terzo capitolo.
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