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Vorwort

Eine wichtige Aufgabe der Versicherungsmathematik ist die Berechnung von Werten, die mit
dem Ruin einer Versicherung zusammenhéngen, wie zum Beispiel die Ruinwahrscheinlichkeit.
Die Grundlagen fiir die dafiir benotigte Ruintheorie wurden bereits in der ersten Hélfte des
19. Jahrhunderts, vor allem von Schwedischen Mathematikern gelegt.

Fiir Probleme aus der Ruintheorie existieren oft keine analytischen Losungen, daher ist Simu-
lation eine mogliche Methode um diese Probleme nédherungsweise zu 16sen. Da aber Ereignisse
wie der Ruin einer Versicherung seltene Ereignisse sind, sind damit verbundene Werte oft sehr
klein und benétigen daher bei ihrer Berechnung eine hohe Genauigkeit. Naive Simulations-
techniken, wie zum Beispiel die Monte Carlo Methode benétigen in so einem Fall einen zu
grofen Rechenaufwand und sind daher in der Praxis nicht brauchbar. Man benotigt daher
noch zusétzliche Ideen um den Rechenaufwand zu verringern.

Diese Diplomarbeit beschiftigt sich vor allem mit der Ruinwahrscheinlichkeit im Cramér-
Lundberg-Modell und der Wahrscheinlichkeit, dass der Gesamtschaden im Kollektiven Risi-
komodell einen vorgegebenen Wert iibersteigt. Beide Probleme sind dquivalent zur Berech-
nung der Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillige Summe grofier ist als ein vorgegebener Wert.
In dieser Diplomarbeit wurden die bekannten Monte Carlo Methoden zur Berechnung die-
ser Wahrscheinlichkeiten zusammengefasst und mit den dquivalenten zufélligen Quasi Monte
Carlo Methoden verglichen. Dabei wurden vor allem Methoden fiir die in der Praxis wich-
tigen subexponentiellen Verteilungen untersucht. Des Weiteren werden effektive Methoden
zur Berechnung von dem Erwartungswert und dem zweiten Moment des Uberschusses einer
zufilligen Summe angegeben.
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Kapitel 1

Einleitung und grundlegende Modelle

1.1 Seltene Ereignisse

In der Finanz- und Versicherungs-Mathematik, aber auch in anderen Teilen der Mathematik,
gibt es zufillige Ereignisse welche nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit eintreten. Man spricht in
so einem Fall von seltenen Ereignissen. Beispiele fiir seltene Ereignisse sind Erdbeben, grofse
Flutwellen oder der Ruin einer Versicherung. Da eine kleine Wahrscheinlichkeit kein exakter
Begriff ist, definieren wir.

Definition 1.1 (Seltene Ereignisse). Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann
heift eine Familie (A(u))y>0, A(u) € A, von Ereignissen, Familie seltener Ereignisse falls

lim P(A(u)) =0 (1.1)

U—o0
gilt.

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist es effiziente Methoden zur nédherungsweisen Berechnung
von P(A(u)) vorzustellen. Da es viele verschiedene seltene Ereignisse gibt, muss man um
zu verniinftigen Methoden zu kommen, sich auf spezielle Ereignisse einschrinken. In diesem
Kapitel werden nun Modelle aus der Versicherungs-Mathematik vorgestellt (siehe [Asm96]
oder [PE97]), welche auf seltene Ereignisse fiihren.

1.2 Das Kollektive Risikomodell

Eine Versicherung wird mehrere Versicherungsvertrige in einem Portfolio zusammenfassen.
Fiir die Versicherung ist interessant, wie viel sie fiir die in dem Portfolio vereinigten Vertra-
gen eingetretenen Schéden an Leistungen zu bezahlen hat. Das kollektive Risikomodell dient
dazu den in einem bestimmten Zeitintervall auftretenden Gesamtschaden S eines Portfolios
zu modellieren. Die Anzahl der Schiden wird dabei durch eine diskrete Zufallsvariable N be-
schrieben und die jeweiligen Schéden durch die Zufallsvariablen Y7, ..., Yy beschrieben. Man
erhélt damit den Gesamtschaden,

S _EN:Y‘_ 0 fiir N = 0,
ML T AN+ Ye . 4+ Yy fiir N >0,

Dabei gelten die folgenden Modellannahmen.
e Die Anzahl der Schiden ist eine Zufallsvariable N die nur Werte aus N° annimmt.

e Die Schadenshéhen Y7, Ys, ..., Yy sind positive Zufallsvariablen welche unabhéngig und
ident (iid) verteilt sind mit Verteilungsfunktion F.

1
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e Die Anzahl der Schiaden N und die Schadenshdéhen Y7,Ys, ..., Yy sind unabhéngig.

Mit den Bezeichnungen F(z) = 1— F(z), P(N = n) = p, und F™ der n-fachen Faltung von
F gilt

P(Sy <u) = anF"* und P(Sy >u) = an_n* u).

Fiir Erwartungswert und Varlanz gilt in diesem Modell
E[Sy] = E[N]|E[Y1], Var[Sy] = E[N?|E[Y{] + E[N]|Var[Yi].

Bemerkung 1.1. Die Familie von Ereignissen P(Sy > u) ist eine Familie seltener Ereignisse.

Eine Zufallsvariable die besonders fiir Riickversicherungen interessant ist und sich auf dieses
Modell bezieht ist (Sy —u)™ = max(Sy — u, 0).

1.2.1 Verteilungen fiir N
Die Festlegung einer Verteilung fiir IV fithrt auf folgende Modelle.

Das zusammengesetzte Binomialmodell: In diesem Modell fiihrt man die folgenden
zusdtzlichen Annahmen ein.

e Das betrachtete Zeitintervall wird in n Teilintervalle Iy, k € {1,...,n} unterteilt:
e In jedem Intervall Ij tritt maximal ein Schaden auf.

e Die Wahrscheinlichkeit dass in einem Intervall ein Schaden auftritt ist p und ist unab-
héngig davon ob in den anderen Intervallen ein Schaden auftritt.

Aus diesen Annahmen folgt, dass N binomialverteilt ist, d.h. P(N = k) = (})p*(1 — p)"~".
Wir schreiben, N 4 B(n,p).

Das zusammengesetzte Poissonmodell: In diesem Modell ist N 2 Pois(\) poissonver-
teilt, das heifst

n

A
P(N =n)= —'e*)‘ fiir n € N,
n!
Dieses Modell erhilt man, wenn man im zusammengesetzten Binomialmodell A = np fixiert,

und n gegen unendlich gehen lésst.
Bemerkung 1.2. In diesem Modell gilt E[N] = Var[N].

Das zusammengesetzte gemischte Poissonmodell: Um im zusammengesetzten Pois-
sonmodell etwas mehr Fluktuation zuzulassen, kann man den Parameter A stochastisch wih-
len. Falls man mit G die Verteilungsfunktion von A bezeichnet, so erhélt man fiir N,

)\n o ln
P(N=n)=E[P(N=n|]\)]=E [—,e—A] = / —e~tdG(l).
n. 0
Das zusammengesetzte negative Binomialmodell: Dieses Modell erhdlt man, indem
man beim zusammengesetzten gemischten Poissonmodell A gammaverteilt wéhlt, d.h. A K
I'(a, ) mit Dichte fy(z) = 3%x*"1e=*/T'(a). Durch diese Wahl ergibt sich, dass N negativ
binomialverteilt ist, d.h.
r+n—1
n

P(N =n) = ( >prq" fiir n € N,

dabeiistr:aundpzl—q:%.
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1.2.2 Verteilungen fiir die Schadenshéhen
Durch statistische Untersuchungen erhélt man, dass die folgenden Verteilungen fiir die Scha-

denshdhen Y; im kollektivem Risikomodell geeignet sind.

Lognormal-Verteilung: Falls Z eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
p und Varianz o2 ist, dann wird die Verteilung von e als Lognormal-Verteilung bezeichnet.
Damit ergibt sich die Dichte als,

1 (log(x) — p)?
f(x):mexp{_%}, x> 0.

Pareto-Verteilung: Fiir a > 0 und 8 > 0 wird diese Verteilung durch die Dichte
fl@)=ar(l+y2)™ 7!, 2 >0,
bestimmt. Fiir den Schwanz der Verteilungsfunktion gilt,

F(z)=(1+~x)"* x>0.

Weibull-Verteilung: Diese Verteilung wird durch die Dichte
J(@) = pya e x>0,
bestimmt. Dabei ist § > 0 und v > 0. Fiir den Schwanz der Verteilungsfunktion gilt:

F(z) = efwﬁ, x> 0.

1.3 Das Cramér-Lundberg-Modell

Das Cramér-Lundberg-Modell ist ein Risiko-Modell in stetiger Zeit. Man nimmt dabei an,
dass der Gesamtschaden zu einem festen Zeitpunkt ¢ dem eines zusammengesetzten Poisson
Modells entspricht. Des Weiteren nimmt man an, dass die Pridmienzahlungen stetig erfolgen
und linear in der Zeit sind. Damit gilt fiir die freie Reserve C; zum Zeitpunkt t,

Nt
Cr=u+ct+y Y
=1

Hierbei ist u das Anfangskapital und ¢ die Pramienrate. Die Anzahl der Schéden in [0,t)
ist ein Poisson-Prozess N; mit Parameter A\ und Ny = 0. Die Schadensgréfen (Y;);>1 sind
eine Folge unabhéngiger ident verteilter positiver Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F,
Erwartungswert E[Y;] = 1 und unabhéngig von Nj.
Der Ruinzeitpunkt definiert sich als der erste Zeitpunkt bei dem die freie Reserve kleiner wird
als 0, d.h.

T=inf{t >0:C; <0}, (inf( = oc0).

Daraus ergibt sich die Ruinwahrscheinlichkeit als:
U(u) = P(T < 0),
und die Uberlebenswahrscheinlichkeit als:

U(u) =1—¥(u).
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Bemerkung 1.3. Die Familie von Ereignissen W(u), u > 0 ist eine Familie seltener Ereignisse.

Satz 1.1. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit U ist Losung der Integro-Differenzialgleichung
cU’(ac)—)\U(w)—i—)\/ U(zx —y) dF(y) =0, (1.2)
0

mit der Nebenbedingung lim, .o U(z) = 1.

Beweis. U(x) zum Zeitpunkt ¢ kann man aus U(z) zum Zeitpunkt ¢ + dt berechnen. Die
Wahrscheinlichkeit, dass zwischen ¢ und dt ein Schaden eintritt ist e~ fiir kleines dt kann
dies mit der Taylorformel durch 1 — At + O(dt?) approximiert werden. Analog ergibt sich fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass es zu genau einem Schaden kommt, Adte ™ = X\dt + O(dt?),
und die Wahrscheinlichkeit, dass es zu mehr als einem Schaden kommt ist O(dt?). Mit dem
Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt fiir U(z):

P(Uberleben) = P(kein Schaden)P(Uberleben|kein Schaden)
4+ P(ein Schaden)P(Uberleben|ein Schaden)
+ P(mehr als ein Schaden)P(Uberleben|mehr als ein Schaden)
= P(kein Schaden)P(Uberleben kein Schaden)
(

P(Schaden) Z P(Schaden AY = y)P( Uberleben|Schaden AY =)
y

—+

+ O(dt?),

Uw) = (1—XNd)U(z+cdt)+ \ dt /Hc (@t e dt—y) dP(y) + Od)
0
— (=2 d)(U (@) + c dtU' (@) + O(d2)) + X dt / Ulz — y) dF(y) + O(df),
0
0 = —AdtU(z)+cdtU'(z) + X dt /93 Uz —y) dF (y) + O(dt?).
0

Falls man nun mit d¢ kiirzt und dann den Grenziibergang dt — 0 durchfiihrt so erhélt man
(1.1) O

Lemma 1.2. Fulls Y; 4 Exp(6), das heift F(z) = 1 — e 9%, dann gilt fir die Uberlebens-

wahrscheinlichkeit
Uu)=1- 167667A
- co

Beweis. Multipliziert man Gleichung (1.2) mit e so erhélt man,
Surr/ 1y ou " _ d(u—y) _
ce® U (u) = Xe®™U(u) + X6 | U(u—vy)e dy = 0, (1.3)
0
ce® U (u) — Xe® U (u) + )\5/ Uy)e dy = 0.
0

Differenziert man nach u, so erhélt man

32U (u) 4 ce®U" (1) — M6 U (u) — M’ U’ (u) + A6e® U (u) = 0,
cU"(u) 4+ (¢c§ — N\) U'(u) = 0.

Die Losung der Differentialgleichung ist

cé—Au

U(u) = A+ Be =
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Aus limy, o U(u) = 1 erhilt man A = 1. Setzt man in (1.3) u = 0 erhdlt man.

6_
€ AB:)\(1+B) oder B—_2
c ic

—C

Definition 1.2 (Integrierter Schwanz). Sei F'(z) eine Verteilungsfunktion und pu =
Jo~ @ dF(z) < oo, dann wird die Integrierter-Schwanz-Verteilung Fi(x) definiert durch:

1 [* 1 (=
@ = [a-Fayd = [[Foya. oo

Die Dichte von Fy(x) wird als fr(x) bezeichnet.

Satz 1.3 (Pollaczek-Khinichine-Formel). Im Cramér-Lundberg-Modell sei F' die Vertei-
lungsfunktion der Schadensgrifien Y;, F7'* die n-fache Faltung von Fr und p = ACH < 1. Dann

ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit gegeben durch

oo

Ulw) =Y (1= p)p"Ff*(u).

n=0

Zur Wiederholung der Satz von der dominierten Konvergenz, sei dazu v ein Maf.

Satz 1.4 (Satz von der dominierten Konvergenz). Ist (f,),>1 eine Folge messbarer
Funktionen die v-f.s. gegen f konvergieren und besitzt die Funktionenfolge eine integrierbare
Magjorante (d.h. |fy| < g fir alle n > 1 und [|g| dv < ), dann ist f integrierbar und es

gilt:
lim [ f, duz/ lim f, dl/:/de.
Beweis Satz 1.3. Mit Gleichung (1.2) gilt:

Durch Substitution erhalt man:

I— /O ' /0 ) dedF(y) = /0 ' /O P (y) Ue) da = /O V(@) F(u - z) da.

Damit erhélt man:

X(U(u)—U(O)):/O U(m)(l—F(u—x))dac:/o U(u—x)(1 - F(x)) dx.

Da limy oo U(u) = 1 erhédlt man mit dem Grenziibergang v — oo und dem Satz von der

dominierter Konvergenz:

u

c : dk. [
X(l_U(O)): lim Ulw—z)(1—F(z)) dx :/0 (1 - F(x)) dx = p.

U— 00 0
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Damit gilt U(0) = % fiir beliebige Schadenshohenvertilungen F' (mit p < o). Zusammen
mit der Definition von F} erhélt man:

- A A [
Ulw) = =22 4 22 [ U — @) dFy ().
& & 0
Fiir eine Funktion g(z) sei die Laplace Transformierte g(s) = [, e **g(x) dx. Fiir Re(s) >
gilt:
A 1-—
Us) = L4 () futs),
N s 1 —p
o = Lo/ Z
1= pfi(s)

Durch Riicktransformation erhalt man:

Ue) = (1= p)p"Ff*(x)
n=0
O
Korollar 1.5. Die Ruinwahrscheinlichkeit ist gegeben durch:
W(u) = (1= p)p"Fy (u). (1.4)
n=0

Sei Fr der Schwanz der Verteilungsfunktion Fy, N eine geometrischverteilte Zufallsvariable
mit Parameter p und die Zufallsvariablen X; seien iid Fr. Dann ist (1.4) dquivalent zu

N

ZXZ' >u

i=1
Definition 1.3. Fiir i > 1 sei

= inf {N(t) > i)} —inf {N(#) > (i = 1)}

t>0 >0
Die Zeit zwischen dem Eintreten des (¢ — 1)-ten und des i-ten Schadens.

Lemma 1.6. Seien die Z; iid exponentialverteilt mit Parameter \, d.h. Fz(x) = e=**. Dann
ist N(t) ein Poissonprozess mit Parameter \.

Beweis. Wir zeigen zunéichst, dass N (t) poissonverteilt mit Parameter At ist, d.h.

P(N(t)>n)=1—

Die Summe, n exponentialverteilter Zufallsvariablen, ist Gamma verteilt mit Parametern § =
A und o = n. Zusammen mit partieller Integration gilt:

-1

P(N(t) >n)=P (f: Z; < t) = /Ot (ninl)!x"—le—m de =1— nz (Ai—’?ie—*t.
=1 ;

=0
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Es bleibt P(N(t + h) — N(
t

t
P(N(t+h) — N(t) > n|N(t) = k) = P(N

—~

P(N(t+h)—N(t)>n|N({t)=k) = P <S;;if >t+h— Sk

= P(sptt=n)
= P(ST>n)=P(N(h) >n).
Dabei folgt die Gleichung 1.5 aus P(Zy > x +y|Zy > x) = P(Z1 > y).

Lemma 1.7. Ses "
Sn =Y Yi—cZ.
i=1

Dann ist die Ruinwahrscheinlichkeit im Cramér-Lundberg-Modell gegeben durch:

U(u) =P <Sup Sp > u> .

n>1

) > n|N(t)) = P(N(h) > n) zu zeigen. Fiir &k > 0 geniigt es
h) > n) zu zeigen. Sei S, = > Z;, dann gilt:

S¥ < t, Xjia >t—5f)

(1.5)

Beweis. Das Lemma folgt aus der Tatsache, dass Ruin nur durch einen Schaden eintreten

kann.

O
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Subexponentielle Verteilungen

In der Versicherungsmathematik werden in der Regel die Verteilungen Lognormal, Pareto
und Weibull (mit Parameter 5 < 1) verwendet. Diese Verteilungen gehoren zur Klasse der
subexponentiellen Verteilungen. Dieses Kapitel folgt im wesentlichen [Asm96], eine allgemeine
Einfiihrung in subexponentielle Verteilungen findet man in [PE97|

Definition 2.1 (Subexponentielle Verteilungen). Eine auf (0,00) konzentrierte Vertei-
lung heifst subexponentiell falls fiir ihre Verteilungsfunktion F,

F*(2)

11m —

=2 (2.1)

gilt. Man schreibt F' € S falls die zu F' gehtrende Verteilung subexponentiell ist.

Lemma 2.1. Sei F eine beliebige Verteilung auf (0,00) und Xy, Xo unabhdingige Zufallsva-
riablen mit Verteilung F'. Dann gelten die folgenden (Un)gleichungen:
P(max(X1, X2) > x)

lim — = 1,
T—00 2F (x)
(z)

—2x%
lim inf — > 2.

Beweis. Mit der Formel von Inklusion und Exklusion gilt:
P(max(Xy, X) > ) = P(X1 > 2) + P(Xy > z) — P(X; >z, Xy > z) = 2F(z) — F(x)*.

Damit folgt der erste Teil des Lemmas.
Da F' auf (0,00) konzentriert ist gilt {max(X;, X2) >z} C{X; + X9 > =z}, damit gilt:
2%
lim inf — (z) > lim inf P(max()_(l,Xg) > )

= 2.

O

Aus der Definition und dem Lemma 2.1 folgt, dass sich die Summe zweier subexponentieller
Zufallsvariablen gleich verhélt, wie deren Maximum.

Proposition 2.2. Fir F € S gilt:

i L&Y

Die Konvergenz ist gleichmafig fir y € [0,yol.
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Beweis. Sei zunéchst y fest. Mit der Identitét

Fao) 0 F@)

FU* () F(z) — FoDx () T (g — 2)
+/0 e e, (2.2)

und durch Unterteilen des Integrationsbereiches in [0, y] und (y, z] erhdlt man fiir n =1

PG =9 pay - iy,

()>1+F() W

F(z)

Falls limsup,_,., F(x — y)/F(x) > 1 wire so wurde limsup,_, o (z)/F(y) > 1+ F(y) +
1— F(y) = 2 gelten, das ist ein Widerspruch zu Definition 2.1. Da fiir y > 0, F(z —y) < F(x)
gilt ist damit die Aussage der Proposition fiir festes y bewiesen.

Die gleichméfige Konvergenz folgt aus

Flz—y) _ Flz—w)
Flx) = F()

1< fiir alle y € [0, yo] -

O

Das folgende Resultat ist die Verallgemeinerung der Eigenschaft der Summe zweier subexpo-
nentieller Zufallsvariablen auf die Summe von n Variablen.

Proposition 2.3. Sei F' € S, dann gilt fir alle n:

lim F_ (z) =

Beweis. Der Beweis wird mittels Induktion nach n gefiihrt.
Induktionsanfang: Der Fall n = 2 ist genau die Definition 2.1.

Induktionsschritt: Sei € > 0, und y so grof, dass ‘F x)/F(x) — n‘ < e fiir alle z > y gilt.
Dann folgt aus der Identitét (2.2):

FO* ) =y Tz — 2) Flz — 2) T F™(w - 2) Flx

F(x) 0 Flx—z) F(x) a—y Flz—2) F(x)

2 ar(2).

Das zweite Integral ist durch

sup F_n*(v) F(z) - F(z —y)
v>0 F(v) F(z)

beschriankt. Aus der Induktionsannahme und Proposition 2.2 folgt, dass diese Schranke gegen
0 konvergiert. Fiir das erste Integral gilt:

YW E (x—2) Fz — 2)
/0 F(x—2) F(x) 4F(2)

- m+0@»/my5@19dF<>

- m+0@»{}( iﬁi / Flz—2) cm<ﬁ

Wegen der Deﬁnitio& 2.1 geht der erste Term in der Klammer gegen 1. Der zweite ist durch
(F(xz) — F(x —y))/F(x) beschrankt und geht daher gegen 0. Diese Aussagen zusammen mit
dem Grenziibergang ¢ — 0, beweisen den Induktionsschritt. U
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Lemma 2.4, Sei F' € S und € > 0, dann gibt es eine Konstante K = K. mit
F"(z) < K(1+¢)"F(x)
fiir alle n und x.

Beweis. Sei § > 0 definiert durch (1+6)? = 1+¢, sei T so grof, dass (F(z) — F?*(z))/F(z) <
146 fiir alle z > T, sei A=1/F(T), oy, = sup,>g F"(2)/F(z). Dann gilt mit der Identitit
(2.2):

102

TF (v —2) (v —2) F(z —2)
« < 1+sup/ +sup/ dF(z
o «<T Jo F(z) a>T F(x—2) F(x) )
< 1+A+ansup/ dF(z) <14 A+ a,(1+9).
x>T
Zusammen mit a; = 1 erhilt man, dass o, < K(1+6)?" mit K = (1 + A)/e. O

Es folgt nun ein hinreichendes Kriterium fiir F' € S, dazu bendtigt man die Hazard Rates.

Definition 2.2 (Hazard Rates). Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' und
Dichte f dann definiert man die Hazard Rate als

und die Hazard Funktion als
/ Ay
Es gilt, f(z) = A(z)e 2@ und F(z) = e 2@,
Lemma 2.5. Sei F' eine Verteilungsfunktion mit Dichte f und Hazard Rate X(z). Ist A(x)
fallend fir alle x > x¢ und lim, - A(x) =0, dann gilt F € S, falls

/ "N f(2) dx < 0.
0

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass A\(x) fiir alle x > 0
fallend ist (sonst ersetzt man F' durch eine Verteilung mit gleichem Schwanz, welche eine
tiberall fallende Hazard Rate hat). Mit der Identitédt (2.2) erhélt man:

@ , _ [Te-y)
eI B e

F2*

- /O “oxp (M) — Al —y) — A@W)} My) dy
x/2
- /0 exp {A(z) — Az — ) — Ay)} A(y) dy (2.3)
/2
T /O exp {A() — A — ) — A} Az —y) dy.  (2.4)
Da A(z) fallend ist, gilt fiir y < x/2:
M) =A@ —y) = [ M) dz <o —y) <900, (2.5)

Aus der zweiten der beiden Ungleichungen 2.5 folgt, dass das Integral 2.3 durch, die nach
Voraussetzung integrierbare Funktion exp {yA(y) — A(y)} AMy) = exp {yA(y)} f(y) beschrinkt
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ist. Mit der ersten Ungleichung 2.5 und A(z — y) — O fiir fixes y folgt, dass der Integrand 2.3
fiir x — oo gegen f(y) konvergiert. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dass
das Integral 2.3 fiir x — oo gegen 1 konvergiert. Da fiir y < /2, Mz —y) < A(y) gilt, kann
man die gleiche Schranke auch fiir das Integral 2.4 verwenden, nur dass hier der Integrand
gegen 0 strebt. Daraus folgt, dass lim,_, fQ*(x)/f(m) —1 =1 und damit gilt F' € S. O

Definition 2.3. Seien a(z) und b(x) zwei Funktionen. Man schreibt a(x) ~ b(z) falls

Lemma 2.6. Seien X1, Xo,... iid mit Verteilung F' € § und sei N eine ganzzahlige Zufalls-
variable mit E[z™] < oo fiir ein z > 1. Dann gilt:

P (Z X; > u) ~ E[N]F(u).

Beweis. In Proposition 2.3 wurde F'" (u) ~ nF(u), u — oo gezeigt und in Lemma 2.4 wurde
gezeigt, dass fiir alle z > 1 ein K existiert mit ' (u) < K2"F(u) fiir alle u > 0. Daraus folgt:

P (2511 Xi> u) ) > Fn*(u)
s F(u) = g nzzo PN =n) F(u)

n=0 “ee F(u)
= Y P(N =n)n=E[N]
n=0

Dabei darf man die Summe und den Grenzwert vertauschen, da P(N = n)Kz" eine integrier-
bare Majorante ist. O

Das folgende Lemma ist notwendig, wenn man Zufallsvariablen N untersucht, welche nicht
die Bedingungen des Lemmas 2.6 erfiillen:

Lemma 2.7. Seien X1, Xo,... itd mit Verteilung F' € S und sei N eine ganzzahlige Zufalls-
variable. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit

N
P (Z X; > u) > cF'(u)
i=1

fiir alle u > Q.

Beweis. Sei ng eine ganze Zahl mit P(N < ng) > 0 wegen Lemma 2.6 gibt es ein ¢; mit
P (Zf\;l Xil{N<ng) > u) ~ c1F(u). Daraus folgt es gibt ein ug mit

N N N
P (Z X; > u> = P (Z Xil(N<ng) > u> +P (Z Xil{Nong} > u> ,
1=1 1=1 1=1

N
> P (Z Xilin<noy > u) > %F(u) fiir alle u > wyg.
i=1
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Fiir ¢ = min {01/2, P (Zf\il X > uo)} gilt:

N N N
P (ZXZ > u) > P (ZXZ > u()) > P (ZXZ > u()) F(u) > c_(u) fiir u < ug,
i=1 i=1

=1

N
P( X¢>u>Z%F(u)Zc (u)  fir u > up.
1=1

O

Satz 2.8. Fulls fiir die Schadenshohenverteilung im Cramér-Lundberg-Modell F; € S gilt.
Dann gilt fiir die Ruinwahrscheinlichkeit:

U (u) ~ ippfj(u), u — 0.
Beweis. Aus der Pollaczeck-Khinchine Formel folgt, dass U(u) = P(X;+ Xo+ -+ Xy > u)

mit X7, Xo,... iid mit Verteilung F;r und P(N = n) = (1 — p)p™ gilt. Fiir alle z mit zp < 1
gilt E[zV] < co. Mit Lemma 2.6 und E[N] = p/(1 — p) folgt die Aussage des Satzes. O

2.1 Regular Varying

Eine der wichtigsten subexponentiellen Verteilungen ist die Pareto-Verteilung. Sitze iiber die
Pareto-Verteilung stimmen oft auch fiir die etwas allgemeinere Klasse der Regular-Varying-
Verteilungen. Ein Standardwerk dazu ist [NBT87].

Definition 2.4 (Slowly Varying). Eine positive, lebesgue-messbare Funktion L heift slowly
varying falls

L
lim 202

20 T@) , fiir alle £ > 0.

Satz 2.9. Sei L(z) slowly varying, dann gilt

L(z) = c(z) exp {/ @ du} . x>z, (2.6)

dabei ist z > 0, 6 und c sind messbare Funktionen mit lim, . c(x) = ¢y € (0,00) und
lim, o0 0(z) = 0. Es gilt auch die Umkehrung.

Korollar 2.10. Sei L(x) slowly varying und € > 0. Dann gilt:

lim 2°L(z) =00 wund lim 2 °L(x) = 0.
T—00 T—00

Eine wichtige Eigenschaft von slowly varying Funktionen ist, dass man sie in gewisser Weise
mit der Integration vertauschen kann. Karamata’s Satz beschreibt diese Eigenschaft, fiir einen
Beweis siehe [Fel71].

Satz 2.11 (Karamata). Sei L(z) slowly varying und lokal beschrinkt in [xg,00) fir ein
xg > 0. Dann gilt:
o Fiir o> —1 N
/ Ly)y® dy ~ (a+1)" 'z L(z), z— occ.
X

0
o Fiira< —1
o0
/ Liy)y* dy ~ —(a+ 1)tz L(z), = — oo
xT
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o Fiir f L(y)/y dy < oo ist [ L(y)/y dy slowly varying.

Definition 2.5 (Regular Varying). Eine Verteilung F heifit regular varying falls

fiir L(x) slowly varying und o > 0.
Satz 2.12. Jede Regular- Varying- Verteilung F' 1ist subexponentiell.

Beweis. Sei F(x) = L(z)/(x + 1)® mit L(x) slowly varying und o > 0. Sei 0 < § < 1/2. Falls
X1+ X2 > x, dann ist entweder eines der beiden X; grofer als (1 —4§)z, oder beide sind grofer
als dx. Daraus folgt,

2%

lim sup F_((Q;) < limsup 2F((1 - <;_)( ))—i— F(6x)?
— % L((1—0)x) (1+z) B 92
= hfisgpQ (@) (1+(1_5)x)a+0—(1_5)a.

Mit 6 — 0 folgt limsup,_, FQ*(x)/F(x) < 2. Zusammen mit Lemma 2.1 folgt lim, .
F*(2)/F(z) = 2. O

Satz 2.13. Sei F(z) = L(x)/(1+2)* mit L(x) slowly varying und o > 1. Dann ist Fy regular
varying.

Beweis. Sei p= [ x dF(x). Dann gilt mit Satz 2.11

=y L [F Ly N L(z)
P = | T e e

Es bleibt zu zeigen dass F;(z)(x + 1) ! slowly varying ist. Fiir ¢ > 0 gilt,

Fnl a—1
lim F_I(tx)(l + tx) ~ lim L(tx)

v—oo Fr(z)(1+z)e~1  w—oco L(z) =1

O

Lemma 2.14 ([AK97]). Sei F(z) = L(x)/(x + 1)* stetig, mit L(z) slowly varying, dann
gibt es fiir alle € > 0 Konstanten C_(g) und Cy(c) mit

C_()z+1) O <F (3) < Oy (e)d® ™ (x + 1)+

fiir alle d > 1 und x > 0.

Beweis. Da L(x) slowly varying ist, gilt lim, .. (z+1)"°L(x) = 0, aus F'(x) stetig folgt, dass
L(z) stetig ist und aus F' € S folgt lim, .o L(x) = 1. Damit gibt es eine Konstante C'; (¢) mit
L(x) < Cy(e)(1 + x)¢ fiir alle x > 0. Daraus folgt,

(3)- % < Cy(e)(14a/d)f™ = Ci(e)d™ *(a+d) ™" < Ci(e)d™ = (a+1) 7",

Die untere Schranke folgt analog mit lim,_,o(1 4+ x)°L(x) = oo. O
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2.2 Die Lognormal-Verteilung

Definition 2.6. Die Lognormal-Verteilung wird durch die Dichte

1 (log(z) —p)*\ _ 1 (log(z/n))?
R A B e e B

definiert, dabei ist ¢ > 0 und n = e > 0.

Bemerkung 2.1. Sei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Dann gilt
fiir die Verteilungsfunktion einer Lognormal-Verteilung

P - (D=0,

g

Wir wollen zeigen, dass die Lognormal-Verteilung zur Klasse der subexponentiellen Verteilun-
gen gehort. Dafiir bendtigen wir einige Ergebnisse.

Lemma 2.15. Sei F' die Verteilungsfunktion der Lognormal-Verteilung, dann gilt:

— o? log(z) — u)?
F(x)NG(x):Wexp{—W}, T — 00.

Beweis. Mit der Regel von de I’'Hopital gilt:

o2 _ (log(z)—p)?
log(@)V2ra? P { 207 }

lim
RS Fa)
. log(x)—p a? _ (log(z)—p)? }
. (aclog(ac)\/27w2 T xlog2($)\/27r02> oxXp { 202
= (log(z) —p0)?
_m\/217r02 eXp {_ 202 . }

2
) 1 o
= lim (1-— + =1.
@00 < log() 10g2(96)>
O

Lemma 2.16. Sei F' die Verteilungsfunktion einer Lognormal-Verteilung mit p > 0 und G(x)
wie in Lemma 2.15. Dann gibt es ein x1 > 0 mit F(x) > G(x) fiir alle z > 1.

Beweis. Fiir g(x) = —G'(z) gilt:

a log(z) — p o’ _ (log(x) — p)?
glx) = <x log(z)V2ro? - zlog?(z)V 271'02> P { 202 }

a _( Jog@)p—a® | [ (log(z) - p)*
= @) <x10g2(x)\/m> p{ 202 }

Fiir > 2, = e7 /* gilt g(x) < f(z) und damit:

F(x) = /OO fly) dy > /OO 9(y) dy = G(x).
0

Lemma 2.17. Sei A(z) die Hazard Rate einer Lognormal-Verteilung mit 0 < u < 0. Dann
gibt es ein xq, sodass fir alle x > xo A(x) monoton fallend ist.
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Beweis. A\(x) ist monoton fallend fiir x > xg, falls N'(z) < 0 fiir alle 2 > 2. Es muss daher
/ il 2 anl
F F
)\':<i):#§0 oder —f—221
F I3 f
gelten. Aus

folgt f'(z) < 0 fiir # > e#~°°. Dann gilt fiir alle # > 29 = max(z1,e* ") mit dem z; aus
Lemma 2.16:

S@F@ @G _ (oa) + (0> — m)o(#*2m0?)
J@R T @)y log(2)a22r0?
o —p
= g 7
wegen 0 < p < o2 ]

Lemma 2.18. Sei A\(z) die Hazard Rate der Lognormal-Verteilung. Dann gibt es ein xq sodass
A(x) monoton fallend fir alle x > xq ist.

Beweis. Sei s > 0 so gewihlt, dass 0 < u — log(s) < o2 gilt. Sei F's die Verteilungsfunktion
einer Lognormal-Verteilung mit Parametern us = pu — log(s) und o2 = o2, weiters seien f
und A analog definiert. Dann gibt es ein x5 mit As(z) ist monoton fallend fiir alle z > x,. Es
gilt

1 _ (log(sz)—p)?
A(sx) = f(s) _  szV2mo? exp{ 20° }
F(sz) fsc;o f(y) dy
oglx )— —10, S 2
) Sflx 217rz72 exp {_(1 g(z) 2(7;:021 2(s))) }
B [.Z sf(st) dt

ST R R

f;o fs(t)ds  sFy(x)

Aus der Monotonie von As(z) folgt, dass A(sx) monoton fallend fiir alle x > x; ist, und damit
ist A(z) fallend fiir alle z > zy = sxs. O

Satz 2.19. Die Lognormal-Verteilung ist eine subexponentielle Verteilung.

Beweis. Nach Lemma 2.15 gilt:

Az) ~ log(x)

olx
Daraus folgt, dass %) f(z) integrierbar ist. Nach dem Lemma 2.18 gibt es ein xq sodass
A(z) fallend ist fiir alle © > z¢. Aus Lemma 2.5 folgt die Aussage des Satzes. O

2.3 Die Weibull-Verteilung

Definition 2.7. Eine Verteilung mit Verteilungsfunktion F' heiftt Weibull-Verteilung, falls
F(z) = exp {—72"},

mit v > 0 und § > 0 ist.
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Satz 2.20. Eine Weibull-Verteilung mit 0 < 0 < 1 ist eine subexponentielle Verteilung.
Beweis. Fiir die Hazard Rate einer Weibull-Verteilung gilt:
AMz) = ByazP L.

Damit ist A(x) monoton fallend fiir alle z > 0 und "M% f(z) = vBaP e (1= st inte-
grierbar. Mit Lemma 2.5 folgt die Aussage des Satzes. O



Kapitel 3

Quasi Monte Carlo Methoden

3.1 Monte Carlo Methode

Die in dieser Diplomarbeit betrachteten Probleme lassen sich als Integrale iiber das s-dimensi-
onale Einheitsintervall I* = [0, 1]° schreiben, dabei kann s auch den Wert co annehmen. In
diesem Kapitel werden Methoden vorgestellt um solche Integrale numerisch zu berechnen. Die
erste Methode welche hier beschrieben wird ist die Monte Carlo Methode. Ein Standardwerk
zu diesem Thema ist [Gla03]

Sei X1, X», ... eine Folge unabhiingiger auf I® gleichverteilter Zufallsvariablen, dann kann man
das Integral einer Funktion f iiber I® durch

N
1
I1=1I(f)= dr ~ — ; 3.1
(f) jsf(fﬂ) x Nizlf(a%) (3.1)
approximieren. Dabei ist N > 0 eine ganze Zahl und (z1,...,2zy) ist eine Realisation des

Zufallsvektors (X71,..., Xn). Falls fiir das Integral I(f) < oo gilt, dann folgt aus dem starken
Gesetz der groflen Zahlen, dass fast sicher

1 N
lim — ;) = d
i 2@ = [ flo) de

N—oo N
gilt. Bevor wir zur Analyse des Approximationsfehlers kommen, stellen wir noch eine Verall-
gemeinerung dieser Methode vor.

Definition 3.1 (Schitzer). Eine Zufallsvariable Y heifit (Monte Carlo) Schitzer fiir das
Integral I(f), falls

EY]= [ f(z)dx.
Is
Man spricht hier auch von einem erwartungstreuen Schétzer.

Mit einem Schétzer Y fiir I(f) und einer Folge iid verteilter Zufallsvariablen (Y;);>0, wobei
Y1 die gleiche Verteilung wie Y hat, kann man I(f) durch

_ 1 Y
flz)de =Yy = Nzlyl

approximieren. Dabei ist (y1,...,yn) eine Realisation des Zufallsvektors (Y7,...,Yy). Im
weiteren wird diese Methode als Monte Carlo Methode bezeichnet. Mit dem starken Gesetz
der grofen Zahlen gilt:

1N
lim — Y = f(x) dx.

N—oo N —

17
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Bemerkung 3.1. Falls man Y = f(X) mit X auf I°® gleichverteilt wihlt, so erhiilt man die
einfache Monte Carlo Methode.
Sei en(f) = [7 f(z) dz — 1/NZ ', y; der Approximationsfehler. Falls 0% = Var[Y] < oo,

dann gllt mit dem zentralen Grenzwertsatz, dass die Verteilung von vV N /oen(f) gegen eine
Standardnormalverteilung strebt, d.h.

@ffN(f):@<Is dw—_Zyz>—>Z

o o

Dabei ist Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Sei ¢;_s/, das 100(1—§/2)% Quantil
der Standartnormalverteilung, dann approximiert man das 100(1 — §)% Konfidenzintervall

durch:
[YN — 152V SN(Y) /N, YN + q1_5/2V/ SN(Y)/N] -

Dabei ist Sy (Y) =1/(N —1) Zf\il(yz — Yy)? der erwartungstreue Schitzer fiir Var[Y]. Das
heift, dass fiir den Fehler ey (f) = O(N~1/2) gilt.

Bemerkung 3.2. Ein Nachteil der Monte Carlo Methode ist, dass die hier gegebene Fehler-
schranke nur stochastisch ist, das heifit, dass der wahre Fehler auch gréfser sein kann.

Bemerkung 3.3. Ein Problem der Monte Carlo Methode ist, dass man auf einem Computer nur
schwer echte Zufallsvariablen erzeugen kann. Man verwendet daher, deterministische Folgen
welche sich bei statistischen Tests dhnlich verhalten wie echte Zufallsvariablen (siehe z.B.:
[L’E05]).

3.1.1 Die Inversionsmethode

Lemma 3.1 (Inversionsmethode). Sei Y eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F
und X eine gleichverteilte Zufallsvariable auf (0,1). Weiters sei G(u) = min {t € R|F(t) > u}.
Dann hat die Zufallsvariable G(X) die gleiche Verteilung wie Y.

Beweis. Es gilt
P(G(X)<z)=P(X <F(z))=F(z) = P(Y <x).

O

Bemerkung 3.4. Sei Y = (Y1,...,Ys) ein Vektor unabhéngiger Zufallsvariablen, weiters sei
F; die Verteilungsfunktion von Y;, G;(u) = min{t € R|F;(t) > u} und G((u1,...,us)) =
(Gi(u1),...,Gs(us)). Sei f(Y) eine mefbare Funktion und X = (X1,...,X;) ein s-dimensi-
onale gleichverteilter Zufallsvektor. Dann gilt E[f(Y)] = E[f(G(X))].

3.2 Methoden zur Varianzreduktion

Der Approximationsfehler £ hingt im Wesentlichen von der Varianz des Schiitzers Y und der
Anzahl der Iterationen N ab. In diesem Kapitel werden Methoden vorgestellt um die Varianz
eines Schétzers Y zu verkleinern.

3.2.1 Bedingtes Monte Carlo

Falls man einen Schitzer Y und eine weitere Zufallsvariable Z hat, dann ist Y/ = E[Y|Z]
eine neue Zufallsvariable mit E[Y'] = E[E[Y|Z]] = E[Y] und daher wieder ein Monte Carlo
Schétzer. Fiir dessen Varianz gilt:
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Lemma 3.2. Fir zwei quadratisch integrierbare Zufallsvariablen Y und Z sei Y’ = E[Y |Z]
die bedingte Erwartung von Y gegeben Z. Dann gilt:

Var[Y] = Var[Y'] + E[Var[Y|Z]].
Beweis. Mit den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen gilt:

VarlY] = E[Y - E[Y))’| = E[E[(Y - E[Y])*|Z]]
= E[E[Y?|Z]] - E[E]Y|Z))
= E[B[Y|Z’] - E[E[Y|Z))* + E [E[Y?|Z] - E[Y|Z)’]
= Var[E[Y|Z]|+ E[Var[Y|Z]] = Var[Y'] + E[Var[Y|Z]].

Aus Lemma 3.2 folgt
VarlY'] < Var[Y].

Somit fithrt bedingtes Monte Carlo immer zu einer Varianzreduktion. Man muss aber be-
achten, dass der bedingte Schitzer Y/ mehr Zeit zur Berechnung brauchen kann und so eine
eventuelle Varianzreduktion wieder zunichte macht.

3.2.2 Importance Sampling

Bei der Monte Carlo Methode wird das Integral I = I(f) mit einer Zufallsvariable Y mit
E[Y] = I approximiert dabei liegt Y ein Wahrscheinlichkeitsmaf P zugrunde. Sei P(A4) =
P(AN{Y # 0}) das Maf P eingeschrinkt auf {Y # 0}. Die Idee beim Importance Sampling
ist es Y nach einem neuen Maf Q zu simulieren. Wobei @ ein zu P #quivalentes Wahr-
scheinlichkeitsmafs ist (d.h. die jeweiligen Nullmengen stimmen iiberein). Sei L = %, die
Radon-Nikodym-Dichte von P beziiglich (). Dann gilt:

I = Ep[Y] = Eg[LY].

Man kann LY als neuen Monte Carlo Schitzer verwenden, muss aber nach dem neuen Mafs
Q simulieren. Ob eine Varianzreduktion erreicht wird hingt vom neuen Maf @) ab. Aufierdem
kann es schwierig oder zeitaufwendig sein nach dem neuen Maf zu simulieren. Die Wahl des
Mafes @ ist entscheidend fiir die Qualitdt des neuen Schétzers. Falls Ep[Y] # 0 und Y > 0
gibt es ein optimales Q*, definiert durch Cg% = Y/Ep[Y]. Dann gilt: L = Ep[Y]/Y und
LY = Ep[Y] = I also ist der neue Schétzer konstant und damit gilt Varg[LY] = 0. Man
kann diesen Schéatzer nicht verwenden, da er die Kenntnis von I voraussetzt, man sollte aber
@ moglichst dhnlich zu @Q* wéhlen.

Fiir die Varianz von LY gilt:

Varg[LY] = EQ[(LY)*] = (EQ[LY])* = Eq[(LY )*I{y )] — I* = Ep[LY?] — I*.

Das heifit, dass Varg[LY] nur von Ep[LY?] abhiingt.

3.2.2.1 Cross Entropy Methode

Beim Importance Sampling ist die richtige Wahl des neuen Mafes Q* von entscheidender
Bedeutung. Gehen wir einmal davon aus, dass wir () = @)y aus einer parametrisierten Familie
von Mafen {Qy, 0 € O} wihlen. Die Cross Entropy Methode ist eine Methode um ein @) mog-
lichst nahe bei dem optimalem Mafs @Q* zu bekommen, sie wurde von Reuven Y. Rubinstein
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[Rub97] zur Simulation seltener Ereignisse entwickelt. Man verwendet als Maf fiir die Distanz
zweier Mafle die Kullback-Leibler Distanz

D(Q*,Q) = Eg- [log (Cil%*>] . (3.2)
Man wéhlt nun @ durch
DR, Q) = min D(Q", Qo)- (3.3)

Seien P und Qg stetig beziiglich eines Mafes u dabei habe P die Dichte f(z) und @y die
Dichte g(x]f). Dann ist die Dichte von Q* gegeben durch fo«(x) = (Y (x)/I)f(z) und es gilt:

2@ = [T f)0 (%) du()

— Y(Ix)f(x) log (@f(m)) du(z) — %/Y(x)f(m) log(g(|0)) du(x).

Sei X eine Zufallsvariable mit Bildmafi P und Y = Y (X). Dann ist

wmax Bp[Y (X) log(g(X]6))] (3.4
eine zu (3.3) dquivalente Optimierungsaufgabe. Sei X1, Xs, ... iid mit der gleichen Verteilung

wie X und x1,xo... eine Realisation von X1, Xs,.... Dann kann man mit Hilfe der Monte

Carlo Methode (3.4) durch
N

1r€n€ac;>)<Z 1 Y (x;)log(g(z;]6))

ndherungsweise Losen.

3.2.3 Kontrollvariablen

Falls man zu dem Monte Carlo Schétzer Y eine korrelierte Zufallsvariable G kennt von welcher
der Erwartungswert g = E[G] bekannt ist, so kann man den Kontrollvariablen Schétzer

Y/ =Y - 8(G - E[G)

als neuen Schitzer verwenden. Fiir dessen Varianz gilt:

Varly’] = E[(Y ~8(G ~g)~ B[] + EIB(C — g))’]
= B[(Y - B[Y)] - 2E[(Y - EY))(8(G — g) — E[3(G - 9)))
+ E|(B(G — g) - EIB(G — g)])?)

= Var[Y] —28Cov[Y,G] + *Var|G).
Der optimale Wert fiir 8 wird durch die Losung der Gleichung

% (28Cov[Y,G) — B*Var[G]) =0

festgelegt. Lost man diese Gleichung so erhélt man fiir den optimalen Wert § = (* =
CovlY, G]/Var|G]. Dann gilt fiir die Varianz von Y

(CoolY, G | (Couly, G))?
Var|G| + Var|G|
(CovlY, G])?
Var|G]

VarlY'] = VarlY]—2

= VarlY] -
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Man sieht, dass diese Methode bei Verwendung des optimalen 5* immer zu einer Varianzre-
duktion fiihrt. Vergleicht man die Varianzen der beiden Schitzer so erhélt man:

Var[Y'] . (CovlY, G)? s

VarlY] Var[Y|Var|G] Pra:

Man sieht, dass die Varianzreduktion umso grofer ist je grofter die Korrelation von Y und G
ist.

3.2.4 Stratified Sampling

Der Monte Carlo Schétzer Y ist eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, p).
Sei Ay, As, ..., A € A eine disjunkte Zerlegung von Q mit p(A;) > 0 fiir 1 < j < k, seien
Ny, No,...,Np € N, sodass Z;?:l N; = N, fir A € AN A sei pj(A) = p(A)/n(A;) das
gj) () ()

durch p auf A; gegebene Wahrscheinlichkeitsma® und a;"’, a; ses AN € A;j eine unabhén-

gige Stichprobe beziiglich ;. Dann kann man E[Y| durch

N;

k k k
(45) ()
E[Y] = Vp=Y udy) [ YV~ BELN v @b

approximieren. Die Varianz dieses Schétzers ist durch

k

2
1(A;) 1
2 ij /Aj (Y_N(Aj)/A-Yd’u> du

Jj=1 j

gegeben. Die Frage ist wie man die /V; wihlen muss um eine Varianzreduktion zu gewéhrleis-
ten. Eine mogliche Antwort ist.

Lemma 3.3. Falls N; = u(A;)N, 1 < j <k, ganze Zahlen sind Dann gilt:

2
p(A;) e Var[y]
S (g [y ) st

womit eine Varianzreduktion garantiert ist.

k

7=1

Beweis. Wegen der Wahl von NN; geniigt es,

£, (st o) e fo- v

J

zu zeigen. Wenn man auf beiden Seiten ausquadriert sieht man, dass dies dquivalent zu

k 2
S

ist. Die letzte Ungleichung bekommt man aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung durch:

2 2

k
E[Y]? = Z/.Yd“ = ;M(Aj)l/2M(A1)1_/2A Y du

j
2
/ Y du
A

J

k k

2 k
1 1
jzlu(Aj) = m4)) </Aj ' dﬂ) B = n4) (

IN
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3.3 Quasi Monte Carlo Methoden

Quasi Monte Carlo Methoden gelten als deterministische Version der Monte Carlo Methoden,
da wie bei der Monte Carlo Methode das zu berechnende Integral durch

N
1
dr ~ — ; 3.5
[ f@do 53 f@) (35)
approximiert wird, wobei in diesem Fall x1,...,zy € I° eine Folge deterministischer Punkte

ist. Es stellen sich nun drei Fragen. Erstens, unter welchen Bedingungen gilt

1
lim Zlf(xi) =/ f(z) de. (3.6)
Zweitens, wie grofs ist der Approximationsfehler

(3.7)

1 N
2w - [ S ds)

Drittens, wie konstruiert man eine Folge fiir die (3.6) gilt und (3.7) klein ist. Diese drei Fragen
sind der Inhalt dieses Kapitels, das im Wesentlichen [Nie92] folgt.

3.3.1 Diskrepanz

Definition 3.2 (Gleichverteilung). Eine deterministische Punktfolge, z1, 2o, ... € I®, heifit
gleichverteilt, falls

N
. 1
Jim 2; Iy(ws) = As(J), (3.8)

fiir alle Teilintervalle J € I°, gilt. Dabei ist I; die Charakteristische Funktion von J und A,
das s-dimensionale Lebesque-Mak.

Gleichverteilte Punktfolgen sind, in der Theorie von Quasi Monte Carlo Methoden, deswegen
wichtig, weil man zeigen kann, dass fiir sie Gleichung (3.6) fiir alle Riemann integrierbaren
Funktionen f gilt (sieche [KN74]).

Um ein Maf fiir die Gleichverteilung einer Punktmenge P = (z1,...,xnx) zu bekommen,
definiert man einen allgemeinen Diskrepanzbegriff:

N
1
Dn(B; P) = sup | — Ip(z;) — Xs(B)|,
V(B P) = sup | 03T = Au(B)

fiir B eine geeignete Menge von Teilmengen von I°. Durch Einschrinkungen an die Menge B
erhélt man die zwei wohl wichtigsten Diskrepanzbegriffe:

Definition 3.3 (Stern Diskrepanz). Die Stern Diskrepanz D} (P) = D} /(x1,...,zN) einer
Punktmenge P ist definiert als D} (P) = Dy (J*; P), wobei J* die Familie aller Teilintervalle
von I* der Form []7_,[0,u;) ist.

Definition 3.4 (extreme Diskrepanz). Die extreme Diskrepanz Dy (P) = Dy(z1,...,2N)
einer Punktmenge P ist definiert als Dy (P) = Dy (J; P), wobei J die Familie aller Teilin-
tervalle von I der Form []5_,[u;, v;) ist.

Fiir diese beiden Diskrepanzen gilt:
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Proposition 3.4. Fiir jede Punktmenge P bestehend aus Punkten von I gilt:
Di(P) < Dy(P) < 2°Dj.

Beweis. Dabei ist die erste Ungleichung trivial. Fiir s = 1 bekommt man die zweite Unglei-
chung aus

N N N
D Ty (@) = Towy (@) = Y Tow (@), Mi([w,v) = Ai((0,0)) = Ai([0,u)),
i=1 i=1 i=1
und fiir s > 2 bekommt man sie mit dem Prinzip von Inklusion und Exklusion mit analogen

Gleichungen. O

Man kann folgende Ungleichungen zeigen (siehe [Nie92]).

Satz 3.5. Seix1 <o <...<ay € I°, dann gilt

1 2 — 1
Dy(wr,..oan) = 5o+ max |z — —— |, (3.9)
D ) = 4 ' s in (Lo (3.10)
N(x1,...,zN) = N 11;1%)5\[ N Z; éI%HN N z; . )

Fiir eine Folge von Punkten S aus I°® schreiben wir Dy (S) fiir die extreme Diskrepanz und
D73,(S) fiir die Stern Diskrepanz der ersten N Folgenglieder von S. Ein klassisches Resultat
in der Theorie der gleichverteilten Punktfolgen ist (siehe [KN74])

Satz 3.6. Fiir eine Folge von Punkten S aus I® sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) S ist gleichverteilt in I°,
(11) limy_o0 Dn(S) =0,

(i11) imy_.oo D3 (S) = 0.

3.3.2 Fehlerschranken

In diesem Kapitel wollen wir Abschétzungen fiir den Approximationsfehler (3.7) finden. Zum
besseren Verstédndniss betrachten wir zunéchst den Fall s = 1. Ein klassisches Resultat hierfiir
ist die folgende Ungleichung von Koksma [Kok43| fiir Funktionen von beschrénkter Variation,
d.h.

Ke—1
V() =sup D 17(E) ~ F(E)l < oo
= oa=1

E bezeichnet die Menge aller Zerlegungen § = (§1,...,8k,), 0=§ <& <+ <fk, = 1.

Satz 3.7 (Koksma Ungleichung). Falls die Funktion f auf [0, 1] von beschrankter Variation
V(f) ist. Dann gilt fir alle xq,...,xy5 € [0,1]:

¥ = [ s an

Beweis. Wir nehmen an, dass 1 < 2o < --- < ay gilt. Sei zp = 0 und zxy41 = 1. Mit
Partieller Summation und Integration, erhélt man

< V(f)D}kV((L'l, ce ,QJN).

N ' Y 1
lelf(xi)—/o flu)du = —ioﬁ(f(xi+1)—f(xi))+/0 u df (u)
N

_ Z/:M <u—%> df (u).

=0 4
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Fiir ein ¢, mit 0 <¢ < N und z; < u < x4 gilt:

N
1 *
)\1([07u))_ﬁ E I[O,u)(wl) SDN(xla"'axN)7

i=1

i
u— —| =

N
und damit die gewiinschte Ungleichung. O

Fiir stetige Funktionen auf [0, 1], sei

W(fit) = sup |f(u)— f)| fiirt>0.
u,ve[0,1]
|lu—v|<t

Die folgende Fehlerschranke fiir stetige Integranden wurde von Niederreiter [Nie72]| eingefiihrt.

Satz 3.8. Sei f stetige auf [0,1]. Dann gilt fir alle x1,...,xx € [0,1]:

1 & 1
v )= [t d

Beweis. Sei x1 < x9 < --- < xy. Mit dem Mittelwert-Satz fiir Integrale, folgt:

Sw(f; Dy(a1, .. 2n)).

N

1 N /N 1
[RECEED S RIS S W0

i=1

mit (i — 1)/N < t; < i/N. Damit gilt:

1 N 1 1 N
N;f(xi) —/O f(u) du = N;(f(xi) —f(t)).

Da nach Satz 3.5 |z; —t;| < Dy(z1,...,2n) gilt, folgt daraus das Resultat. O
Definition 3.5. Sei M eine nicht leere Menge von messbaren Teilmengen von I°. Eine Punkt-
menge P = (z1,...,2n) € I® heift (M, \s)-gleichformig, falls:

N

1 .

N E Ine(x;) = As(M), fiir alle M € M.
i=1

Definition 3.6. Fir M = {M;,..., M} sei

Gj(f) = sup f(t), g;(f)= inf f(t) fiir1<j<k
teM; teM;

Satz 3.9 ([Nie03]). Sei M = {M,..., My} eine Partition von I*, mit M; messbar fiir

1 < j < k. Dann gilt fir jede (M, \s)-gleichformige Punktmenge P = (x1,...,xn) und jede

beschrinkte integrierbare Funktion f auf I°:
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Beweis. Da M eine Partition von I° ist gilt:

1 N 1 k N k
SOWICEY NIOITIEES S SIED B MFOLT
i=1 1= i=1 i=l j=1"M;
k 1 N
= Z N Z f(xl)_ f(u)du
=\ u

Aus Definition 3.6 folgt:
OGN < [ 7w de S AOL)G), fir1 <<k
i

Des Weiteren gilt:

N N N
ZIMj(ﬂfz‘)gj(f) < Z fla) < ZIMj(xi)Gj(f)’ fir1 <j<k.
i=1 —1 i=1

ziEM]

Da P eine (M, \;)-gleichférmige Punktmenge ist folgt:

N
Mg () < 3 > 7w S MOGIG), fr1< i<k

Daraus folgt:

N -
1=

T

1 N
S Ja) - /M J(w) du| < AOL)G(f) - g5(f), fir 1< j <k,
1 J

und damit die Aussage des Satzes. O

Um Satz 3.7 auf mehrere Dimensionen zu erweitern braucht man einen Variationsbegriff fiir
Funktionen in mehreren Variablen. Fiir eine Funktion f auf I° und ein Teilintervall J =
[T [wi,vi) von I* sei

A(va) - Z (_1)61+...+8sf(51u1 +(1 _51)U17---755us+(1 _ES)US)
(e1,.-e5)€{0,1}°

Definition 3.7 (Variation nach Vitali). Fiir eine Funktion f auf I° definiert man die
Variation nach Vitali durch:

VE(f) =sup D |A(f5 )],

JeP

wobei das Supremum {iber alle Partitionen P, die I° in Intervalle teilen, gebildet wird. Fiir
1<k<sund1<i; <iyg<---<i<s,sei VIO(friy,... i) die k-dimensionale Variation
nach Vitali eingeschrankt auf {(ul, cooyts) € I tuy =1 fiir § # iy, ... ,z’k}.

Die einfachere Formel

1 1
V(s>:/ /
0 0

gilt, wann immer die verwendete partielle Ableitung stetig auf I® ist.

o°f
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Definition 3.8 (Variation nach Hardy und Krause). Die Variation einer Funktion f
auf I* nach Hardy und Krause ist:

S
vin=_ > VU0
k=1 1<i1<ig<-<ix<s
Man sagt eine Funktion f ist von beschrankter Variation, falls V'(f) endlich ist.
Damit kénnen wir die Ungleichung von Hlawka (siehe [Hla61]|) aufschreiben.

Satz 3.10 (Koksma-Hlawka Ungleichung). Wenn f eine beschrinkte Variation auf I°
hat. Dann gilt fiir alle ©1...,xx € I°:

S V(f)D}kV(.%'l, e ,QJN).

1 N
POEY RICLY

Es gibt auch eine mehrdimensionale Version von Satz 3.8. Dazu bend&tigt man:

W(fit) = sup |f(w) — f(o)] fiix >0, (3.12)
u,vefs
[u—vl|<t
wobel |lu]| = maxj<;<s |u;| fiir u = (ug,...,us) € R® ist. Die folgende Schranke stammt von

Proinov [Pro88|.
Satz 3.11. Sei f stetig auf I°. Dann gilt fir alle x1,...,xN5 € I°:

< 4(,()(f,D}kv(.%'17 o 7xN)1/s)'

1 N
N S - [ ) du

Fiir M = {M,... M} sei
0(M) = max sup |u—v].
( ) 1<j<k u,vEIJ?/Ij ” ”
Der folgende Satz gibt fiir stetige Funktionen und spezielle Werte von N eine bessere Schranke
des Approximationsfehlers an als Satz 3.11.

Satz 3.12 (|[Nie03]). Sei M = {Mj,..., My} eine Partition von I, mit M; messbar fiir
1 < j <k. Dann gilt fiir jede (M, \s)-gleichformige Punktmenge P = (x1,...,xnN) und jede
beschrinkte integrierbare Funktion f auf I®:

1 N
L ;f(xi) _ /I Flu) du| < w(f;5(M)).

3.3.3 Folgen kleiner Diskrepanz

Wir kommen nun zur dritten Frage die am Anfang dieses Kapitels gestellt wurde néamlich zur
Konstruktion von Folgen die (3.6) erfiillen und fiir die (3.7) klein ist. Nach den Ergebnissen des
letzten Kapitels wissen wir, dass wir Folgen mit “kleiner” Diskrepanz suchen. Eine wichtige
Frage ist, wie klein die Diskrepanz einer Folge minimal sein kann. Man vermutet, dass fiir
beliebiges s und jede s-dimensionale Folge S

D3 (S) > BN~ Y(log(N))® fiir unendliche viele N,
gilt, kann jedoch nur fiir beliebiges s und jede s-dimiensionale Folge S
D%(S) > B;N~'(log(N))*/?  fiir unendliche viele N,

zeigen. Damit kommt man zu folgender Definition.
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Definition 3.9 (Folgen kleiner Diskrepanz). Eine s-dimensionale Folge von Punkten S
aus I°® heikt Folge kleiner Diskrepanz, falls

Dy(8) = O(N~}(log(N))*)

gilt.

3.3.4 Halton Folge

Die erste Folge kleiner Diskrepanz, die hier beschrieben wird, ist die Halton Folge [Hal60].
Fiir eine ganze Zahl b > 2, sei Z, = {0,1,...,b— 1}, d.h. Z; ist das kleinste Restsystem
modulo b. Jede Zahl n > 0 hat eine eindeutige Entwicklung

=0

zur Basis b, wobei a;(n) € Z, fiir alle ¢ > 0 und es sind nur endlich viele a;(n) ungleich Null.

Definition 3.10. Fiir eine ganze Zahl b > 2 wird die Radikal-Inverse-Funktion ¢ zur Basis

b definiert als -
Zaz b (Z+1
=0

wobei die positive Zahl n in ihrer Ziffernentwicklung (3.13) gegeben ist.

Definition 3.11 (van der Corput Folgen). Fiir eine ganze Zahl b > 2 ist die van der
Corput Folge (x,,)n>1 zur Basis b gegeben durch z,, = ¢p(n).

Das Konzept der van der Corput Folgen kann man leicht auf mehrere Dimensionen erweitern
und erhélt.

Definition 3.12 (Halton Folge). Fiir s > 1 und by, ..., bs ganze Zahlen grofer oder gleich
2, ist die Halton Folge in der Basis by, ...,bs gegeben durch

Ty = (Pp,(n), ..., dp.(n)) € I*=10,1)° fiir alle n > 1.
Fiir die Variation der Halton Folge gilt:

Satz 3.13 (|Hal60]). Wenn S eine Halton Folge mit paarweise relativ primer Basis by, . .., bs
1st. Dann gilt fir alle N > 1:

s 1 b, — 1 b; + 1
D% 4= log(N .
N(S)<N+Ni1<2log(bi) 0g(N) + = )

Beweis. Sei N > 1 fest, und D(J) = SN | I;(z;) — NXy(J) fiir ein Intervall J € I*. Fiir
1 <i < s und einer ganzen Zahl e > 0, sei &;(e) die Familie aller Intervalle der Form [0, ab; ©)
mit a € Z, 0 < a < bf, und sei Fj(e) die Familie aller Intervalle der Form [cbi_f, (c+ 1)bi_f)
mite, f €Zmit0< f<eund0<c< b{. Fiir ganze Zahlen eq,...,es >0, sei E(ey, ..., es)
die Familie aller Intervalle E = [[;_, E; mit E; € & (e;)UF;(e;) fiir 1 <4 < s. Wir behaupten,
dass

IDE) < ] <%(bi —1)e; + 1) fiir alle E = [[ B € E(en, ..., €s) (3.14)
i=1 =1

& é;i (es)
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gilt, wobei ein leeres Produkt gleich 1 sein soll. (3.14) wird mit Induktion nach der Anzahl k
von Indizes i fiir welche E; ¢ Fi(e;) gilt bewiesen.

Induktions Anfang: Sei k =0, d.h. E = Hle[cibi—fi, (i + 1)bi_f") mit ¢;, f; € Z, 0 < f; < e
undOSci<bi_fi fiir 1 < i < s. Durch

Ln = (¢b1(n)’ s ’gbbs(n)) el

werden, fiir 1 <1i < s, die ersten f; Stellen (in Basis b;) von ¢, (n) hinter dem Dezimalpunkt
festgelegt. Mit anderen Worten ist damit die Restklasse von n modulo blfi bestimmt. Da
die by,...bs paarweise relative prim sind, ist dadurch n eindeutig modulo m = b{l, e ,b{s.
Daraus folgt, dass von m aufeinander folgenden Punkten in S genau einer in F liegt. Damit
gilt: |D(E)| < 1.

Induktionsschritt: Sei nun k > 1 und (3.14) gelte fiir k—1, und sei E = [[;_; E; € E(ex, ..., €s).
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit, kann man annehmen, dass E; ¢ F;(e;) fir 1 <i <k
und E; € Fi(e;) fiir k < i < s. Dann ist By = [0,ab; ") fiir ein a € Z, 0 < a < b{*. Sei

€1
aby =" d;by?
j=1

die Darstellung zur Basis b;. Dann ist F; die disjunkte Vereinigung von d; Intervallen der
Linge b~ aus Fi(ey) fiir 1 <4 < ey. Sodass

mit paarweise disjunkten F, € Fi(ey) fir 1 < r < d = 251:1 d;, somit ist F die disjunkte
Vereinigung von

d
E=| |(F, x By x+-- X E).
r=1
Daraus folgt:
d k 1
D) < Y ID(E x Bax -+ x B <] (50— Der 1)) (3.15)
r=1 i=2
wobei die zweite Ungleichung aus der Induktionsannahme folgt. Fir G = [ab] ', 1), gilt

E, =[0,1)\G, und damit:

|ID(E)] < |D(]0,1) X Ea X --- x Eg)|+ |D(G x Eg x --- X Ej)|

k

1

< H<§(bi_1)6i+1> +|D(G x Ep x -+ X E)|.
=2

Man kann G als disjunkte Vereinigung von (b; —1)e; —d+ 1 Intervallen aus Fj(e;) schreiben,
und erhilt (analog wie oben):

k
1
D) < (fn = Des —d+ ] (50~ Ve +1).
Addiert man diese Gleichung mit (3.15) und dividiert durch 2, so erhdlt man (3.14) fiir alle
k.
Sei nun J = [];_;[0,u;) C I® beliebig. Fiir 1 < ¢ < s sei ¢; die kleinste ganze Zahl mit
bi* > N und sei a; die kleinste ganze Zahl mit a;b; “ > u,. Sei E = [];_,[0, a;b; “). Nachdem
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die i-ten Koordinaten von allen Punkten aus Sy rationale Zahlen mit Nenner b sind, gilt
SN Iy(x) = N Ip(x;). Weiters gilt E € E(eq, . .., e,), und mit (3.14) gilt:

D) < NQA(E) = As(J)) + [D(E)|

< NY 0 +[D(E)| < s+ |D(E)

i=1
> /1
< S+H<§(bi_1)ei+1> .
=1
Der Beweis des Satzes folgt nun aus e; < 1+ (log(N))/(log(b;)) fiir 1 <i <'s. O

3.3.5 Netze und (¢, s)-Folgen

Fiir die s-dimensionale Halton Folge gilt D} (S) = O (N~'(log N)*). Wenn man als Basis
die ersten s Primzahlen nimmt, dann gilt mit dem Primzahlensatz (fiir die Anzahl p(n) der
Primzahlen kleiner als n gilt p(n) ~ n/log(n)), fiir die dabei auftretende Konstante A
. log Aq
lim =

s—oo slog s

1.

Das heifst, dass Ag superexponentiell wichst wenn s — oco. Das legt nahe, dass Halton Folgen
nur bei kleiner Dimension brauchbare Ergebnisse liefern. In diesem Kapitel geht es um die
Konstruktion von Folgen die dieses Problem nicht mehr haben. Fiir feste Dimension s > 1
und Basis b > 2 wird ein Teilintervall von I* = [0,1)® der Form:

E = [Jlaib™%, (a; + 1)b~%),
=1

mit a;,d; € Z d; > 0, 0 < a; < b%, als elementares Intervall zur Basis b bezeichnet.

Definition 3.13. Sei 0 < ¢ < m eine ganze Zahl. Ein (¢,m,s)-Netz in Basis b ist eine
Punktmenge P mit Kardinalitiit b™ aus I®, sodass Y. _pIg(z) = b' fiir jedes elementare
Intervall F in Basis b mit A\s(E) = b'~"™.

zeP

Definition 3.14. Sei ¢t > 0 eine ganze Zahl. Eine Punktfolge g, x1, ... € I® ist eine (t, s)-Folge
zur Basis b falls fiir alle £ > 0 und m > ¢, die Menge aller Punkte x,, mit kb™ <n < (k+1)b™
ein (t,m,s)-Netz ist.

Bemerkung 3.5. Wenn P ein (t,m, s)-Netz zur Basis b ist, dann gilt > _p Ig(z) = 0"\ (E)
fiir alle elementaren Intervalle zur Basis b mit A\s(E) = b~™. Daraus folgt, dass fiir eine
disjunkte Vereinigung E von solchen Intervallen, Y. p I5(z) = b™As(E) gilt. Da jedes ele-
mentare Intervall E zur Basis b, mit A\;(E) = b=¢ und d < m — t als so eine Vereinigung
geschrieben werden kann, gilt fiir alle u > ¢, dass jedes (¢,m, s)-Netz auch ein (u,m, s)-Netz
und jede (¢, s)-Folge eine (u,s)-Folge ist. Daraus folgt, dass ¢ so klein wie mdoglich sein sollte.

Kommen wir nun zur Diskrepanz von (¢, s)-Folgen. Im Folgenden gilt fiir den Binomialkoef-
fizienten, dass (Z) = 0 falls ¢ > r oder i < 0. Die Beweise der folgenden Sdtze findet man in
[Nie92]. Sie stammen aus [Nie87].

Satz 3.14. Fir die Stern Diskrepanz D} (S) der ersten N Glieder einer (t, s)-Folge mit Basis
b>3 gilt:
b—1 ,x~(s—1\(k+1-t\|b|""
N D3} < —0 E — A1

+ %bth;(S;l) <<k+il—t)+<ki—t>) EJ 1
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fiir N > bt, wobei k die grifte ganze Zahl mit b* < N ist.

Satz 3.15. Fir die Stern Diskrepanz D3 (S) der ersten N Glieder einer (t,s)-Folge mit
gerader Basis b gilt:

ND*(S) < (b—l)bt1;<k+;_t> (g) (3.18)
. <b;1>bt_1‘:ill<k+ij1—t) <g> (319)
S (T (TN E) 620

. bTTth§<<k+Hi—2—t> . (kz+z’1—1—t>> <g> (321)

fiir N > bt, wobei k die grifte ganze Zahl mit b* < N ist.
Aus diesen beiden Sétzen folgt.

Satz 3.16. Die Stern Diskrepanz D3, (S) der ersten N Glieder einer (t,s)-Folge S zur Basis
b erfillt:

NDx(S) < C(s,b)b' (log N)* + O (b'(log N)*™ 1) fiir N > 2,

dabei hdngt die implizit gegebene Konstante nur von b und s ab. Weiters gilt fiir s = 2 und

b=2,s=3,4
1/b—-1Y\°
Cls,b) = s <210gb> ’

1 b—1 [[b2]\°
Cls:0) = 557 <logb> '

und sonst

3.3.6 Die Konstruktion von (s,t)-Folgen

Zunéchst ein generelles Konstruktionsschema fiir (s,t)-Folgen. Seien die ganzen Zahlen s > 1
und b > 2 gegeben. Des weiteren bendtigt man:

1. Einen kommutativen Ring R mit eins und Kardinalitéit b.

2. Bijektionen 1, : Z — R fiir r > 1, mit 1,(0) = 0 fiir alle geniigend grofen 7.
3. Bijektionen nT(,j) R— Zyfir1 <j<sundr>1.

4. Matrizen C, ... C®) {iber R mit Dimension co X cc.

Firn=1,2... sei

mit a, € Zyp, die Entwicklung von n zur Basis b. Man definiert nun den Vektor

y(n) = (Y1(a1(n)), Ya(az(n)),...)" € R

und berechnet
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Fir j=1,...,s und n > 1 bildet man

j) — 2777@ <Z7(j)(n)) b
r=1
Man definiert nun die Folge als
o, = (xQ), . ,x§f>) firn=1,2,.... (3.22)

Um zu garantieren, dass z,, in I* = [0,1)° liegt (und nicht nur in I*) und fiir die Analyse der
Folge (3.22) muss folgende Bedingung erfiillt sein.

e Fiirallen>1und 1 <j <s, gilt n(]) < G )( )) < b —1 fiir unendlich viele 7.

Es wird immer angenommen, dass diese Bedingung erfiillt ist. Die Frage ist nun, wann eine
so konstruierte Folge eine (t, s)-Folge ist.

Satz 3.17. Seit € N°. Fiir alle ganzen Zahlen m >t und dy ...,ds > 0 mit S di=m—t
und fir alle f;z) eER,1<j5<d; 1<i<s, habe das System von m —t linearen Gleichungen:

(Z)zr—fj(z, firl<j<d;, 1<1i<s,
r=1

in den Unbekannten zi,...,zpy diber R genau b* Lisungen. Dann ist die Folge (3.22) eine
(t,s)-Folge zur Basis b.

Es werden nun mehrere verschiedene (t,s)-Folgen beschrieben, dabei ist b eine Primzahlpotenz
und R = [y Der endliche Kérper mit Kardinalitdt b. Weiters wird eine Bijektion von [y nach
Zy gewahlt, und die Bijektionen ), und n(] ) werden dann nach dieser definiert. Wenn b eine
Primzahl ist, dann ist I, = Z; und alle Bijektionen sind die Identitét.

Sobol Folgen Hier wird als Basis b = 2 gewihlt, und jede Matrize C'¥) wird rekursiv durch
ein primitives Polynom fU)(z) iiber Fy und ganze Zahlen m(]) mit 1 < g <k =deg (f( )(z))
definiert. Sei fU)(2) = 2 +a(J) k=1, +a§€) mit a(J) € [Fy. Die Leitzahlen cg ),cgj), . sind
rational und haben die Form:
©) q
. Mq” _ (1) g1
C‘(IJ) Y _Zcql 2,
=1

wobei mgj) eine ungerade Zahl kleiner als 27 fiir ¢ > 1 ist. Die ersten k Zahlen, C(J) ..,c,ij)

miissen sorgfiltig gewahlt werden, und die weiteren werden rekursiv bestimmt, mlttels

) =D @00l @ @ () > ),

wobei @ der bit-by-bit exklusiv-oder Operator ist und c((zj_)k > k bedeutet, dass die binére

Darstellung von C(J) um k Stellen nach rechts verschoben wird (d.h. cgj_)k wird durch 2%

dividiert). Diese Leltzahlen werden nun verwendet um die Matrix CU) zu definieren, und
zwar wird der Eintrag in der I-ten Reihe und der g-ten Spalte cé]l) gesetzt.
Verallgemeinerte Faure Folgen Bei dieser Art von Folge wird die Basis b als kleinste
Primzahlpotenz groker oder gleich wie die Dimension s gewihlt. Falls n = b, dann hat die
Matrix CU) die Form:

CW) = AU (PTyI—1,
wobei P die oo x k Pascal Matrix (d.h. mit Eintrégen p;; = (] 1) e Fy) ist, und AY) ist eine
beliebige nicht singuldre untere Dreiecks-Matrix.
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3.4 Die effektive Dimension

Qusi Monte Carlo Methoden haben eine asymptotische Fehlerschranke von O(n~!(logn)?),
dies ist besser als der Fehler der Monte Carlo Methode O(n~1/2). Allerdings gilt bei s = 10,
n~'(logn)® < n~1/? erst ab n ~ 10%. Da man aber keine n = 103 Iterationen berechnen
kann, ist in so einem Fall die asymptotische Fehlerschranke von Monte Carlo besser als jene
von Quasi Monte Carlo. In der Praxis gibt es aber Funktionen mit groffem s, sogar mit
s = 00, bei denen Quasi Monte Carlo Methoden um einiges besser funktionieren als Monte
Carlo Methoden, ein Grund dafiir ist, dass es bei Quasi Monte Carlo nicht so sehr auf die echte
Dimension einer Funktion ankommt, sondern auf etwas was als effektive Dimension bezeichnet
wird. Um die effektive Dimension zu definieren ben&tigt man zunéchst die ANOVA-Zerlegung
einer Funktion ([ES81|, [Hoe48|, [Owe97]).

3.4.1 ANOVA Zerlegung

Sei f eine Funktion auf I* mit [;, f(z)?* dz < oco. Fiir eine s-dimensonal gleichverteilte Zu-
fallsvariable auf X = (X, ... X)) kann nun f = f(X) auch als Zufallsvariable aufgefasst
werden. Dann gilt fiir den Erwartungswert von f, E[f(X)] = p = u(f) = [7 f(x) dz und
fir die Varianz von f, Var[f(X)] = 62 = o*(f) = [;.(f(#) — p)* dz. Um Trivialitéiten zu
vermeiden, werden nur Funktionen mit o> > 0 betrachtet.

Zunichst ein paar notationelle Vereinbarungen. Sei w C {1,...,s}, dann bezeichnet man
mit |u| die Kardinalitdt von v und mit —u die Menge {1,...,s} \u. Fiir einen Punkt = =
(zM,...,2()) € I* bezeichne z* den |u|-dimensionalen Vektor mit den Elementen 2 fiir

j € u, weiters sei X* C I® der Teilraum aller Vektoren z* mit x € I® und X% sei der
u-dimensionale Zufallsvektor mit den Elementen X @) mit j € u.

Definition 3.15 (ANOVA Zerlegung). Sei f eine quadratisch integrierbare Funktion, dann
ist die ANOVA Zerlegung von f gegeben durch:

f@= Y fula), (3.23)

ue{l,...,s}
wobei die f,(z) nur von z* abhéngen und durch,

@ = [ (f(w)—va(w)> d (324

vCu

= fl@)dz™ =" fu(@), (3.25)

x—u vCu

Xu] |

Es ist klar, dass fy(z) = pu(f) und [7, fu(x) dz = 0 gilt. Aber es gilt auch:

definiert werden.
Bemerkung 3.6. Es gilt:

fu=E |f(X) =) fo(X)

vCu

Lemma 3.18. Fiir ein u # (), j € u und alle x € I® gilt:

/1 fu(z) dzt = 0. (3.26)
0
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Beweis. Der Beweis wird mit Induktion nach |u| gefiihrt.
Induktions Anfang: Aus |u| =1 folgt u = {7} und damit
1 .
/ fu(z) dz = [ fu(z) dz* =0 (3.27)
0 v
Induktion Schritt: Mit (3.25) gilt:
[ @ atn = [ @ de =S [ ) dot
0 x—uwis} veu’0
I.A.
= N fagp@+ D fola) | =D ful) =0.
vCu\{j} vCu
j¢v
O
Aus Lemma 3.18 folgt, dass fiir u # v,
B fﬁ]% dr =20
IS
gilt. Aus Lemma 3.18 folgt fiir die Varianz von f:
o = Y on mit, (3.28)
uCl,...,s
7o fu(®)? do fii 0
s = ai(p)= {Jr Sl de T =0 (329
0 fir |u| =0.

Daher kann man o2 als Maf fiir die Wichtigkeit von f, nehmen.

3.4.2 Die effektive Dimension

Ein Maf fiir den Einfluss einer Menge von Variablen u C {1,..., s} sind folgende zwei Werte:

2 _ 2
Ty = Eav , und

vCu

=2 _ § 2
Tu — Oy-

vNu#AD

(3.30)

(3.31)

Dabei beschreibt 72 die Effekte von X* auf f und 72 beschreibt die Effekte von X“ kombiniert

mit anderen Variablen auf f. Es gilt 0 < 72 < 72 < 0% und 72 + 72, = ¢2. Man kann 1

2
U

und 72 durch Integrale ausdriicken und anschliefend mittels Quasi Monte Carlo oder Monte

Carlo Methoden berechnen (siehe auch [SL99]).

Satz 3.19 ([SLO1]). Sei f(z*, y=*) gleich f(z) mit z* = x* und 27" =

A
I

1
2 = _/ (Fly®27") — F(2%,2)? da~“dydz".
Is+lul

2

I2s—1ul

y~ Y. Dann gilt:

(3.32)

(3.33)
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Beweis. Zu (3.32): Es gilt

Io= [ Syt e datdy e
J2s—|u|

= / / ) dy™" fla“ z7%) dz"" da®
el Ji—ul l—ul
2

— / (  fe iy dy™ ) dat.
Tlul JI—ul

Verwendet man Definition 3.15:

F@y™) dy™ =" ful)

I1—ul vCu

und Lemma 3.18, dann folgt:

I_Z/ f2(x) dz = f3 +12.

vCu
Zu (3.33): Es gilt:

1 —u U U —u g, U] U
3 ) e %ﬂzw)fm -

1
= - | o) dedy" i1
IS

5 f2( u) dr~%dzY

2

— / f(y“,x_“)f(z“,x_u) dx "dy“dz"
[2s—|—ul

= [ fz)de— (ﬁu+f5) =g’ -7, =72
Is

Zur Definition der effektiven Dimension.

Definition 3.16. Eine quadratisch integrierbare Funktion f hat effektive Dimension d im
Superposition-Sinn falls:

> or >0.997, (3.34)
u|<d
und im abgeschnittenen Sinn falls:
> 0220997 (3.35)
uC{1,...,d}

Bemerkung 3.7. Diese Definition der effektiven Dimension stammt aus [RCO97|, wobei die
0.99 willkiirlich gewéhlt sind. Die Idee der effektiven Dimension erscheint auch in [PT95] und
[SW9g].

Bemerkung 3.8. Es gilt:

> on = 4.4 und (3.36)
uC{l,....d}
e 13—203. (3.37)
vCu

Das heift, dass man o2 rekursiv durch 72 berechnen kann. Daraus folgt, dass Z|u|<d o2 durch

72 ausgedriickt werden kann.
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Kommen wir zum Zusammenhang zwischen Quasi Monte Carlo und effektiver Dimension. Fiir
eine quadratisch integrierbare Funktion f gilt fiir den Approximationsfehler:

1Y 1Y
IO RY FCEL IR IS WO EDY /fu

uQ{lv-"7S} i=1 uc{lv >S5

| N
< Y X ae)- [ @
uC{l,...,s} i=1 I
u#)

Grob gesprochen bedeutet das, dass sich der Approximationsfehler einer Funktion mit effek-
tiver Dimension d (egal in welchem Sinn), bei verniinftigem NN, wie der einer d dimensionalen
Funktion verhalt.

3.5 Zufalliges Quasi Monte Carlo

Ein Problem von Quasi Monte Carlo Methoden ist, dass der Approximationsfehler in der
Praxis oft viel kleiner ist als die gegebene Fehlerschranke, aufferdem ist deren Berechnung oft
schwierig. Aus diesem Grund wurde zufilliges Quasi Monte Carlo entwickelt. Auch hier wird
ein Integral iiber I* durch

1 N
~ NZJC(%)
i=1

approximiert. Nur, dass die hier verwendete Folge S = S(w) = (z1(w),z2(w),...) fir w €
) eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) ist. Um zu garantieren,
dass der Erwartungswert der Approximation gleich dem Integral ist, muss fiir alle i, x; eine
s-dimensional gleichverteilte Zufallsvariable sein. Um die Vorteile von Quasi Monte Carlo
beizubehalten soll S(w), bei fixem w € Q, eine Folge kleiner Diskrepanz sein.

Definition 3.17. Fiir eine zufillige Punktfolge S(w) auf (2,4, P) wird die Stern Diskrepanz
definiert durch

Dy(5) = sup Dy(S(w)),

und die extreme Diskrepanz durch

Dy(5) = Slellf)l Dy(S(w)).

Definition 3.18. Eine zufillige Punktfolge S = (x1,22,...) € I° heift zufillige Punktfolge
kleiner Diskrepanz, falls:

1. Fiir alle ¢ > 1 ist x; eine s-dimensionale gleichverteilte Zufallsvariable.
2. Es gilt D3 (S) = O (N~ (log N)*).

Da bei einer zufilligen Folge kleiner Diskrepanz fiir festes w, S(w) eine Folge mit Diskrepanz
D} (S(w)) < DX(S) ist, gelten fiir S die gleichen deterministischen Fehlerschranken wie fiir
deterministische Folgen. So gilt zum Beispiel fiir Funktionen f mit beschrénkter Variation
V(f), und fiir alle w € Q,

, m——zm V()D}(S).

Der grofe Vorteil der zufilligen Quasi Monte Carlo Methode ist, dass die Approximation
An(w) = 1/N Zf\il f(x;(w)) eine Zufallsvariable mit E[Ay]| = fls ) dz ist. Man kann
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daher das Integral durch unabhéngige Realisationen von Ay approximieren und bekommt,
analog wie bei der Monte Carlo Methode, iiber die Varianz eine stochastische Fehlerschranke.
Falls man eine feste Anzahl K von Iterationen machen kann so wird man M unabhéngige
Wiederholungen von Ay machen, wobei MN = K ist und M so klein wie mdoglich gewéhlt
wird, dass man noch verniinftige Werte fiir die Varianz bekommt. Man approximiert dann das
Integral durch:

1en ;1 & .
I=| f@der DAy = 2> fd), (3.38)
j=1 j=11i=1

und gibt analog wie bei Monte Carlo ein Konfidenzintervall fiir I an.
Es werden nun die hier verwendeten zufilligen Folgen kleiner Diskrepanz beschrieben. Eine
Ubersicht zu zufilligen Folgen findet man zum Beispiel in [LLO02]

3.5.1 Folgen mit zufilligem Shift

Die Idee zu dieser Methode stammt aus [CP76] wurde aber nur fiir eine spezielle Folge be-
schrieben, spiter verwendeten [Tuf96] und [MFer| diese Idee auch fiir andere Folgen. Die Idee
ist mit Hilfe einer auf I° gleichverteilten Zufallsvariable A = (AM ... A®)) aus einer de-
terministischen Folge kleiner Diskrepanz S = (Z1,Z2,...) € I° eine zufillige Folge kleiner
Diskrepanz S = (x1,72,...) € I* zu bauen. Dafiir braucht man die Operation (mod1), wel-
che jeder Zahl x € R® jene Zahl x (mod1l) aus I° zuordnet, fiir die es ein z € Z*® gibt mit
z + (x (modl)) = x.

Definition 3.19. Sei S = (Z1,Z2,...) eine Folge kleiner Diskrepanz auf I® und A eine auf I*
gleichverteilte Zufallsvariable. Dann wird die Folge mit zufélligem Shift S = (z1,x9,...) von
S definiert durch:

xT; = ((f‘z + A) (modl) .

Satz 3.20. Fir das i-te Folgenglied x; der zufilligen Shift Folge S gilt, x; ist eine auf I°
gleichverteilte Zufallsvariable.

Beweis. Fiir ein z = (21, ... 2()) € T* gilt:
P(z;<z) = P((Z;+ A)(modl) < z)
- [IP ((@Q) + AD) (mod1) e [0, z(j)D
j=1

— H <p (A(a‘) c [0, L0) _ @(j)D

J=1

e (50 oD ()

G (a0 <200) — p(a <)
=1

Wobei bei der vorletzten Gleichung verwendet wurde, dass die Wahrscheinlichkeit eines In-
tervalls bei der Gleichverteilung nur von dessen Linge abhéngt. O

Satz 3.21 (|Tuf98|, [Tuf97]). Es gilt:

Dy (S) < 4°Dy(S).
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Beweis. Fiir festes A gilt:
s A 1 N
uel® i i=1
Fiir alle j € 1,...,s gilt:
(i“l(j) + AW (mod1) € [O,U(j)) genau dann wenn
77 € [0,u") fiir AW =0,
fl(ﬂ € [1— AW 1= AW 4 40)) fiir ul) < AG), AU) > 0,
29 e [1-A0 1) U 0,u) — AD) fiir uld) > AW AU > 0.

Man kann diese Aufspaltung auf alle Dimensionen erweitern und bekommt:

Di(S) < 2° sup

1 N
)‘S([ua U)) - N Z I[u,v) (‘(EZ)
=1

[u,w)els
< 2°Dn(S) < 4°Dy(9).
Dabei folgt die letzte Ungleichung aus Proposition (3.4). O

3.5.2 Halton Folge mit zufidlligem Startpunkt

In diesem Kapitel wird eine zufillige Folge kleiner Diskrepanz mit Hilfe einer rekursiven
Definition der Halton Folge gebaut, diese Methode stammt aus [HWO00]. Dazu benétigt man
zundchst die von Neumann-Kakutani-Transformation. Die Idee solche Transformationen zu
verwenden um die van der Corput Folge zu studieren stammt von [Hal84] und [Lam85].

Definition 3.20 (von Neumann-Kakutani-Transformation). Sei b > 2 eine ganze Zahl
und z € [0,1]. Fiir z € [0,1) sei x = 22 ajb=7~1 mit 0 < a; < b — 1 und unendlich viele
a; # b— 1. Sei m die kleinste Zahl mit a,, # b — 1. Dann ist die von Neumann-Kakutani-
Transformation definiert durch:

Tb(x) = %;Ln(_lﬂl + Z;im"'l IJ;L% tir z € [Oa 1) )
0 fir x =1,
T () z fiir n =0,
T =
' (T3 Y(x)) fiir n > 1.

Fiir z € I® und ganze Zahlen b() ... b(®) sei

T(x) = (T (zW),..., Ty () und
T(z) = (Tf (@MW), ..., T, ().

Bemerkung 3.9. Fiir die radikal inverse Funktion ¢y(n) gilt,
¢p(n + 1) = Ty(gp(n)) und ¢p(n + 1) = TP ((0)) = T,11(0).
Daraus folgt, dass fiir das i-te Folgenglied z; der van der Corput Folge in Basis b gilt:
zi = Ty(zi—1) = T3'(0).

Diese Erkenntnis motiviert die folgende Definition der Halton Folge mit zufélligem Startpunkt.
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Definition 3.21 (Halton Folge mit zufiilligem Startpunkt). Sei A eine auf I° gleich-
verteilte Zufallsvariable und (), . .. b() ganze Zahlen > 2, dann ist die Halton Folge mit
zufilligem Startpunkt S = (z;);>1 zur Basis bW, ... b gegeben durch:

x; = <$,(~1),...,:Cz(~s)> = <Tg(1) (A(1)> ,---,Tbi(s) (A(s))) — Ti(A).

Satz 3.22 ([HWO00]). Se: S = (x1,22,...) eine Halton Folge mit zufilligem Startpunkt in
Basis b ... b dann gilt fir alle i > 1, dass x; eine auf I® gleichverteilte Zufallsvariable
15t.

Beweis. Auf Grund der induktiven Definition von S geniigt es zu zeigen, dass fiir eine auf I°®
gleichverteilte Zufallsvariable A, T'(A) wieder gleichverteilt ist.
Wir betrachten zunéchst den eindimensionalen Fall. Sei A gleichverteilt auf [0, 1] und b eine

ganze Zahl. Sei

1

Dann kann man T,(A) auch als

1

Tb(A):A—<1—b—k

1 ..
> —f—w, furAG [lk,lk+1), kZO,
schreiben. Aus dieser Darstellung folgt, dass T,(A) gleichverteilt ist, sofern die Intervalle
[k lg+1) und [lp,lp4q) fiir alle k # h, auf disjunkte Intervalle abgebildet werden. Dies folgt

aus:

1 1
Ty(A) € [W’ b_k‘> genau dann wenn A € [lg,lg+1), k> 0.

Damit ist jede Koordinate des Vektors T(A) eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable und
daraus folgt, dass T(A) s-dimensional gleichverteilt ist. O

Satz 3.23. Sei S = (z;);>1 eine Halton Folge mit zufilligem Startpunkt mit paarweise relativ
primer Basis bV ... ). Dann gilt fiir die Stern Diskrepanz:

. 25 1o ([ bi—1 b +1

Beweis. Aus der Definition von S folgt x; € I* fiir alle ¢ > 1.

Sei N > 1 fest, und D(J) = Zf\il Ij(z;) — NXs(J) fiir ein Intervall J € I°. Fiir 1 <14 < s und
einer ganzen Zahl e > 0, sei &;(e) die Familie aller Intervalle der Form [0, ab; ©) mit a € Z,
0 < a <bf, und sei F;(e) die Familie aller Intervalle der Form [cbi_f, (c+ 1)bi_f) mit ¢, f € Z
mit0< f<eund 0<c¢< b{. Fiir ganze Zahlen eq,...,es > 0, sei E(ey, ..., e;) die Familie
aller Intervalle E = [[;_, E; mit E; € &(e;) U Fi(e;) fiir 1 < i < s. Wir behaupten, dass

S 1 S
|ID(E)| < 1_11 <§(b, —1e; + 1> fiir alle £ = 1_[1EZ € &(er,...,es) (3.39)
Ei¢Fi(ei)

gilt, wobei ein leeres Produkt gleich 1 sein soll. Der Beweis von (3.39) ist analog zu dem
Beweis von (3.14) im Beweis von Satz 3.13.

Sei nun J = [[;_;[0,u;) C I® beliebig. Fiir 1 < i < s sei e; die kleinste ganze Zahl mit
b;* > N und sei a; die kleinste ganze Zahl mit a;b; “ > w;. Sei E = [[;_,[0, a;b; “*). Da in jeder

Restklasse modulo b maximal ein Element aus {1,..., N} liegt folgt, dass es maximal ein xy)
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, < s.
j <
Weiters gilt E € E(eq,...,es), und mit (3.39) gilt:

gibt mit 2\ € [0,a;b; ") und xg»i) ¢ [0,u;). Daraus folgt ‘sz\il Iy(z;) — le\il Ip(x;)

(D) < N(A(E) = As(J) + [D(E)| +

N N
PBRECORDBECH
i=1 i=1

N> b+ |D(E)| +s <25+ [D(E)|
=1

IN

AN

[\

®

+

—
N
N | —
=

|

=

Ay

+

—_
N

Der Beweis des Satzes folgt nun aus e¢; < 1+ (log(N))/(log(b;)) fiir 1 < < s. O



Kapitel 4

Methoden zur Simulation seltener
Ereignisse

4.1 Das zugrunde liegende Problem

Fiir die Familie seltener Ereignisse A(u) soll z(u) = P(A(u)) ndherungsweise berechnet wer-
den. Verwendet man dazu die Monte Carlo Methode mit Schitzer Z(u), dann wird fiir z(u)
ein Konfidenzintervall angegeben. Da z(u) — 0 fiir u — oo interessiert einen nicht die absolute
Lange [(u) des Konfidenzintervalls sondern dessen relative Lénge [(u)/z(u). Ist zum Beispiel
z(u) = 107, dann ist ein Konfidenzintervall der Linge I(u) = 10~% unbrauchbar.

Die relative Lange eines Konfidenzintervalls bei n Wiederholungen héngt im Wesentlichen von

VVar[Z(u)]/z(u)n=1/? ab, deshalb definiert man:
Definition 4.1 (Relative Fehler). Der relative Fehler eines Monte Carlo Schétzers Z(u)

ist gegeben durch
~ VVar[Z(u)]
e(u) = )

Bemerkung 4.1. Man kann den relativen Fehler auch fiir beliebige Schitzer Z(u) definieren.
In diesem Fall ist z(u) = E[Z(u)].

Falls der relative Fehler e(u) als Funktion in u beschrénkt ist so geniigt eine feste Anzahl an
Iterationen um fiir alle u ein Konfidenzintervall mit vorgegebener relativer Lénge zu berechnen.
In der Praxis ist es oft nicht mdglich einen Schétzer mit beschréinktem relativen Fehler zu
finden, deswegen benétigt man ein schwécheres Kriterium fiir die Qualitéit eines Schétzers.

Notation. Seien a(u) und b(u) zwei Funktionen mit lim, .o a(u) = limy_,o b(u) = 0 mit

- [log(a(w)
B g (bu))] =

dann schreibt man: 1
og
a(u) < b(u).

Definition 4.2. Ein Schétzer Z(u) heifst asymptotisch oder logarithmisch effizient, falls

Var[Z(u)] l%g z(u)2

gilt.

Lemma 4.1. Falls Z(u) ein asymptotisch effizienter Schatzer ist, dann gilt fir den relativen
Fehler e(u) = o(z(u)™°) fiir alle § > 0.

40
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lo;
Beweis. Aus Var[Z(u)] §g z(u)? folgt:

i~ L08(VarlZ ()

R T oGy

Das heift, fiir jedes § > 0 gibt es ein ug, sodass fiir alle u > ug

—log(Var[Z(u)])

Slog:w)  © 2
log(Var[Z(u)]) < (2—9)log(z(u)),
Var[Z(w)] < exp{(2—0)log(z(u))} = 2(u)*"°

gilt. Daraus folgt:

]
Verwendet man den naiven Monte Carlo Schitzer Zo(u) = I 4(,), dann gilt fiir dessen Varianz,
Var[Zy(u)] = Var[law)] = E[Ifx(u)] — E[Ipw))* = Ellaw)] — Ellaw)* = 2(w)(1 — 2(u)).
Daraus folgt:

po log(VarlZo@)| _ | log(s(w(1 = 2(w)) _ . log(2(u)) +log(1 — »(u)
oo flog(z(@?)] v 2log(z(w)  wes 2log(:(u)

=1/2,

womit dieser Schétzer nicht asymptotisch effizient ist. Sei z(u) = 1079, dann gilt fiir den
relativen Fehler von Z(u), (u) & 1000. Das heift, fiir ein 95%-Konfidenzintervall von 10%
der Linge von z(u) bendtigt man ungefihr 3.84 x 10® Tterationen.

Um P(A(u)) zu berechnen geniigt also der naive Schétzer Zy(u) nicht, man bendtigt daher
bessere Ideen. Das Ziel dieses Kapitels ist es effiziente Schétzer fiir seltene Ereignisse vorzu-

stellen.

4.2 Light Tails

Definition 4.3. Sei X eine Zufallsvariable. Dann ist die momentenerzeugende Funktion von
X gegeben durch:
M (t) = E[e!].

Definition 4.4 (Light Tails). Eine positive Zufallsvariable X heift light-tailed falls es ein
t > 0 gibt mit Mx(t) < oco.

In diesem Kapitel wollen wir Methoden zur ndherungsweisen Berechnung von den in Kapi-
tel 1 gegebenen Problemen vorstellen. Wenn die Schadenshéhenverteilung einer light-tailed
Verteilung angehort verwendet man Importance Sampling als Varianzreduktionsmethode. Als
neues Maft verwendet man eine exponentiell verdnderte Version des alten Mafes. Das heift,
falls das alte Maf Dichte f hat, dann hat das neue Maft die Dichte

folx) = " f(x)/Mx (6) (4.1)

mit einem 6 > 0.
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4.2.1 Zufillige Summen

Seien X; iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F' und Dichte f. Weiters sei IV eine ganz-
zahlige Zufallsvariable mit Werten in Ny. In diesem Kapitel wollen wir z(u) = P (Zf\;l X; > u)

ndherungsweise berechnen.
Wir betrachten zunéchst den Fall N = n. Verwendet man ein exponentiell verdndertes Mafs
als Importance Sampling Mafs so erhélt man den Schétzer:

Z(u) = exp {_0 Z Xz} Mx, (0)"[{2?:1 Xi>u}

i=1

Wobei die X; nach dem neuen Mak (4.1) simuliert werden. Es gilt:

EZ(uw)?] =E

i=1

exp {—20 Z XZ} Mx, (0)2"1{2?11 Xpu}] < exp {—20u} Mx, (6)*".

Da man die Varianz von Z(u) nicht minimieren kann, minimiert man nlog(Mx, (6)) — Ou.
Durch differenzieren erhdlt man:

MX1(0)I —u = 0
MXI (‘9) B ’
MXI( )I _u
T = (4.2)

Man wahlt 6,, als Losung von Gleichung 4.2.
Bei zufilligem N kann man den Schétzer

N
Z"(u) = exp {—91\/ > X@'} My, (9N)NI{E§V:1XZ.>U}-

i=1

verwenden. Man simuliert zunéchst N und anschliefend (X7, ..., Xy) wobei die X; nach dem
exponentiell verdnderten Maf mit Parameter 6y simuliert werden.

4.2.1.1 Numerische Ergebnisse

Fiir die Tabelle 4.1 wurde fiir die X; eine Exponential-Verteilung mit Parameter A = 1 ge-
wihlt. Weiters ist N geometrischverteilt mit p € {0.25,0.5,0.75}. Bei der Monte Carlo Metho-
de wurden 107 Iterationen verwendet und bei den zufilligen Quasi Monte Carlo Folgen wurde
der Schitzer (3.38) mit 10* Monte Carlo Iterationen und 103 Quasi Monte Carlo Iterationen
verwendet. Die Tabelle gibt zu jedem Schétzer die halbe Lénge des 95% Konfidenzintervalls
in Prozent von dem geschitzten Wert von z(u) an. Dabei enthélt die Spalte CMC die theore-
tischen Werte des Schétzer Zy(u) = I{valePU}'

Man sieht das Z(u) etwas besser funktioniert als der Schitzer Zy(u). Des Weiteren sieht man,
dass die Quasi Monte Carlo Methoden keine zusétzliche Varianzreduktion bringen.

4.2.2 Ruinwahrscheinlichkeit

In diesem Kapitel wollen wir ¥(u) nidherungsweise berechnen. Sei (Y;);>1 iid mit Verteilung
F und (Z;);>1 iid exponentialverteilt mit Parameter A. Dann gilt mit Lemma 1.7

U(u) =P (supZY} —cZ; > u) =P <supSn > u) .

n>1 i—1 n>1
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|p [ 2(w) || CMC | Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.6168 0.203872 0.115124 0.150649 0.137729
0.25 || 1e-05 19.6 1.82448 1.82688 1.85616 1.8418
0.25 || 1e-08 619.8 12.4534 14.6799 31.3053 16.1052
0.25 || le-11 || 19599.64 34.7308 21.7074 42.2564 34.3522
0.5 0.01 0.6168 0.66094 0.397021 0.344567 0.486056
0.5 || le-05 19.6 5.41593 5.39571 5.24081 5.53127
0.5 1e-08 619.8 69.0665 50.068 46.3478 28.8673
0.5 le-11 || 19599.64 65.4584 118.993 152.282 74.8495
0.75 || 0.01 0.6168 1.90059 1.73156 2.96925 1.11124
0.75 || 1e-05 19.6 16.7235 10.7559 10.9785 12.7763
0.75 || 1e-08 619.8 125.836 68.5473 126.12 93.6064
0.75 || 1e-11 || 19599.64 194.676 151.113 98.4937 106.13

Tabelle 4.1: Exponentiale Schadenshéhen mit A = 1.

Fiir die in diesem Kapitel beschriebene Methode berechnet man zunéchst v als Losung von:

0= A(My, (7) — 1) - e. (4.3)

Man verwendet Importance Sampling. Beim neuen Mafs sind die Z; exponentialverteilt mit
Parameter A\;, = My, (7)\ und die Verteilung der (Y;);>1 wird durch die Radon-Nikodym-
Dichte ddLFL = €7 /My, (y) definiert. Fiir die Radon-Nikodym-Dichte des gemeinsamen Mafes
P von Y7 und Z; beziiglich des neuen Mafes Py, gilt damit:

dP 1
—(y,2) = e WM

Man berechnet den Schitzer Z(u) wie folgt:

e—)\z—l—)\Myl (v)=

= exp {cyz — vy}

1. Man setzt S = 0.

2. Man simuliert Z; als exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter A;, und Y7 als
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fr. Man setzt S =S + Y] — ¢Z;.

3. Falls S > u, setzt man Z(u) = e~7%. Ansonsten, gehe zu 2.

Da Er[cZ; —Y1] > 0 gilt, werden fiir die Berechnung von Z(u) mit Wahrscheinlichkeit 1 nur
endlich viele Schritte bendtigt. Fiir die Analyse der Varianz des Schétzers Z(u) benttigt man
folgendes Lemma, einen Beweis findet man in [Gra92].

Lemma 4.2. Sei die Verteilung der Y; light-tailed und E[cZ; — Y1] < 0. Weiters sei v > 0
eine Losung von Gleichung 4.3. Dann existiert eine Konstante C mit:

U(u) ~ Ce 7"

Satz 4.3. Sei die Verteilung der Y; light-tailed und E[cZ — Y1] < 0. Dann hat der Schitzer
Z(u) beschrinkten relativen Fehler.

Beweis. Der Beweis folgt aus:

E[Z(u)?] < e % ~ W(u)?/C2.
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4.3 Zufallige Summen mit subexponentiellen Verteilungen

Seien X1, Xo,... iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F' € S, F' stetig mit Dichte f
und N eine ganzzahlige Zufallsvariable mit Werten in N welche unabhiingig von (X;);>1 ist.
Die Zufallsvariable Sy = Zf\il X; wird als zuféllige Summe bezeichnet. In diesem Kapitel
wird ein historischer Uberblick iiber effiziente Methoden zur niherungsweisen Berechnung von
P(Sy > u) gegeben.

Notation. Fiir festes N =n sei S, = > 1 | X;.

4.3.1 Der bedingte Monte Carlo Schéitzer

Der erste Schitzer fiir den man zeigen konnte, dass er asymptotisch effizient ist stammt von
Asmussen und Binswanger [AK97| und verwendet die Ordnungsstatistik

Xy =X ==Xy
Asmussen und Binswanger verwendeten den Schétzer:
Z1(u) = P(Sn > u|N, X(1y, X(2)5 -+, X(v=1))-
Man simuliert zundchst IV, anschlieffend X7, ..., Xy verwirft dann X(N) und berechnet Zj.
Lemma 4.4. Sei I stetig, Sy,_; = Sy — X() und a Vb =max(a,b). Dann gilt:

F((u — S}k\[,l) vV X(Nfl))
F(X(n-1))

Beweis. Aus der Definition von X,,) und X,_q) folgt: X(,,) > X(;,_1). Aus

P(SN > u|N7X(1)aX(2)a"'>X(N71)) = (44)

P(Xy > (zVx) F(zVag)

P(Xl > xo) N F(x(])

P(Xl > CE|X1 > xo) =

folgt:

P(X N, Xy, X X = P(X; > 2X, > X _ Ty V)
(X > 2IN, Xy, Xy, - Xvory) = P(X1 > 2] X 2 (N’”)_m'

Damit gilt:

P(Sx > ulN, X1y, X3y, - -» X(v—1))
= P(X + S50 > ulN, X1y, X2 X(v-1)
(Xow) > 1 — S1IN, Xy, X2, X))
F((u—Sy_y) vV Xn-1))
F(X(n-1)) '

|
o)

O

Satz 4.5 (JAK97]). Sei L(z) slowly varying und stetig, F(x) = L(x)/(1+x)* und E[N?+D] <
00. Dann ist der Schatzer Z1 asymptotisch effizient.

Lemma 4.6. Sei F(x) stetig mit Dichte f(x). Dann gilt

X (@) = n(n = DF(@)"*F(2)f(z) < n(n — D)F () f(z).
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Beweis. Die Dichte von X, ist
X (@) = nF(x)" " f ().
Sei M,,—1 = max(Xy,...,X,_1). Es gilt:
P(Xp—ny<x) = P <U {X; <zlj#ipn {Xi > mQXXj}>
i=1 I
YW P(X <y Xpo1 <2} N {Xn > M1 })
= nP(Mnfl <z, Xy > Mnfl)
iid rore e
o [ = 0P ) ) dyad
Y1
= [ nln = D)) ) dn
Daraus folgt: B
FX oy (@) = n(n = 1)F(2)""?F(x) f ().
Aus F(x) <1 folgt:
n(n —1)F(z)""*F(z) f(z) < n(n — 1)F(z) f ().
O
Beweis Satz 4.5. Wir zeigen zuniéchst, dass fiir festes N = n,
1— /uN\2 — /u\2 —/u
2 < _ _ _ _ _ _
E[Zi(w)?] < n(n—1) [2F (2) F (n) log (F (2))] (4.5)
gilt.
Flu—s: )\
2 = ST Pn1)
Bl = E [( F(X(n-1)) ) I{X<n1><u/N}] (4.6)
_ 2
F(lu—=551)VXn-1)
o ( F(X(n) Humexoonsopz| (4D
+ B [11{“/2<X<n71>}] (48)

Man kann den ersten Summanden (4_6) wie folgt beschrianken:
Fiir X(,,_1) < % gilt F(u—S};_;) < F (%), somit gilt:

i
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Der zweite Summand (4.7) kann analog beschrinkt werden. Fiir £ < X, _1) < ¥ gilt F'((u—
S 1)V Xno1y) < F (%), daraus folgt:

— 2
> F((u— Sn—1) \/X(nfl) 7
F<X<n_1>> nop<uiny

/ fX(n 1)

n(n -~ 1)F / 6}
P (2 <;>>—log<f<%>>}-

Um eine obere Schranke fiir (4.8) zu erhalten, schreibt man:

E I{X(n,1)>u/2}:| - / fX(n 1)

= n(n-1)

IN

IN

" F)" ) () dy

Mm\

o0

< nn—=1) | Fy)fly) dy

uy 2
(3)-
Durch Addition dieser drei Ergebnisse erhélt man (4.5).
Aus (4.5), Lemma 2.14 und Var[Z;(u)] < E[Z1(u)?] folgt

e[ (57 (3)"+ 7 () s (7 ()]

E[Nz];c (£)222(@=) (1 4 y)~2(e9)

+ E[C(e) N2—25+2a(1 + u)—z(a—a) ‘log(C_(g)(l + u)—a—a)H
= (Di(e) + Dy(e) Jlog(1 + u)|)(1 4 u)?E~).

< n(n-1)

DO =
SCE

Var|Z]

IN

IN

Fiir Konstanten Dj(e) und Ds(e) welche nicht von u abhéngen. Zusammen mit Lemma 2.7
und L(z) slowly varying folgt:

n [ og((Di(e) + Da(e) [log(1 + w)]) (1 +w)*E=)
u—00 |2 log(Z(U))| T u—oo 92 10g(cL(u)/(1 n u)a)

lim ——2(e —¢)log(l + u)

u—oo 2log(cL(u)) — 2aclog(1l + u)

log(D1(e) + Ds(e) |log(1 + u)|)

1
L 2log(cL(u)) — 2aclog(1l + u)
— im —2(av — ¢) log(1 + u) _1_
u—oo  —2alog(l 4+ u) a
mit € — 0 folgt, dass Z; asymptotisch effizient ist. O

Bemerkung 4.2. Fiir F' lognormalverteilt, kann man zeigen, dass Z; asymptotisch effizient ist.
Fiir einen Beweis siehe [Bin97]
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Lemma 4.7 ([AK97]). Sei F(z) = e 7 weibullverteilt, E[z"] < oo fir ein z > 1 und
P(N = 2) > 0. Dann ist Zy nicht asymptotisch effizient.

Beweis. Fiir n = 2 gilt:

© F( (4 — 2 u/2 u— )2
E[Z}N=2] = /0 F( F(;/;va) fxo, () dy > ; %fxm(y) dy

(Y2 Fu—y)? B w2 _ N2 81
_/0 27F(y) f(y)dy—%v/o Flu—y)y" dy

u

u/2_ .
26(u/2)71 /O Flu— )2 dy = 267/(u/2)"" / Fly)* dy

w/2

Y

> /u 28yyPle 21" dy = e (WD’ _ g2’ 6_217%“6(1 +o(1)).
u/2

Zusammen mit Lemma 2.6 folgt:

log(Var[Zi(u)])

A
=

lim inf

u—ce  2log(z(u)) T u—oo 2log(E[N]F(u))
21=B~0,B
< T _ 9B
u—oco  2yuf

4.3.2 Eine Importance Sampling Methode

Da der Schitzer Z; fiir die Weibull-Verteilung nicht asymptotisch effizient ist, geben Asmus-
sen, Binswanger und Hgjgaard [ABHO00| eine Importance Sampling Methode an, welche bei
Weibull-, Pareto- und Lognormal-Zufallsvariablen asymptotisch effizient ist. Bezeichne H ()
die Verteilungsfunktion des Importance Sampling Makes und h(x) die dazugehorige Dichte.
Fiir H(z) muss dabei folgende Bedingung erfiillt sein:

Bedingung 1. Fiir K die Verteilung mit Dichte k(z) = f(x)?/(ch(z)), mit
_ log __
c=[° f(@)?/h(z) dz gelte, K € S und K(z) < F(x)>.
Verwendet man ein H mit H(z) ~ ¢1/log(z), zum Beispiel
—n
h(x) — ) zlog(z)? a<z,
v9(x)  0<z<a,

mit a > e, n > 0, g(x) eine beliebige Dichtefunktion auf [0, a] und v > 0 mit

h dr = ——d = — =1
/0 (@) do "/a Tog@)? T Toglay T

dann ist Bedingung 1 fiir die Verteilungen Weibull, Lognormal und Regular Varying erfiillt.
Wir zeigen dies fiir F'(z) = (14 2)~%, die anderen Fille gehen analog bendtigen aber einen
groferen Aufwand. Fiir x > a gilt:

Cf@? a(142)720)  orlog(a)?

—2a—1
W= 6]~ e/l et T
Zusammen mit Satz 2.11 folgt:
— axlog(z)? g arlog(z)?—,
K ~nN — 1 o = 7F .
(z) 2en(1 4+ x)( +2) 2en(1 4 x) (@)
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_ log _
Damit gilt K (z) < F(x)?. K(z) ist regular varying da log(x) und z/(1 + z) slowly varying
sind. Damit gilt, K € §
Als Schétzer verwendet man bei festem N =n
fX) (X

ZQ(U) = h(Xl) e h(Xn) {Sn>u}>

wobei die X7, Xo, ..., X, iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion H(x) sind.
Satz 4.8 (JABHO00]). Se: F' € S und Bedingung 1 erfillt, dann ist Zy asymptotisch effizient.

Beweis.

(1)
_ Cn// k(e1)k(z2) - k(wn) deydasy .. . dan
{z1+-Fzn>u}

= Pp(X1 4+ X, >u) ="K (u).

x1)? Zn)?

N _ _ log
Aus Bedingung 1 und Proposition 2.3 folgt ¢"K " (u) ~ ne"K (u). Der Satz folgt mit nc" K (u) <

n?F(u)?. O

Korollar 4.9. Sei F' € S, Bedingung 1 erfillt, N eine positive ganzzahlige Zufallsvariable
mit E[N(c+ &)N] < oo fiir ein € > 0 und die X1, Xo, ... sind iid Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion H(x). Dann ist der Schdtzer

X)) f(XN),
W(X1)  h(Xy) v

Zy(u) =

asymptotisch effizient.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 4.8 folgt: E[Zi(u)QlN_: n] = K" (u). Aus Lemma
2.4 folgt die Existenz einer Konstanten L mit ¢"K " (u)/K(u) < Lc*(1 +e/e)” = L(c +
). Zusammen mit Proposition 2.3 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

_ _ lo _
E[Z3(u)] ~ E[NcV]K (u). Das Korollar folgt aus E [Nc| K (u) < E[N?F(u)?. O

Wir wollen zeigen, dass es fiir die Verteilungen Weibull, Lognormal, Regular Varying und
fiir alle z > 1 eine Verteilung H(x) gibt bei der die Konstante ¢ < z ist. Daraus folgt, dass
man fiir alle N mit E[(1+¢)"] < oo fiir ein £ > 0 einen asymptotisch effizienten Schitzer fiir
P(Sy > w) findet. Sei

1 o
wwzlq%@,ewzl F ()2 log(x)? d
und a so grof, dass ,
P;((Z)) +e(a) < z.

So ein a existiert da lim, o y(a) = limg_o0 F'(a) = 1 und lim,—,o €(a) = 0. Sei

1
h(m) _ J) zlog(x)? x> a,
v(a) F((fl) 0<z<a.

—
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Dann gilt:

4.3.3 Hazard Rate Twisting

Im Jahr 2002 stellten Juneja und Shahabuddin [JS02] eine weitere Importance Sampling Me-
thode zur Berechnung von P(Sy > u) vor. Die Idee ist, das neue Maf durch die Verdnderung
der Hazard Rate A(z) auf (1—6)A(z), 0 < § < 1 zu konstruieren. Die Dichte des neuen Mafes
ist dann gegeben durch:

folw) = (1= 0)A(z) exp {—(1 = O)A(x)} .

Beispiel 4.1. Verwendet man als urspriingliches Maf eine Pareto-Verteilung mit F(x)=1/(1+
) so gilt fiir das neue Mak Fy(z) = 1/(1+2)1 792 esist also wieder eine Pareto-Verteilung.

Betrachten wir nun das Problem P(S,, > u) mit n fest. Beim Hazard Rate Twisting verwendet
man den Schitzer:

X X, 1
Zg(u) = J{G((Xll)) R J.lf'e((Xn)) I{Sn>u} = (1 exp{ HZA }I{Sn>u}7

mit X1, Xo,...,X, iid mit Verteilungsfunktion Fy. Um zu zeigen, dass Z3 asymptotisch effi-
zient ist, brauchen wir.

Lemma 4.10. Es ezistiere ein d > 0, sodass die Hazard Rate X fiir alle x > d fallend und
differenzierbar ist. Sei lim,_,oo A(x) = 0. Dann gilt fir alle € > 0

ZA(%) > A (Z xl) — &,
i=1 i=1

fir alle (z1,...,2,) >0 mit Y x; grof genug.

Beweis. Sei Y ;" | x; > nd. Bezeichne z(;) die i-te Ordnungsstatistik, mit z(, als Maximum.
Dann gilt fiir alle 2 € [Y 7, 24), > iy i), dass & > x(,) > d und damit X' (x) < 0. Aus
A (xz) = AMz) und A" (z) = )\’( ) folgt die Taylorentwicklung um Y , z(;):

- - - X(E)
2
A <Z ”U) =A <Z w(z‘)) o (Z %’)) ey (4.9)
i=1 =2 =2
fiir ein £ € [Y1" 5 2, 2oiq 2| mit N'(€) < 0. Wegen der Monotonie von A(z) fiir > d gilt:

(Zx(z ) < x(l ( )) (4.10)

Sei acp, > d eine Zahl mit A\(z) < e/(nd) fir alle > a.,. Wir behaupten, dass fiir
Z?:l T/ > acp

e
x(l))\(ﬂz(n)) < A(x(l)) + E (4.11)
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gilt. Fiir z(qy < d gilt: 2yAM(2@y) < dAN(Q  2i/n) < e/n. Fir xqy > d gilt: (zq) —
d))\(.%’(n)) < fdx(l) )\(.%') dx < A(.%'(l)) und damit x(l))\(x(n)) < A(I‘(l)) + d)\(x(n)) < A(.%'(l)) +
e/n. Somit gilt unsere Behauptung.

Aus (4.9), (4.10) und (4.11) folgt mit N (&) < 0:

i=1 =2

Wiederholt man dieses Argument n mal so folgt das Lemma. U

3

Satz 4.11 ([JS02]). Sei F' € S. Es existiere ein d > 0, sodass \(x) fir alle x > d fallend
und differenzierbar ist. Sei limy_,oo A(z) = 0. Weiters sei b > 0 eine Konstante. Dann ist Z3
asymptotisch effizient, fir 6 =1 —b/A(u).

Beweis. Aus der Definition von Z3 und Lemma 4.10 folgt fiir u grof genug und 0 < 0 < 1,

1 1
7 < —60(A(u)—¢) —0A(u)+e 4.12
5(u) < e S (4.12)

Setzt man fiir § = 1—b/A(u), quadriert beide Seiten und bildet den Erwartungswert beziiglich
des neuen Mafes Py so erhilt man,

A 2n
Ep,[Z3(u)?] < ¢*¢*Y <%)> ¢~2AW),

Aus Proposition 2.3 folgt P(S, > u) ~ nF(u) = ne”*®), Damit gilt:

o Varn Z@) o los(Er, Z300)%)
u—oo 2log(P(Sy, > u)) u—oo 2log(P(S, > u))
log <62(5+b) (#)2" e2A(u)>
> i
= D 2log(ne—Aw)
= lim —2A(u) 4 2(¢ + b) 4 2nlog(A(u)) — 2nlog(h)
T u—oo —2A(u) 4 2log(n) -
Somit ist Z3 asymptotisch effizient. O

Um den minimalen Wert der rechten Seite der Ungleichung (4.12) zu finden, logarithmiert
man diese, differenziert anschliefend nach 6 und setzt das Ergebnis gleich Null, danach erhalt
man

n . n
—1_0—A(u):0unddam1t0—1—m.

Daraus folgt dass § =1 —n/A(u) der optimale Wert fiir 6 ist.

Bemerkung 4.3. Bei zufilligem N gibt es Beispiele bei denen Z3 nicht asymptotisch effizient
ist (siehe [JS02]).

4.3.4 Weighted Delayed Hazard Rate Twisting

Um Hazard Rate Twisting auch fiir zufilliges N brauchbar zu machen, entwickelten Juneja
und Shahabuddin [JS02] Weighted Delayed Hazard Rate Twisting, die Idee hierbei ist die ur-
spriingliche Dichte f(x) erst ab einem z}, zu verdndern und zusétzlich die Teile unterschiedlich
zu gewichten. Man erhilt damit die neue Dichte

f(z)

Tro
Jou.az, () = (1_ F(z::)) fou (@)
1+w Fgu(x;i)

. «
fiir x < 27,

fiir x > ;.
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Bedingung 2. Sei E[z"] < oo fiir ein z > 1. Dann werden die Parameter w, 6, und x, wie
folgt gewdhlt:

e Fiir das Gewicht w ¢gilt 0 < w < z — 1;
o Fiir einb>0ist0,=1—b/A(u);

e Seia eine Konstante mit 0 < a < 1/[z7*(1 4+ w)] — 1.
Dann ist x;, die Losung von

Ae?) = log(A(w)) — %log(awa). (4.13)

Als Schatzer wird
f(X1) f(XnN)

Fouan(X1)  foray (Xn) V70
verwendet. Dabei sind die X7, X, ... iid mit Verteilungsfunktion Fy, .. Es wird zunéchst N
simuliert und anschliefent Z, berechnet.

Wir wollen zeigen, dass Z; asymptotisch effizient ist, brauchen dazu aber noch Annahmen fiir
F.

Z4(u)

Annahme 1. FEs existiere ein d > 0, so dass die Hazard Rate \(x) fir alle x > d differen-
zierbar und fallend ist. Weiters hat \(x) die Form:

mit 0 < B <1 und L(x) ist slowly varying.

Bemerkung 4.4. Eine Verteilung welche Annahme 1 erfiillt ist subexponentiell.

Annahme 2. Ist 3 =1, so gibt es Konstanten p1, pa (p1 < p2) und xo > 0 mit
log(z)"* < A(z) < log(x)”?,

fiir alle x > xy.

Satz 4.12 ([JS02]). Sei F' € S eine Verteilungsfunktion, welche die Annahmen 1 und 2
erfiillt. Weiters sei E[zN] < oo fiir ein z > 1 und die Parameter der Importance Sampling
Verteilung Fy, » erfillen die Bedingung 2. Dann ist Zy asymptotisch effizient.

Um diesen Satz zu beweisen zerlegt man {Sy > u} in folgende Teilmengen:

° SeiX(O):0.Fﬁrn>0und0§k§n—1sei

A = {N =n,8, > u, Xy <y, X1y > 75} -

e Sei A, = k;é Ap i und
B, = {N =n,Sy, > u, X < mZ}
e Sei iy = —2/log((1 +a)(1 +w)z '), dann ist A = U}iﬁ(u” An, A= UpS g (uy An und
B =J,2, By.

Nun gilt:
{SN > u} =AUA UB.

Wir benétigen nun ein paar technische Lemmas. Sei d > 0 jene Zahl ab der die Hazard Rate
fallend und differenzierbar ist, weiters bezeichne z eine beliebige Zahl grofer als d, dann gilt.
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Lemma 4.13. Unter Annahme 1, gilt fir alle n und (z1,...2,) mit z; >z fir 1 <i<n:

ZA i) > A (Z x) (n—1)A(z) — (n — DzA(@(m)- (4.14)

Beweis. Aus (4.9) folgt fir > | x;/n > d:

Durch Addition und Subtraktion von A(z(;)), kann man die rechte Seite als,

(Z 2 ) + Az - /% ()\(x) Y (Z x(i)>> do (4.16)
0 i=2

schreiben. Da A(z) monoton fallend ist fiir alle z > z und A(0) = 0 gilt:

/0 v (A(m) -2 (Z; x@))) da > /0_ <>\(x) - (Z; mm)) dz > A(z) = zA(2(n))-

Kombiniert man dieses Ergebnis mit (4.15) und (4.16) erhdlt man die Ungleichung:

A (Z x,) +A(z) — 2z (@) < A (Z x(i)> + Az (1))-
i=1

i=2
Wiederholt man dieses Argument n — 1 mal so erhélt man die Aussage des Lemmas. O

Lemma 4.14. Sei x}, definiert durch A(x}) = log(A(u)) —log(c1) fiir eine Konstante ¢y > 0,
weiters sei co eine positive Konstante. Dann gilt unter den Annahmen 1 und 2:

u
lim z* - 41
o TuA <02A(u)> 0, (4.17)
£ A
im 2 (4.18)
U— 00 u

Beweis. Fiir jedes L slowly varying, jedes € > 0 und u grok genug gilt
u < L(u) <uf (4.19)

Fiir 0 < B < 1 folgt aus Satz 2.11 und (4.19), dass

u (1 — B)uﬁ uﬁfs

CQA('LL)N coL(u) — ’ (420)

fiir u grof genug gilt. Da A\(x) fallend ist fiir alle z > d, gilt fiir jedes grof genuge u und jedes
emit B >¢e > 0:

Aus (4.19) folgt A\(z) < 2=~ fiir 2 groR genug. Zusammen mit (4.21) folgt daraus:

A <02AL(U)> < ﬁ. (4.22)
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Aus Satz 2.11 folgt, fiir 7 (und u grof genug):
2 < M) Y0079 = (log(A(u)) — log(er)) V59, (4.23)

Die Aussage (4.17) folgt aus (4.22) und (4.23). Die Aussage (4.18) folgt aus (4.20) und (4.23).
Betrachten wir nun den Fall § = 1 (d.h. A(z) = L(z)/z). In diesem Fall ist A(z) slowly
varying (siehe Satz 2.11), daraus folgt, dass fiir alle ¢ > 0, u/(coA(u)) > w'~/2 fiir u grof
genug gilt. Damit gilt fiir alle u grofs genug:

A( Y )SWW)& ! (4.24)

col\(u) ul=e’

Die untere Schranke fiir die Hazard Funktion gegeben durch Annahme 2 liefert eine obere
Schranke fiir z;, ndmlich:

T, < exp {A(ﬁ)l/m} = exp {10g(A(u) - 10g(01))1/p1} < Kyexp {03 log(/\(u))l/pl} ;

mit geeignet gewdhlten Konstanten K4 und c3. Verwendet man nun die obere Schranke der
Hazard Funktion aus Annahme 2 so erhélt man eine obere Schranke fiir «}:

xy < Kqexp {03 log(log(u)m)l/m} ’

fiir u grof genug. Verwendet man diese Schranke zusammen mit (4.24) so folgt (4.17). Aussage
(4.18) folgt #hnlich mit der Tatsache dass A(u)/u < 1/u'~¢ fiir alle ¢ > 0 und u grof
genug. U

Lemma 4.15. Unter den Annahmen 1, 2 und fir w groff genug gilt:

1. Es existiert eine Konstante K1 > 0 mat:

Ep«[Z4y(u)*I4] < KiA(u)? exp {—2A(u — z5pA(u))} . (4.25)

2. FEs existiert eine Konstante Ko > 0 mait:

Ep+[Z4(u)?* 4] < Koe 2AW) (4.26)

Ep+[Z4(u)*Ig] < e 2AW (4.27)

Dabei bedeutet Ep+[-], dass der Erwartungswert beziglich dem Importance Sampling Maf be-
rechnet wird.

Beweis. Fiir z <z gilt:
(=)
= (1+w),
o )
und fiir z > xj, gilt:
fl@) 1+w Fy () fl@) <1+w>< Fo, (x}) > 1
fouas(®)  w+ F(zz) O 1-0,) \I+w—F(ar) ) budh@’

fo.(x)
1.) Auf der Menge A,, ;, gilt:

= * n—k n
Z4(u) = (1 + w)n <(1 — Hu)gGi(iu)_ F(xi))) exp {—HU Z A(X(Z))} . (4.28)

i=k+1
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Es gilt X(;) > 27, fiir k +1 <4 < n. Verwendet man (4.14) mit z = z;, (wobei u so grof ist,
dass z} > d gilt) so erhélt man:

Z AX @) >A< > X ) (n—k—1)A(z}) — (n— k — DA X ().

i=k+1 i=k+1
Auf der Menge A, i, mit n < A(u) gilt:

Y Xy > u—kal > u—naj, > u—ypA(u),

i=k+1
und damit:
Z AX() = AMu—ypAu)al) + (n—k— DA(2)) — (n — k — D)2l A( X)) (4.29)
i=k+1

Aus (4.28), (4.29), 6, = 1 —b/A(u), und Fy, (z5) = e~ (1-0AE) folgt, dass fiir alle u grok
genug und n < PYA(u), Xy > u/n > u/(PA(u)) gilt:

n—k
n A U ef(lfeu)A(I;)
Z4(U)IAn,k < 1+ w) (b((l l_ W — F(.%'*))

x exp {—0u (A(u — PpA(u)zy) + (n — k — 1)A(27))}
X exp {au n—k—1)zi\ < (u)>}

(

W Aweten N
(1+) b(1+w—F(m;;))>
Alu— 230 (w) :

M= ) + b= A}

{-
“Xp{ (w >>}

—k
—A(27) gzn Alu/ (YA (w)))
(14+w)" ( (u)e >

IN

X exp

IN

b(1+w— F(a%))
x exp {—A(u — x;ypA(u)) + A(z)) + b} . (4.30)

Aus der Tatsache, dass P*(X <z}) <1/(1+w)und P*(X >z})=(1+w—F(z}))/(1+w)
erhélt man mit p, = P(N = n):

P*(Anp) < (Z) a +1w)’f (Hﬁli(m)nkpn. (4.31)

Quadriert man die Ungleichung (4.30), bildet auf beiden Seiten den Erwartungswert und
summiert iiber £k = 0,...n — 1 so erhédlt man:

E[Z421An:| < 62A(m;)+2b6—2A(u—x:§¢A(u)) (1 + w)np

P\ [ Afu)2e—2A@ 2o Mw/ @A) \ "
> (k) (1 +w— F(z;)) |

k=0 uw

Verwendet man a *w = (A(u)e @) /b)? (siehe (4.13)), 1 — F(z¥) > 0, wihlt u so groR, dass
exp {2z, A(u/(YA(u)))} < (14 ¢ep) mit (1 +a(l+¢ep)) < 2/(1 +w) (dies geht wegen (4.17))
und verwendet den binomischen Lehrsatz Y _, (7)p*¢" ™% = (p + ¢)™, so erhilt man:

Ep+[Z}1,,] < e2Amu)t2be= 28] 4 ) p, (1+ a(1 + &))"
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Der Ep«[Z3I14] kann durch die rechte Seite summiert iiber alle n beschriinkt werden. Die
Summe ist endlich, da (1 4+ w)™(1 4+ a(l +&9))" < 2™ und E[2"¥] < co. (4.25) erhilt man in
dem man A(x}) = log(A(u)) — 1/2log(awb?) in die letzte Ungleichung einsetzt und iiber alle
n summiert.

2.) Aus (4.28) folgt auf A, x:

eiA(IZ)

n—k
0600 Tw- F(x:;))) | (432

Zy < (1 + w)" (
Wie im Beweis von (1) quadriert man diese Ungleichung, bildet den Erwartungswert und
summiert iiber alle k. Das fiihrt auf:
Ep<[Z214,) <[z 711 4+ w)(1 + a)]"ppz" < ealz 71 (1 + w)(1 +a)]",

mit ¢4 einer geeignete Konstante. Summiert man beide Seiten iiber alle n > 1)A(u) so erhilt
man (4.26) (da ¢ = —2/(log(1 +a)(1 +w)z~1) und 2711 + w)(1 +a) < 1).
3.) Fir n < u/x} gilt P*(B,) = 0. Fiir n > u/z}, gilt auf B,,, Z, = (1 + w)™. Daraus folgt,

Ep[ZiIg] < Y [(14w)z "p2" < Y [(1+w)z ']

n>u/x}, n>u/zk
64[(1 +w)z_1]u/$z_1 — ¢ log((14+w)z~YHu/zk _ —ceu/zy
~ = C5€ = Cx€
1-(14w)z"t

fiir ¢5 und cg positive Konstanten. Aus (4.18) folgt dass e%/®ue=2M%) — 0 fiir u — oo und
damit folgt(4.27). O

Beweis Satz 4.12._Um zu zeigen, dass Z; asymptotisch effizient ist braucht man zun&chst
E[Z4(u)] ~ E[N|F(u) = E[N]e*®). Da nach dem Lemma 4.15,

Var(Zy] < E[Z3) < KyA(u)?e > Memvmi) 4 (K + 1)e A < KA (u)?e Aot

fiir u grofs genug gilt, geniigt es,

LA iAW)
T A)

=1, (4.33)
zu zeigen. Fiir u grof genug gilt u — ¢ A(u) > d. Da A(z) differenzierbar und fallend fiir

x > d ist, ist A(z) konkav fiir x > d. Daraus folgt:

Al — 3 pA(u)) — A(d) _ Alw) — A(d)
(u—aipA(uw)—d —  wu—d

Zusammen mit A(z) ist nicht fallend folgt:

U PR 2y () — A()).

Dividiert man durch A(u) und bildet © — oo dann folgt mit (4.18) die Gleichung (4.33). O

A(u) > Au — xfA(u)) > A(d) +

Bemerkung 4.5. Da man nicht nur Ep«[Z4] berechnen will sondern auch ein Konfidenzintervall
angeben méochte, sollte auch der Schiitzer fiir Ep«[Z3] asymptotisch effizient sein. Um das zu
garantieren miissen die Parameter auch die folgenden Bedingungen erfiillen. Fiir w gilt:

0<w< 231,
und 2, wird durch die Gleichung,
1
A(ay) =log(A(u)) — 7 log(aw’b?),

bestimmt, wobei a > 0, (1 + a)(1 + w)? < z erfiillen muss.
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4.3.5 Eine asymmetrische Idee

Aus der Definition der subexponentiellen Verteilungen folgt, dass sich die Summe subexpo-
nentieller Zufallsvariablen gleich wie deren Maximum verhélt. Das heiftt aber auch, dass die
Summe grofs wird wenn ein Summand groft wird. Um diese Erkenntnis in die Algorithmen
einfliefen zu lassen verwenden Asmussen und Kroese [AK04] die Identitét:

P(S, >u) =nP(S, >u, M, = X,), (4.34)

wobei My = max{Xy,...,Xy}. Diese Identitat gilt da die Zufallsvariablen Xi,..., X, iid
sind. Sei f die Dichte von F und f* die Dichte des Importance Sampling Mafes (z.B.: f* = fj
mit dem fy aus Kapitel 4.3.3). Man verwendet den Schétzer:

f(Xn)

”mf{snm,mzxn}, (4.35)

wobei X, ..., X;,—1 nach dem urspriinglichen Mafs f und X,, nach dem Importance Sampling
Mak f* simuliert werden. Verbindet man die Idee mit bedingtem Monte Carlo, so erhélt man
den Schétzer

Z5(u) = nP(Sy > u, My = Xu| X1,..., Xp_1) =nF(Mu_1 V (u— S,_1)). (4.36)

Fall 1, F st regular varying: Das heift f(z) = L(z)/(1 + 2)**!, 2 > 0, a > 0 und
L(z) slowly varying. Aus Satz 2.11 folgt F(z) ~ L(z)/(a(x 4+ 1)%). Die Importance Sampling
Dichte f* wird analog wie beim Hazard Rate Twisting wieder regular varying gewéhlt, mit
dem Parameter o = b/ log(u).

Satz 4.16 ([AKO04]). (a) Mit f* = o*/(1 + x)® ! ist der Schitzer (4.35) asymptotisch
effizient fiir festes n; (b) Gibt es Konstanten ug, zy sodass L(uz)/L(u) entweder monoton
fallend oder monoton steigend in u > ug fir alle z > zg ist. Dann ist

c1n? log(u)

eine asymptotische obere Schranke fir den quadrierten relativen Fehler, wobei ¢i eine Kon-
stante ist welche nicht von n abhingt. (c) Falls N eine Zufallsvariable mit E[N3T3] < oo,
dann ist der Schdtzer asymptotisch effizient.

Fiir den Beweis brauchen wir die Dichte ¢g* welche proportional zu L(z)?/(1 + z)!T222" ist

(diese Dichte hiingt von u iiber a* = b/log(u) ab). Wir definieren g* = f2/(c* f*) mit

L(z)*

* 2/ px : _ -1 *
C —/f /f NCQIOg(U) mit CQ—b A de

Lemma 4.17. Sei X* eine Zufallsvariable mit Dichte g*. Dann (a) gibt es zu jedem € > 0
eine Konstante c. mit P(X* > u) < c.(1 + u)~%*=9) fiir alle u grof genug; (b) unter den
Bedingungen von Satz 4.16 (b), gilt P(X* > u) ~ c3F(u)?.

Beweis. Es gilt:

. *©_ L()? * L)’
P(X >u)NC4/1; WdZNC4A md?}

(a) folgt nun da man o* fiir u grof genug mit € beschréinken kann und Satz 2.11 mit [ * L(2)?/
248 dz ~ L(u)?/uP. Fiir (b) substituiert man z = uy und erhilt:

L(w)? [ L(uy)?/L(u)?
P(X* > u) ~ C4u2£y)a* /1 (1(4_22))2{151*11 d

Nun gilt u® — €’ und L(uy)/L(u) — 1 fiir alle y. Verwendet man gleichmiRige Konvergenz
fiir y € [0, 20] und monotone Konvergenz fiir y € (zp,00), dann kann man Grenzwert und
Integral vertauschen und erhélt die Aussage des Lemmas. O
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Beweis Satz 4.16. Sei A = {x1+ -+ + z, > u,maxp<, Ty = Tp}. Dann ist das zweite Mo-
ment von (4.35) gegeben durch:

G I = IR . T o
w [ [ S [ (1w an) = e [ [ 0@ doa [T (w0 o)

i=1
= n2cP*(M, = X,,, S, > u),

wobei P** das Mafs ist, bei dem die X; unabhéngig sind, X,, die Dichte ¢g* und der Rest die
Dichte f hat.

Sei 8 € (2/3,1) und sei v/ = v?/(n — 1) und v’ = v — (n — 1)u’ = u(1 —uvP~1). Dann gilt auf
{M,,—1 < u'}, X, > u”. Daraus folgt:

P (M, = Xy, Sn >u) < P*(X, >d")+P*(My_1 >, X, >u)
< P*(X, >u")+nP™(X, >u)P™ (X1 >u).

Seien 0, > 0 sodass 2a+6 < 2a+ 0§ +2¢(3 < 3af. Mit Lemma 4.17 (a) kann der zweite Term

mit,
n—1\22¢/np_1\>°¢ (n— 1)3@—25 (n— 1)3@—25
csn (7) ( P > = O 3aB—2:8 < o5 w2ats
beschrinkt werden. Weiters folgt, dass (u(1—u?~1))~(2¢=¢) eine obere Schranke fiir den ersten
Term ist. Nachdem der asymptotische Anteil der beiden Schranken u=(2¢=¢) ist, folgt der Teil
(a) des Satzes.
Teil (b) des Satzes folgt analog in dem man Teil () Anstelle von Teil (a) des Lemmas

anwendet. Der Teil (¢) des Satzes folgt in dem man auf N = n bedingt und dominierte
Konvergenz verwendet. O

Kommen wir zum bedingten Schiitzer. Ab jetzt sei F(z) = L(x)/(1 + x)® mit L(x) slowly
varying.

Satz 4.18. Der Schdtzer Zs hat beschrinkten relativen Fehler, falls

EIL N 2N2a+2
lim sup [L(u/N) 5 ]
U—00 Ll(u)

fiir eine Funktion Ly (z) mit Li(x) ~ L(x) gilt.

< 00, (4.37)

Bemerkung 4.6. In [AK04] wird der Satz fiir die etwas stérkere Bedingung

E[L(u/2N)N?2a+4
lim sup [L(u/2N) ] < 00
U—00 Ll(u)

gezeigt.

Bemerkung 4.7. Die Bedingung (4.37) ist in den meisten Féllen nicht viel stirker als
E[N?0F2] < oo.

Lemma 4.19. Es gilt: M,,—1 V (u — Sp—1) > u/n.

Beweis. Entweder ist M,,_1 > u/n oder

u—Sp1>2u—(n—1)M,—1 >u—(n-1)

3
Y
3



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 58

Beweis Satz 4.18. Es gilt My,—1 V (u — Sp—1) > u/n. Fiir das zweite Moment von Z5 gilt:

E[Z3] = n’E[F(M,—1V (u— Sy-1))*] <n*F(u/n)*
2 L(u/n)? < p2+2a L(u)? L(u/n)?
- (ITtu/n)e T (L+u)?> L(u)?

Mit Lemma, 2.7 folgt die Aussage des Satzes bei festem n. Bei zufilligen N gilt:

L(u)®  E[N*"*L(u/N)’]
(1 +u)? L(u)?

E[Z5) = E[E[Z3|N]] <

O

Fall 2, F ist weibulldhnlich: Das heift, es gilt f(x) ~ cxVe=™ mit 0 < 8 < 1. Fiir den
Schwanz der Verteilung gilt dann F(x) ~ cmlJﬂ*ﬁe*Iﬁ/ﬁ. Wir werden nur den Schitzer Zs
betrachten.

Satz 4.20 ([AKO04]). Sei 8 < 3 = log(3/2)/log(2) ~ 0.585, d.h 2"+ < 3, dann ist der
Schatzer Zs asymptotisch effizient fiir jedes feste n.

Fiir den Beweis verwenden wir n + 1 statt n. In Abbildung 4.1, wird der Triger der ge-
meinsamen Dichte von (M, S,) durch die Geraden y = z und y = nz beschrinkt. Fiir
den Beweis zerlegt man fiir jedes v den Tréger der gemeinsamen Dichte in 2n — 1 Bereiche
0,1,...,(n=1),1" ..., (n—1)" wie dies in Abbildung 4.1 gezeigt wird (d.h &’ ist das Dreieck
welches durch die Geraden u = x + y, y = kx und y = (k + 1)z bestimmt wird). Auf den
Bereichen 1/,... k" gilt + < u — y und auf den Bereichen 0,1”,..., (n —1)" gilt > u — y.
Mit v, y2, ... werden bestimmte Potenzen von x oder y bezeichnet und ¢y, co, ... bezeichnen
Konstanten. Um zu zeigen, dass Z5 asymptotische effizient ist geniigt es das zweite Moment
durch cpu* e=2" ;1 beschrinken.

Lemma 4.21. Sei kx <y < (k+ 1)y, fir ein k = 1,...,n — 1. Dann gilt fir die bedingte
Dichte g(-|x) von S, gegeben M, = X,, = x:

gyle) < 11+ 2) " exp{ (k= 1)’ — (y— k2)"}, ke <y < (b4 Do

Beweis. Es gilt: f(z) < co(1+ x)ye_xﬁi/)(x) mit

cg = sgpw(y) <oo, Y(y) <caf(y), y<a, (4.38)
y_a

fiir ein @ > 0. Sei S das kompakte Simplex C R"~! welches durch die Bedingungen,
0<z<z,....0<z, <z, 11+ +Tp1=Yy—2,

definiert wird. Sei A das Lebesgue Mafs auf S, dann gilt:
sule) = [ f@). f@n) dAane )
< [ea(1 + )2 sup exp {—w? — = xg_l}
S

X/Sw(xl)...zp(mn_l) ATt 1)

< es(l4+a)m supexp{—xf R },
S

n—1
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(n=1)""_|

(n—1)" j 1

x+y=u

-
u/2 u = X

Abbildung 4.1: Der Tréger der Dichte von (M,,S,) und die Unterteilung in 2n — 1 Bereiche.

wobei im letzten Schritt (4.38) verwendet wurde um ein A-Integral iiber einen Bereich der
Form:
Sn{zy1 <a,....,zp <a,xpy1 > a,...Tp—1 > a},

durch c§[c3(x — a)]""*~! zu beschrinken. Aus der Konkavitit von xf +- 4 acg_l folgt, dass

es sein Minimum auf S in einer Ecke annimmt. In unserem Fall wird diese dadurch, dass k —1
der x; gleich z, eines gleich y — kx und der Rest gleich 0 ist bestimmt. Damit kann man das
Supremum durch exp {—(k — Db — (y — kw)ﬁ} beschrénken. O

Beweis des Satzes 4.20. Sei h(x,y) die gemeinsame Dichte von M,, und S,,. Weiters sei u groft
genug. Dann gilt fiir das zweite Moment des Schétzers Zs:

E[Zg] = // k(x,y) dedy mit k(z,y) < co(z V (u —y))>7 exp {—2(.%' V(u— y))ﬁ} h(z,y).

Betrachten wir die Zerlegung des Trégers von h(z,y) in die Bereiche 0,1,...,(n—1)",1",...,
(n—1)" aus Abbildung 4.1. Wir werden den Satz beweisen, indem wir zeigen, dass die Integrale
iiber diese Bereiche 0,1’,... nicht schneller als cpu”™e~2%” wachsen. Bei den Bereichen &’ und
k" wird wieder verwendet, dass eine konkave Funktion ihr Minimum in einem Extrempunkt
annimmt (die Eckpunkte sind in Abbildung 4.1 markiert).

Im Bereich 0 gilt + > u — y und = > u/2. Zusammen mit der Dichte von M,

far, (@) = nf(2)F(a)""" < nf(z), (4.39)

und der Bedingung an 3 erhélt man:

Iy < 096_2(u/2)ﬁ/ 2?7 far, () da
u/2

IN

[oe)
_ B8 B _ B —ouB
c10€ 2(u/2) / 227 =77 1o < cguie 3(u/2) < cgulie 2uP
w/2
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Im Bereich k’ gilt v —y > x und aus Lemma 4.21 folgt:
h(z,y) < c7(1 4+ x)" exp {—k:xﬁ —(y— k:x)ﬁ} .

Da z < u fiir z € k' gilt:
Iy < cpus // exp {—kxﬁ —(y — kx)’? —2(u — y)ﬁ} dxdy.

Da die Fliche von k' kleiner ist als u?, reicht es zu zeigen, dass der negative Exponent an

allen drei Eckpunkten groRer oder gleich ist wie 2uf. Fiir den Punkt (0,0) ist das klar. Die

anderen zwei Eckpunkte (auf der Geraden =z + vy = w) sind (u/(k + 1),ku/(k + 1)) und

(uw/(k +2), (k + 1)u/(k + 2)) auf welchen der negative Exponent gleich (k + 2)u®/(k + 1)8

beziehungsweise (k + 3)u?/(k + 2)? ist. Beide sind groker als 2u®, da fiir 3 < 3 die Funktion

(z +2)/(x + 1)% an der Stelle z = 1 gleich 3/2°% > 2 ist und fiir 2 > 1 monoton steigend ist.
Im Bereich k” gilt u —y < x. Mit den gleichen Argumenten wie bei & gilt:

I < cgu® // exp {—(k: +2)2” — (y — kx)ﬁ} dxdy.

Wir miissen wieder zeigen, dass der negative Exponent auf den vier Eckpunkten grofier oder
gleich ist wie 2u®. Die beiden Eckpunkte auf der Geraden u = z + y sind dieselben wie
bei k', verhalten sich also wie gewiinscht. Die anderen beiden auf der Geraden x = u/2 sind
((u/2), (k+1)u/2) und ((u/2), ku/2), damit ist der negative Exponent mindestens (k+42)z” =
(k +2)uP /28 > 2uP. O

4.3.6 Numerische Ergebnisse

Im Zuge dieser Diplomarbeit wurden numerische Vergleiche zwischen den einzelnen Schit-
zern angestellt. Analog wie in [AK04] wurde fiir die Verteilung der X; eine Pareto-Vertei-
lung mit F(z) = (1 +2)~*, a € {0.5,1.5} und eine Weibull-Verteilung mit F(z) = e~
B € {0.25,0.5,0.75} gewahlt. Als Verteilung fiir N wurde eine Geometrische-Verteilung mit
P(N =n) = p, = p"(1 —p), p € {0.25,0.5,0.75} gewihlt. Die Werte fiir u wurden so
gewihlt, dass fiir die Standard-Approximation A(u) = p/(1 — p)F(u) von P(Sy > u),
A(u) € {1077k € {2,5,8,11}} gilt.

Als Schétzer wurden Zy, Z3, Z4 und Z5 so wie die asymmetrischen Versionen von Z3 und Zy,
73 und Z} (siehe (4.35)) verwendet. Aus P(S,, > u) ~ nF(u) folgt, dass ein Teil der Varianz
eines Schitzers von N kommt um diesen Teil zu verkleinern verwenden Asmussen und Kroese
[AKO04] noch weitere Varianzreduktionstechniken, nidmlich Stratifikation und Kontrollvaria-
blen. Da diese Methoden vor allem bei Z5 zu einer signifikanten Varianzreduktion fiihren,

wird hier auch der Kontrollvariablen Schétzer
ZG(U,) = N(F(MN_l V (u — SN)) — F(U)) + E[N]F(u)

verwendet.

Fiir die Schétzer Zs und Z; wurden die Parameter iiber die Cross Entropy Methode bestimmt
(sieche [AKRO5] und [AK04]), damit ergibt sich bei Pareto fiir Z3, § = 1—n/(alog(u)) und fiir
73,0 = 1—1/(alog(u)), bei Weibull ergibt sich fiir Z3, § = 1—n/u” und fiir Z5, 0 = 1—1/uP.
Fiir die Schitzer Z, und Z} wurden die Parameter wie in [JS02| vorgeschlagen gewéhlt, das
heifit a = 0.5(p~/* —1), w =a und b= 1.

In [AKO04] wurde die Monte Carlo Methode als Integrationsmethode verwendet, hier werden
zusétzlich verschiedene zuféllige Quasi Monte Carlo Methoden verwendet. Diese sind die Hal-
ton Folge mit zufélligem Startpunkt, die Halton Folge mit zufélligem Shift und die Sobol Folge
mit zufélligem Shift. Vergleiche dazu Kapitel 3.5.
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Verteilung Pareto Zo o

Parameter , 0=0.5, p =0.75

05 - ]

05 -7 e memenT -

relatives Konfidenzintervall
o
T
Il

15 1 1 1 1 1 1 1 1

Asymptotik

Abbildung 4.2: Vergleich der verschiedenen Schitzer mit X; ~ Pareto(0.5), N ~
Geometrisch(0.75) und 107 Iterationen.

Zur Implementation sollte man noch erwéhnen, dass zur Berechnung von P(Sy > u), P(Sy >
u) = pP(Sy+ > u) mit P(N* =n) = p" (1 — p), n=1,2,... verwendet wurde.

Fiir die Tabellen wurden bei der Monte Carlo Methode 107 Iterationen verwendet und bei
den zufilligen Quasi Monte Carlo Folgen wurde der Schiitzer (3.38) mit 10* Monte Carlo
Iterationen und 103 Quasi Monte Carlo Iterationen verwendet. Die Tabellen geben zu jedem
Schétzer die halbe Lange des 95% Konfidenzintervalls in Prozent von dem geschétzten Wert
von P(Sy > u) an.

Bei den Abbildungen ist die y—Achse der dekadische Logarithmus der halben Lénge des Konfi-
denzintervalls in Prozent von dem geschitzten Wert von P(Sy > u). Die x—Achse ist entweder
der negative dekadische Logarithmus von A(u), in diesem Fall sind die Iterationen gleich wie
bei den Tabellen gewéhlt. Oder die x—Achse ist der negative dekadische Logarithmus der An-
zahl der Iterationen. Bei den zufélligen Quasi Monte Carlo Methoden wird der Schétzer (3.38)
mit einer Monte Carlo Iteration verwendet.

Nun zu den Ergebnissen: Bei der Monte Carlo Methode als Integrationsmethode wurden die
Ergebnisse von [AK04| bestatigt. Sie lauten (bei [AK04| wird Z; nur bei Pareto eingesetzt):
Bei Pareto ist der Schitzer Zs mit Abstand der Beste. Danach kommen 7y, Z3, Z; und Z}.
Mit Abstand am schlechtesten funktioniert Z3. Tabelle 4.2 und Abbildung 4.2 zeigen hierfiir
typische Ergebnisse (weitere Tabellen findet man im Anhang). In Abbildung 4.2 fillt auf, dass
7 fast konstant in w ist, dies weist auf einen beschrénkten relativen Fehler (wie in Satz 4.18
bewiesen) hin. Das Z3 am schlechtesten funktioniert sollte klar sein, da dieser Schitzer als
einziger nicht asymptotisch effizient ist.

Fiir Weibull mit Parameter 3 € {0.25,0.5} gilt &dhnliches wie im Fall von Pareto, nur das
der Schétzer Z; bei machen Parametern schlechter funktioniert als Z5 oder Z4 (siehe dazu
Tabelle 4.3).

Wie man in Tabelle 4.4 sehen kann, funktionieren alle Schétzer eher schlecht wenn man als
Parameter § = 0.75 wihlt. Dies liegt vermutlich daran, dass sich bei diesen Parametern die
Zufallsvariablen nicht wie Subexponentielle Verteilungen verhalten, die Schétzer aber fiir ein
solches Verhalten gebaut wurden.

Betrachten wir nun die Ergebnisse der zufilligen Quasi Monte Carlo Methoden. Vergleicht
man die Werte aus den Tabellen 4.5, 4.6 und 4.7 mit jenen in 4.2, dann sieht man dass zufélli-
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r AW || 4 Z3 73 Zs Zy Z;
0.25 || 0.01 0.0709337 | 0.245927 | 0.152019 | 0.0320192 | 0.181985 | 0.225041
0.25 || 1e-05 || 0.101527 | 0.474178 | 0.260133 | 0.0309927 | 0.419141 | 0.507523
0.25 || 1e-08 || 0.134486 | 1.04589 | 0.335458 | 0.0309726 | 0.580912 | 0.702904
0.25 || Te-11 || 0.121469 | 1.55656 | 0.396564 | 0.0310187 | 0.712162 | 0.858224
0.5 0.01 0.110578 | 1.01681 | 0.192466 | 0.0446832 | 0.250323 | 0.404071
0.5 1le-05 || 0.150737 | 1.24397 | 0.300788 | 0.0438575 | 0.512641 | 0.811218
0.5 1e-08 || 0.160579 | 2.62713 | 0.380248 | 0.0438134 | 0.69991 | 1.10507
0.5 le-11 || 0.146654 4.4705 | 0.445161 | 0.0438299 | 0.853862 | 1.33881
0.75 || 0.01 0.140988 | 10.9961 | 0.231754 | 0.0544624 | 0.310728 | 0.748476
0.75 || 1e-05 || 0.176487 | 15.4324 | 0.341221 | 0.0536804 | 0.587561 | 1.39303
0.75 || 1e-08 || 0.250063 | 24.2861 | 0.422997 | 0.053652 | 0.791019 | 1.8684
0.75 || 1e-11 || 0.186687 | 10.2378 | 0.491684 | 0.0536937 | 0.9597 2.24754

Tabelle 4.2: Monte Carlo, Pareto a = 0.5.

e AW 2 | 2z | 2z | % | 2z | 27 |
0.25 || 0.01 0.0783198 | 0.230822 | 0.152844 | 0.0347246 | 0.18269 | 0.228049
0.25 || 1e-05 || 0.206779 | 0.457125 | 0.261003 | 0.0318766 | 0.417807 | 0.510965
0.25 || 1e-08 || 0.124994 | 0.966677 | 0.335714 | 0.0311081 | 0.580673 | 0.701448
0.25 || 1e-11 || 0.103493 1.185 0.397385 | 0.0310238 | 0.712585 | 0.86059
0.5 0.01 0.134595 | 1.27175 | 0.199539 | 0.0515948 | 0.253841 | 0.420879
0.5 1le-05 || 0.309638 | 1.25663 | 0.303388 | 0.0451837 | 0.510882 | 0.818914
0.5 1e-08 || 0.221284 | 3.32428 | 0.380655 | 0.04405 | 0.700264 | 1.10218
0.5 le-11 || 0.177946 | 4.91162 | 0.446225 | 0.0439144 | 0.853694 | 1.35027
0.75 || 0.01 0.188564 | 7.21851 | 0.256774 | 0.0707371 | 0.324918 | 0.825692
0.75 || 1e-05 || 0.877328 | 7.75925 | 0.34644 | 0.0562171 | 0.585054 | 1.41543
0.75 || 1e-08 || 0.480319 | 8.17936 | 0.425159 | 0.0541064 | 0.793852 | 1.89494
0.75 || 1e-11 || 0.194989 | 18.7337 | 0.492953 | 0.0538432 | 0.959641 | 2.26036

Tabelle 4.3: Monte Carlo, Weibull 5 = 0.25.

e AW 2z | 2 [ z | 2z [ Z | 2z |
0.25 || 0.01 0.126496 | 0.233499 | 0.196451 | 0.0816907 | 0.207221 | 0.283183
0.25 || 1e-05 || 2.43995 | 0.681537 | 1.58726 | 0.509574 | 1.37195 | 3.05593
0.25 || 1e-08 || 35.3823 | 1.33921 | 2.63379 1.60625 1.77094 | 4.70714
0.25 || le-11 12.5569 1.87728 1.6203 59.16912 1.74298 3.29169
0.5 0.01 0.176711 | 1.16293 | 0.327993 | 0.135162 | 0.259869 | 0.48587
0.5 1le-05 || 2.67687 | 3.38564 3.6928 1.1027 3.27079 | 7.74137
0.5 1e-08 || 15.0031 | 7.64137 | 20.5753 13.8269 14.6166 29.438
0.5 le-11 156.14 12.6488 | 103.424 135.153 76.9772 | 10.4167
0.75 || 0.01 0.138264 | 5.63039 | 0.346059 | 0.141403 | 0.187249 | 0.51862
0.75 || 1e-05 || 0.86498 | 60.5845 | 2.24038 | 0.707829 | 1.31046 | 4.06256
0.75 || 1e-08 || 7.30507 | 28.9771 | 20.3177 5.20206 12.9297 | 40.4391
0.75 || le-11 72.292 85.9775 | 158.206 39.4037 62.7605 | 170.818

Tabelle 4.4: Monte Carlo, Weibull g = 0.75.
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e AW =z | 2z [ 2z [ 2% [ 2z | z |
0.25 || 0.01 0.0304892 | 0.47404 | 0.0389226 | 0.00533793 | 0.183855 | 0.149795
0.25 || 1e-05 || 0.0989457 | 0.364633 | 0.0542908 | 0.00179215 | 0.554858 | 0.553085
0.25 || 1e-08 || 0.104048 | 1.02951 | 0.0815402 | 0.00175175 | 0.684424 | 0.665326
0.25 || 1e-11 || 0.102424 | 1.31823 | 0.108607 | 0.00178142 | 1.09055 | 1.23001
0.5 0.01 0.0650057 | 1.61285 | 0.052433 | 0.00715903 | 0.203731 | 0.21676
0.5 le-05 || 0.115388 | 1.31475 | 0.0731977 | 0.00218993 | 0.527186 | 0.600504
0.5 1le-08 0.13477 4.56097 | 0.106559 | 0.00218794 | 0.781265 | 0.961576
0.5 le-11 || 0.132439 | 4.26906 | 0.139426 | 0.00216647 | 0.94012 | 1.19743
0.75 || 0.01 0.100922 | 7.76638 | 0.0671537 | 0.00890435 | 0.241429 | 0.435552
0.75 || 1e-05 || 0.168343 | 14.6354 | 0.0931499 | 0.00400524 | 0.516359 | 1.11585
0.75 || 1e-08 || 0.170186 | 12.8119 | 0.132731 | 0.00411195 | 0.741105 | 1.54956
0.75 || 1e-11 || 0.266647 | 16.2308 | 0.173972 | 0.00406479 | 0.962545 | 2.11343

Tabelle 4.5: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Pareto oo = 0.5.

e AWl 2z | 2z [ z [ % [ Z | z |
0.25 || 0.01 0.0425335 | 0.216809 | 0.0446267 | 0.00638282 | 0.19843 | 0.219558
0.25 || 1e-05 || 0.159087 | 0.404159 | 0.0728369 | 0.0022525 | 0.565779 | 0.642879
0.25 || 1e-08 || 0.101989 | 0.851055 | 0.103463 | 0.00223542 | 0.862156 | 1.00376
0.25 || 1e-11 || 0.082276 | 1.49688 | 0.131789 | 0.0022817 | 1.13471 1.2995
0.5 0.01 0.0759319 | 2.17178 | 0.0634074 | 0.00775638 | 0.218215 | 0.297219
0.5 le-05 || 0.125074 | 1.07093 | 0.101662 | 0.00290459 | 0.528646 | 0.74311
0.5 1le-08 || 0.129715 | 2.32658 | 0.142509 | 0.00288855 | 0.7923 1.12956
0.5 le-11 || 0.197014 | 6.70379 | 0.179644 | 0.00285513 | 0.981351 | 1.5155
0.75 || 0.01 0.105836 | 4.13657 | 0.0835719 | 0.0104983 | 0.246723 | 0.509085
0.75 || 1e-05 || 0.156181 4.2885 0.129272 | 0.00633178 | 0.542166 | 1.19277
0.75 || 1e-08 || 0.186769 | 7.93837 | 0.175139 | 0.00633472 | 0.786188 | 1.7348
0.75 || 1e-11 || 0.207784 16.563 0.222267 | 0.00640217 | 0.973231 | 2.16741

Tabelle 4.6: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Pareto o = 0.5.

ges Quasi Monte Carlo vor allem bei den Methoden Z3 und Zs zu signifikanten Verbesserungen
gegeniiber Monte Carlo fithrt. Auch bei den Schétzern Z; und Z] kommt es durch den Einsatz
von zufélligem Quasi Monte Carlo zu einer signifikanten Verbesserung allerdings benttigt man
dazu eine grofere Anzahl von Quasi Monte Carlo Iterationen als in den Tabellen verwendet.
Abbildung 4.4 zeigt die beiden Schétzer mit der Monte Carlo Methode und jeweils der besten
zufélligen Quasi Monte Carlo Methode. Abbildung 4.3 zeigt die vier Integrationsmethoden
bei Z3 im Vergleich, man sieht deutlich, dass die zufélligen Quasi Monte Carlo Methoden eine
schnellere Konvergenzrate haben als die Monte Carlo Methode. Vergleicht man die zufélligen
Quasi Monte Carlo Methoden untereinander so stellt man fest, dass in den meisten Féllen
die Halton Folge mit zufilligem Startpunkt am besten funktioniert, danach kommt die Sobol
Folge mit zufilligem Shift und die Halton Folge mit zufilligem Shift. Interessant ist, dass vor
allem die asymmetrischen Methoden Z3 und Z} vom zufélligen Quasi Monte Carlo profitie-
ren. So ist zum Beispiel Z; kombiniert mit zufélligem Quasi Monte Carlo besser als jede hier
betrachtete Form von Z; (siehe Abbildung 4.5), dies ist bemerkenswert, da bei Monte Carlo
Zy besser ist als Z;. Wenn man die Anzahl der Iterationen grofs genug wéhlt gilt eine analoge
Aussage fiir Z, und Z] (siehe Abbildung 4.4).

Kommen wir nun zum besten Schétzer Z5 und den dazu gehorigen Kontrollvariablen
Schétzer Zg. Vergleicht man bei Z5 die Monte Carlo Methode und die zufélligen Quasi Monte
Carlo Methoden so féllt auf, dass die zufélligen Quasi Monte Carlo Methoden ein viel klei-
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e AW 2z | 2z [ z [ 2% [ 2z | z |
0.25 || 0.01 0.0411862 | 0.183975 | 0.0405653 | 0.00553618 | 0.18775 | 0.228526
0.25 || 1e-05 || 0.0925088 | 0.382731 | 0.0594117 | 0.00206109 | 0.572338 | 0.706206
0.25 || 1e-08 || 0.0878573 | 0.857917 | 0.0859691 | 0.00204584 | 0.874281 | 1.06788
0.25 || 1e-11 || 0.0884307 | 1.68391 | 0.111077 | 0.00203357 | 1.12625 | 1.37648
0.5 0.01 0.0754512 | 0.937699 | 0.0572468 | 0.00734643 | 0.203553 | 0.262066
0.5 le-05 || 0.118051 | 1.20296 | 0.0850626 | 0.00268454 | 0.513222 | 0.694633
0.5 1e-08 || 0.153699 | 2.83567 | 0.119942 | 0.00269742 | 0.762979 | 1.08497
0.5 le-11 || 0.147885 | 8.77427 | 0.152944 | 0.00266885 | 0.980636 | 1.4385
0.75 || 0.01 0.107587 | 4.81702 | 0.0784889 | 0.0100241 | 0.251066 | 0.521053
0.75 || 1e-05 || 0.171235 12.676 0.119331 | 0.00601054 | 0.542522 | 1.1832
0.75 || 1e-08 0.15942 9.64883 | 0.163994 | 0.00602119 | 0.77893 | 1.70997
0.75 || 1e-11 || 0.152873 | 15.3041 | 0.203839 | 0.0060031 | 0.975364 | 2.19017

Tabelle 4.7: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Pareto a = 0.5.

25

15

relatives Konfidenzintervall
-

0.5

-0.5

T
Methode Z3*

AU)=10"8, a=1.5, p=0.5

T
start halton
shift halton
shift sobol
monte carlo

Iterationen

4.5

Abbildung 4.3: Vergleich der verschiedenen Integrationsmethoden mit X; ~ Pareto(1.5), N ~
Geometrisch(0.5) und A(u) = 108 Iterationen.
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2.6 T T T T
e Methoden Z, und Z,* Zi“,ﬁfr:g‘?gﬁg ,,,,,,,
24 F - 108 o= _ Z,* start halton -------- 5
N A(U)=10", =15, p=0.5 Z,* monte carlo

relatives Konfidenzintervall

04 1 1 1 1
2 25 3 3.5 4 4.5
Iterationen

Abbildung 4.4: Vergleich der verschiedenen Integrationsmethoden mit X; ~ Pareto(1.5), N ~
Geometrisch(0.5) und A(u) = 108 Iterationen.

25 T T T T
Z, shift sobol
Methoden Z; und Z3* Z, monte carlo -------
_108 - _ Z* start halton --------
i A(U)=10", 0=1.5, p =0.5 Z3§ monte carlo
2 |

relatives Konfidenzintervall

.05 1 1 1 1
2 25 3 35 4 45
Iterationen

Abbildung 4.5: Vergleich der verschiedenen Integrationsmethoden mit X; ~ Pareto(1.5), N ~
Geometrisch(0.5) und A(u) = 108 Iterationen.
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| p || A(w) || Monte Carlo

start Halton ‘ shift Halton ‘ shift Sobol

0.25 || 0.01 0.0305524 0.0148244 0.0160266 0.0144646
0.25 || 1e-05 || 0.00137541 0.00118966 | 0.00121305 0.0011943
0.25 || 1e-08 || 3.21911e-05 | 4.84192e-05 | 2.95408e-05 | 3.3069e-05
0.25 || 1e-11 || 2.56853e-07 | 3.01545e-07 | 1.19868e-06 | 3.60678e-07
0.5 0.01 0.0517288 0.0276689 0.0292519 0.0284166
0.5 le-05 || 0.00147144 0.00138275 | 0.00133059 0.0013189
0.5 1e-08 || 5.43469e-05 | 5.58883e-05 | 2.6883e-05 | 0.000125458
0.5 le-11 || 4.16477e-07 | 3.46019e-07 | 3.18171e-07 | 2.24239e-07
0.75 || 0.01 0.0912163 0.0544717 0.0582597 0.0572946
0.75 || 1e-05 0.0016776 0.0014665 0.00146688 | 0.00148238
0.75 || 1e-08 || 3.72004e-05 | 2.69142e-05 | 2.44095e-05 | 2.25985e-05
0.75 || le-11 2.8046e-07 | 3.81549e-07 | 3.19441e-07 | 3.77026e-07

Tabelle 4.8: Kontrollvariablen, Pareto o = 1.5.

neres Konfidenzintervall liefern als die Monte Carlo Methode. Eine mogliche Erkldrung dafiir
ist die effektive Dimension von Z5(u), im Pareto Fall kann man zeigen, dass fiir u — oo die
effektive Dimension gegen 1 strebt und Z; dann nur von N abhéngt (diese Aussagen sind
der Inhalt des ndchsten Kapitels). Dies ist auch eine Erklarung dafiir, dass Zg viel besser
funktioniert als Z5. Tabelle 4.8 zeigt typische Ergebnisse fiir Zg, man sieht, dass der relative
Fehler von Zg(u) gegen Null strebt fiir u — oo. Weiters fillt auf, dass zufillige Quasi Monte
Carlo Methoden nur bei A(u) = 10~2 etwas bringen. Man sollte aber auch erwiihnen, dass ein
relatives Konfidenzintervall der Linge 1074% oder kleiner bei 107 Iterationen bedeutet, dass
man bei nur einer Iteration ein relatives Konfidenzintervall von einer Lange kleiner als ein
Prozent erhdlt. Abbildung 4.6 und 4.7 zeigen die Schitzer Z5 und Zg im vergleich. Man sieht
dass bei diesen Parametern die Monte Carlo Version von Zg zwar viel besser sein kann als die
von Zs, dass die zufilligen Quasi Monte Carlo Versionen der Schétzer dhnliche Ergebnissen
liefern. Vergrofert man u so gilt diese Beobachtung nicht mehr.

4.3.7 Die effektive Dimension von 75

In diesem Kapitel sei N eine ganzzahlige Zufallsvariable mit E[z"] < oo fiir ein z > 1 und
P(N = n) = p,. Weiters sei F' € S die Verteilung der X;. Sei Ex[-] = E[-|N] die bedingte
Erwartung gegeben N. Weiters sei fiir eine Funktion g(X1, Xs,...) = ¢(X). In diesem Kapitel
wollen wir den Einfluss von N auf Zs(u) untersuchen. Dazu berechnen wir zunéchst den
ANOVA Term gn(n) von N beziiglich Zs und dessen Varianz (vergleiche Kapitel 3.4).

Lemma 4.22. Fir den ANOVA Term gn(n) von Zs(u) gilt:
gn(n) = P(S, >u) — P(Sy >u) =F" (u) — E[Zs].
Beweis. Es gilt:
E[NF(My_1V (u— Sn_1)) — E[Z5]|N = n]
nE[P(Sn > u, My = Xp| X1, ..., Xn_1)] — E[Zs]
nP (S, > u, M, = X,,) — P(Sy > u) = P(S,, > u) — P(Sy > u).

Dabei ist die erste Gleichung die Definition der ANOVA und die letzte Gleichung folgt aus
der Identitédt 4.34. O

gn(n) =

Lemma 4.23. Fiir die Varianz von gy gilt:

Var[gn(N)]

T(u)? = Var[N].

U— 00
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15 T T T T
Z start halton
Methode Z5 und Zg Zg start halton -—----—-
_102 o= _ Zg monte carlo --------
= = = 5
A(u)=10"%, a=1.5, p =0.25 Z2 monte carlo
1k 1

relatives Konfidenzintervall

Iterationen

3.5

Abbildung 4.6: Vergleich der verschiedenen Integrationsmethoden mit X; ~ Pareto(1.5), N ~

Geometrisch(0.25) und A(u) = 10~2 Iterationen.

1 T T

05 -

05 F e

relatives Konfidenzintervall

Methode Zg und Zg
A(U)=10", a=1.5, p =0.25

T
Zg start halton
Zg start halton -------

Zg monte carlo --------

Zg monte carlo

Iterationen

35

Abbildung 4.7: Vergleich der verschiedenen Integrationsmethoden mit X; ~ Pareto(1.5), N ~

Geometrisch(0.25) und A(u) = 10~° Iterationen.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 68
Beweis.
N > F"(w)? P 2
limw = lim an_(u) — (Sl\f>u)
u=eo F(u)? umoo i F(w)? F(u)?
o =Tk
) F (u)? . P(Sy > u)?
= lim — — lim —————
ELOBL A
n
o V%3
F
= Y pu| lim ~ W) _ g (4.40)
- —oo F(u)
n=0
o0
= > n’p, — E[N]? (4.41)
n=0

— E[N?| - E[N] = Var[N].

Gleichung (4.40) folgt aus Lemma 2.6 und Gleichung (4.41) folgt aus Proposition 2.3. Die
Vertauschung von Summe und Grenzwert ist wegen dem Satz von der dominierten Konvergenz
erlaubt, da nach Lemma 2.4 (F" (u)/F(u))? < Kz" mit E[zV] < oo gilt und somit eine

integrierbare Majorante existiert.

O

Nach dem wir die asymptotische Varianz von gy kennen, brauchen wir noch die asymptotische

Varianz von Zs.

Lemma 4.24. Fir festes N =n gilt:

g Ot ¥ (4= 5,01)

= 1’

gleichmdpig auf M, € [0, ] fir jedes T > 0.

Beweis. Fiir M,_; € [0,Z] und u > nZ gilt:

u>M, 1V(u—5S,-1)>u—S,1>u—(n—1)M,1 >u—(n—1)z.

Daraus folgt: F(M,_1V (u— Sp_1)) > F(u) und somit:
F(Mp_ 1V (u—S,_1)) . F(u)

lim — > lim =——~ =1.

Zusammen mit Proposition 2.2 folgt:

lim F(My X(u — Sn-1)) < lim Flu —_(n —1)7) =1
Korollar 4.25. Es gilt:
Zs(u)? - N2,

11m —
v Fu)?

Beweis. Fiir jedes N gilt nach der Definition von Z5(u) und dem Lemma 4.24:

L@ (NF(Myoy V(= Syo)?
u=oo F(u)? o F(u)?
= N? <1im P(My-1 v (u SNl))>2 — N2,
e Fu)
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Damit wir die asymptotische Varianz von Z5 berechnen kénnen, benétigen wir eine integrier-

bare Majorante fiir Z5(u)?.

Bedingung 3. Es existiert eine Funktion M (X, N) mit

F(MN_l V (u — SN—l))>2

M(X,N) > (

fiir alle w > 0, mit Ex[M (X, N)] < oo fiir alle N und E[N?*M (X, N)] < .
Lemma 4.26. Sei Bedingung 3 erfillt. Dann gilt:

. VarlZs(w)] _
ulggo W = Var[N]

Beweis. Mit dem Satz von der dominierter Konvergenz und Lemma 2.6 gilt:

Var(Zs(w)] .. E[Zs(u)?] — E[Z5(u)]?

= E|N%Eyx

]

— E[N?] - E[N]* = Var[N].

Satz 4.27. Sei Bedingung 8 erfillt. Dann gilt:

lim Var|Zs(u)] _ Var[N]
U—00 P(SN>U)2 E[N]z '

Beweis. Der Satz folgt aus P(Sy > u) ~ E[N]F(u) (Lemma 2.6) und Lemma 4.26.

Satz 4.28. Sei Bedingung 3 erfillt. Dann gilt:

Var[gn(N)]

=1.
oo Var|Zs(u)]

Beweis. Aus Lemma 4.23 und Lemma 4.26 folgt:

2 B Var[N] 1
5 =1.

i Varlay (V] _ - Varlgx (V)/F@)? _
Var[N]

im0 Var[Zs(u)] | wmoe Var[Zs(u)]/F(u)

O

Korollar 4.29. Fiir u — oo geht die effektive Dimension von Zs(u) in beiden Sinnen gegen

1 (vergleiche Definition 3.16).

Beweis. Das Korollar folgt unmittelbar aus Satz 4.28 und der Definition 3.16.

O

Es folgt ein niitzliches Lemma zur Bestimmung einer Majorante M (X, N) fiir Bedingung 3.
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Lemma 4.30. Es existiere ein xg, sodass die Hazard Rate \(z) fir alle x > xo monoton fallt.
Dann gilt auf {M,—1 > xo}:

F (M X(u_ Sn-1)) < — F (M) < _F(Mnfl) . (4.42)
F(u) F(My—1 4 Sp—1) — F(nMy,_1)

Beweis. Die zweite Ungleichung folgt mit S,,—; < (n — 1)M,,_1 aus der Ersten. Fiir die erste
Ungleichung unterscheidet man zwei Fille.
Fall 1: u— 8,1 < My_1 oder u < M,,_1 + S,,_1. Hier gilt:

F(Mn_l V (u - Sn—l)) _ F(Mn—l) < F(Mn—l)
F(u) F(u) B F(Mnfl + Snfl) ‘

Fall 2: w— S,,_1 > M,,_1 oder u > S,,_1 + M,,_1.
Es gibt ein 2 > 0mit u =M, 1+ Sp_1+zund u—S,,_1 = M,,_1 + z. Damit gilt:

F(M,_ X(u —Sn-1)) _ F(u_— Sn—1) _ F(Mp—1 4+ 2) .

F(u) F(u) F(My—1+ Sp-1+2)

Aus A(z) monoton fallend fiir z > xg und M,,_1 > x folgt A(M,,—1+Sp—1+z) < M Mp,—1+x).
Damit gilt:

IN

/ )\(Mnfl + Snfl + y) dy / A(Mnfl + y) dya
0 0

Mp_1+Sn_1+2 My _1+2
/ Az) dz / Az) dx,

Mnfl"l‘snfl Mp—1

IN

AMp—1+Sp-1+2) —AMy—1+ Sp—1) < AMp—1+ 2) — AM(My—1),
CA(Myt 4 2) + AMpr 4+ Sp14+2) < —A(Mn_1)+ A(My_1 + Sn_1),
exp {-AM 1 +2) + A1+ Sn 1 +2)} < exp{-A(Mu 1) + Aot + S 1)}
F(M,_1+2) - F(M,_1)
F(My—1+ Sp-1+2) = F(My—1+ Sh-1)

4.3.7.1 Der Regular Varying Fall

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass Regular-Varying-Verteilungen die Bedingung 3 er-
fiillen.

Lemma 4.31. Sei L(z) slowly varying und existiere eine stetige Verteilung F € S mit F(z) =
L(z)/(z + 1)* und a > 0. Fir jedes v > 0, gibt es eine Konstanten ca mit

L(z/n)
L(z)

fir alle x > 0 und alle ganzen Zahlen n > 1.

< CQ?’L’Y,

Beweis. Fiir L werden wir die Darstellung aus Satz 2.9,

L(x):c(m)exp{/:mdu}, r> 7,

u

mit z > 0, 6 und ¢ mekbare Funktionen mit lim,_,o c¢(x) = ¢ € (0,00) und lim, o d(z) = 0,
verwenden. Seien ¢;, (i > 3) Konstanten. Aus der Definition von ¢(z) und 6(z) folgt, dass es ein
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xo > z gibt, sodass g > 1, 0o > ¢3 > ¢(x) > ¢4 > 0 fiir alle x > 2o und —y/2 < §(x) < 7/2

fir alle x > x.

Aus F(x) < 1folgt L(z) < (1+2) fiir alle z > 0. Da F(z) und (z+1)? stetig sind ist L(x)
stetig. Aus F(x) > 0 fiir alle > 0 (F € S) folgt, info<z<z L(z) > 0 fiir alle oo > > 0. Wir
wollen L(z) > 1/(c5(1+2)7) fir alle z > 0 zeigen. Nachdem fiir alle > 0, info<z<z L(z) > 0
gilt, reicht es lim, (1 4+ )Y L(x) = oo zu zeigen. Fiir = > xq gilt:

(1+2)L(z) — c(x)exp{/j@du—i—’ylog(l—i—x)}

] [ [0

du + ~vlog(1 —i—x)}

s
.

= x) exp

NIQ

= cne(x)

Fiir /n < ¢ gilt < nzp und damit:

L(z/n)
L(z)

IN

< (14 x0)%

Fir z/n > x gilt:

Lia/n) _ cla/n)
L(z) c(x)
< crexp
< crexp

= cC7€exp

N[22 o

= cC7€exp

¥
r

/n

,y X
s,

log(x) + vlog(1l + x) + 010}

u

% du}
(1og(x) — log(x/n)) }

log(n)} =2 < e,

:IH

/\\
H
8 —i—
\_/
!

8

) du + ~vlog(1 +x)}

es(1+2) (14 2)" < e5(1+ nao) (1 + 20)°
n

01 /zo+n)7 < cg(1+n)7 < cs(2n)7.

p{/j/"%u_/j&ydu}

’ M du}
/n

O

Lemma 4.32. Sei vy > 0, dann erfiillt M (X, N) = ¢N?0+%) die Bedingung 3, dabei ist c eine

Konstante die nur von v abhdngt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass M (X, N) eine Majorante ist. Aus My_1V(u—Sy_1) > u/n

(Lemma 4.19) und Lemma 4.31 folgt:

<F(MN_1 V (u — SN—l))
F(u)

)

2

IN

;

(2

<01N7Na

CNQ'y NZoz

(1+u) >2
(1 +u/N)e
(1+u) )2
(N + u)®

= cN2(rta),
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Da ¢N20%%) nur von N abhingt gilt Ex[cN20+®)] = ¢eN20+®) < o0 aus E[2N] < oo fiir ein
z > 1 folgt: E[N?2M (X, N)] = E[cN20+29)+2] < o0, O
4.3.7.2 Der Lognormal Fall

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass die Lognormal-Verteilung (vergleiche Kapitel 2.2)
die Bedingung 3 erfiillt. Da wir die Verteilungsfunktion F' nur asymptotsch kennen (Lemma
2.15), brauchen wir die folgenden Abschétzungen.

Gr) = exp { —(log(z/n))? } _

Lemma 4.33. Sei

202
Dann gilt F(x) < G(x) fir alle x > 1 = nexp {o/V2m}.

Beweis. Aus

o) — LMMGXI’{M} dy—/oog(y) dy

o2y 202
o 1 (log(y/n } /
F(zx) = / ex { dy = ) dy,
() . Ve P y= | fly)dy
und g(z) > f(z) fiir alle 2 > nexp {o/v2r} folgt die Aussage des Lemmas. O
Lemma 4.34. Sei (log (2 /)2
— 1 og(x/n
H(z) = - _s) L
1= o)

Dann gilt F(x) > H(x) fiir alle x > x.

Beweis. Aus

000_2 o 00
A - [T, { (og(y/m)" } dr— [ b do
n)?

o2y

o = [ ke B - [

und lim, o f(z)/g(x) = 0 folgt die Existenz einer Konstanten xo mit F(x) > H(x) fiir alle
T > x9. |

Um zu zeigen, dass Bedingung 3 erfiillt ist, brauchen wir eine integrierbare Majorante fiir

(o)’

Da nach Lemma 2.18 die Hazard Rate A(z) fiir alle x > z¢p monoton fallend ist, definiert man
T = max {xg, z1, z2,n}. Wir unterscheiden die Falle M,,_1 > & und M,,—; < Z. Beginnen wir
mit My,_1 > z. Hier gilt mit Lemma 4.30:

F(Mn,1 V (u — Snfl)) < F(Mnfl) < E(Mnfl)
F(u) - F(nM,_1) ~ H(nM, 1)
{ (log(nMy,—1/n))?

= nM,_jexp

(log( n— 1/77)) }

202

Fiir die Dichte von M,,_; gilt:

frty (@) = (n = 1D)(F(2)" 2 f(z) < (n - 1) f(2).
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Damit gilt:
(s, )
< 71—1/77 <§ >f(x)dm
< n?(n — n“(n—1)

/ voxp { (log(nz /1)) —2(10g(w/77))2—(log(w/n))z} "

Voro? 202

Sei A(n) = n?n*(n — 1)/v2ro? exp {(log(n))?*/(c?)}. Substituiert man in der letzten Glei-
chung y = x/n so erhélt man mit ausquadrieren:

D) [ o {2<1og<y>)2+410g<n>10g<y>+2<1og<n>>z_3<10g<y>>2} "
1

2mo? 202

— Al /1°°yexp{4log(n)10g(y)—(log(y))z} ay

202
4

— Al /1” yexp{_log(y) 10g2(y/n4)} dy +A(n) /nj"yexp{_log(y) log(y/n4)} a.

20 202

I Iz

Fiir I; gilt:

L - /"4yexp{10g(y)log(n4/y)}dy

1 20'2

/1n4 n4eXp{%} dy §n8€Xp{16(1;+‘(2n))2}‘

I < /:OyGXP{—M} dy.

4 202

IN

Fiir I gilt:

Substituiert man t = y/n* so erhiilt man:

I, < ng/lootexp{—w}:cns,

202

mit einer Konstante ¢ < oo. Falls E[z"] < oo fiir ein z > 1 dann gilt mit dem oben Berech-

netem:
2

Ex < B(N),

F(MN_l V (u — SN—l))
(TR fonn

mit E[N2B(N)] < oo. Des Weiteren ist

( G(My_1) >21 )
F(NMN_l) {MN_1>%}

eine integrierbare Majorante fiir

F(My_1V (u—Sy-1))\’
( Fu) ) Iiniy >z}
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Betrachten wir den Fall M,,_; < . Falls u < nz dann gilt:

<F(Mn_1 V (u — Sn_l))>2

E s
F(u)

IA
ey
|

AN
3
I
@
>
o

Falls u > nx gilt:

My 1Vu—5S,-1)>2u—S,-1>2u—(n—-—1)M,—1 >u—(n—1)x > Z.

Da A(z) fir z > & > x9 monoton fallend und A(x) > 0 ist, gilt:
F(u —(n—1)7) AW —A(u—(n—1)7)
F(u)

Zusammen mit dem Fall v < nz gilt:

Da E[2"V] < oo fiir ein z > 1, gilt

By (F(MN_l X(u — SN—l))

2
I _
F(’LL) > {MN,1§J3}

und E[N2C(N)] < co. Des Weiteren ist

(H(NZ))>
eine integrierbare Majorante fiir

(F(MN—l V (u— Sn-1)) ’

F(u) > I{MNASJZ‘}'

Setzt man beide Fille zusammen folgt, dass Bedingung 3 erfiillt ist.

(4.43)
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4.3.7.3 Der Weibull Fall

In diesem Kapitel, betrachten wir F(z) = e~ Wir werden die Bedingung 3 fiir deterministi-
sche Schadensanzahl N = n+1 zeigen, falls 5 < log(3/2)/log(3) = 1—1log(2)/log(3) ~ 0.369.
Das heifit, wir suchen eine integrierbare Majorante fiir

(F(M" %((;‘)_ S")))Q. (4.44)

Lemma 4.35. Fir 8 <log(3/2)/log(3) und N =n+1, ist

o)

M(X,n+1) = M(X) = (F(M o) = e {—Q(Mn)ﬁ +2(My_q + S,H)ﬁ}

eine integrierbare Majorante fir (4.44).

Beweis. Aus der Monotonie der Hazard Rate A\(z) = 32°~! und Lemma 4.30 folgt, dass M(X)
eine Majorante fiir (4.44) ist. Es bleibt die Integrierbarkeit zu zeigen. Ab jetzt bezeichnen ¢y
und v, Konstanten. Aus Lemma 4.21 folgt fiir die gemeinsame Dichte h(x,y) von (M, Sy)
auf kx <y <(k+ 1Dz, ke{l,...,n—1}:

h(z,y) < co(142)7? exp {—k:xﬁ —(y— k:x)ﬁ} < co(14x)7? exp {—kxﬁ} , kx <y < (k+1)z.

Daraus folgt:
= 2
s = & (5 v57)

con=1l  p(k4+1)z
/ Z/ co(14 )7 exp {—Qxﬁ +2(x +y)’ — k:ﬂ:ﬁ} dydx

IN

IN

/ /k(k+1 9(1 + x)7? exp{?((k:—i—2)x)5 — (]H_Q)mﬁ} dydz

IN

Z / o(1 4+ ) exp {(Q(k: +2)% — (k+ 2))x6} dx.
k=

Falls 2(k 4+ 2)% — (k +2) < 0 fiir alle k € {1,...,n — 1} dann existieren alle Integrale und
damit gilt: F[M(X)] < co. Es gilt:

kE+2 log((k +2)/2)
2k +2)° — (k+2 der (k+2)% < == od —=
(k+2)" — (kE+2) <0oder (k+2)” < 5 oder 8 < log(h12)
ek log((k +2)/2 log(2 log(2
og((k+2)/2) | log?) _ | log@) _ .o
log(k + 2) log(k + 2) log(3)
Womit alles gezeigt wire. O

Bemerkung 4.8. Da 7, noch von n abhingt ist M (X, N) bei zufélligem N im Allgemeinen
nicht integrierbar.
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4.3.8 Der relative Fehler von Zj

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass mit den Bedingungen von Kapitel 4.3.7 (d.h. E[zV] <
oo fiir ein z > 1, Bedingung 3, F' ist stetig und subexponentiell) , der relative Fehler von

Zg(u) = N(F(Mp_1V (u— Sn_1)) — F(u)) + E[N]F(u)
flir u — oo gegen Null strebt.
Lemma 4.36. Es gilt:
Zg(u)?

lim = = E[N]2.
u=oo F(u)?

Beweis. Fiir jedes N gilt nach der Definition von Zg(u) und Lemma 4.24:

L Zew? L (NEMMy V(= Sya) — F(w) + E[NJF(w)”
u—oo P(u)2 oo F(u)?
— 2
= lim <N (F(MN“%((Z)_ Sn-1)) _ 1> +E[N]>
2
(3 (s ) )

= (N(1-1)+ E[N])? = E[N]%

Satz 4.37. Sei Bedingung 3 erfillt. Dann gilt fiir den relativen Fehler von Zg:

VVar[Zs(u))

lim Y——— % —

zu:

. Var|Zg(u
i SR =0
Es gilt:
Zsw)?  (NF(My-1V (u— Sy_1)) = NF(u) + E[N]F(u))*
Fu)? F(u)?
N 7 A Sn-1))?
N F(u)?

Zusammen mit Bedingung 3 folgt:

0 ) 42| NEVI VAR R + (3~ N = 305, )
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Aus E[N?M(X,N)] < oo folgt: E[M(X,N)] < oo und somit hat Zg(u)?/F(u)? eine inte-
grierbare Majorante. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz und Lemma 2.6 folgt:

i YorlZew) . ElZe(w)’] - E[Z(w)®

u—oo  F(u)? u—00 F(u)?
oy g |2 ElZs(w)
- ] - TR
_ - Zs(u)’ P(Sx > u)?
R ELILH@O FW} Cum F(u)?

O

Bemerkung 4.9. Da die Bedingungen von Satz 4.37 die Gleichen sind wie die von Satz 4.28,
folgt, dass die Aussage des Satzes 4.37 fiir Regular-Varying- und Lognormal-Verteilungen
giiltig ist. Fiir die Weibull-Verteilung mit Parameter 0 < § < 1 —log(2)/log(3) ist er unter
der zusdtzlichen Annahme, dass N beschrankt ist, giiltig.

4.3.9 Die Geschwindigkeit der Konvergenz

In den Kapiteln 4.3.7 und 4.3.8 haben wir gesehen, dass der relative Fehler von Zg gegen Null
strebt und sich die Varianz von Z5 asymptotisch wie die Varianz von gy (n) = P(S, > u) =
F"(u) verhilt. In diesem Kapitel wollen wir fiir Pareto mit F(z) = (1 4+ 2)~® quantitative
Ausdriicke fiir diesen Sachverhalt herleiten. Dazu brauchen wir zwei technische Lemmas (die
Aussagen der Lemmas sind allgemein bekannt wir wiederholen hier die Beweise).

Lemma 4.38. Fira>0,c>1und 0 <z < c gilt: ¢* — (c — x)® ist monoton wachsend in
«.

Beweis. Sei f(a) = ¢ —(c—x)*. Dann ist f(«) monoton wachsend genau dann wenn f/(a) =
log(c)c® —log(c — x)(c — ) > 0 gilt. Aus ¢ > (¢ — ) > 0 und log(c) > log(c — x) folgt:

log(c)c™ > log(c —z)(c — )%,
log(c)c® —log(c — z)(c —z)* > 0,
Fla) > o

Korollar 4.39. Fir o <1 gilt: ¢* — (c — z)* < z.
Lemma 4.40 (Bernoulli). Fir a > 1, ¢> 0 und x > —c gilt:
(c+2)* >+ ac® L.

Beweis. Da f(z) = (¢ + z)® konvex ist kann diese Funktion durch ihre Tangente im Punkt
x = 0 nach unten abgeschitzt werden. O

Lemma 4.41. Sei F(x) = (1+2)~® und u > 0. Dann gilt:

F" (u)?

1 s ————
n?F(u)?

<2(n—1)u “.
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Beweis. Es gilt:
F ' (z) = P (;XZ > x) >P <Z:LJ1{X > x rglzi(Xj) Sx})
= Z P(X; > z)P(max(X;) < z) = nF(z)F(z)" L. (4.45)

Daraus folgt:

fﬁ(u)Q < 1_n2f(u)2_F(u)2(”*1)

1-— =1 — F(u)*"1
2Fw)? n?F(u) )
_ (1 1 > 2(n—1)
N (1+u)e
< 1-(1_ 2(n 1)_2(n—1)u°‘
(14w
Dabei folgt die vorletzte Ungleichung aus der Bernoulli’schen Ungleichung. O

Lemma 4.42. Sei F(z) = (1 +2)® und u > 2+tD/® Dann gibt es eine Konstante ks
sodass:

E[F(Mp 1V (u— Sn—l))2]

F( )2 —1< k2n3o¢+1u—o¢/(a+1).
u

Beweis. Sei xy > 0. Wir unterscheiden die Félle M,,_; < z¢/(n — 1), hier gilt:
Mp—1V (u—Sp-1) >u—S8,-1>u—(n—1)M,_1>u— o,
und M,,—1 > xzo/(n — 1), es gilt: M;,_1 V (u — Sp—1) > u/n (siehe Lemma 4.19). Es gilt:

E[F(My,_1V (u— Sp-1))?] E[F(My_1 V (u— Sn_1))* (s, <a0/(n—1)})

Flu)? e P
+ E[F(Mn_l M G Sn_l))QI{Mnf1>mo/(n—1)}] -1
F(u)?
F(u — .%'0)2 xo n—1 F(u/n)Q
< W-ﬁ-(l—}?(n—l) )W_l
_(Otwr
_ <a+u—xwm 1)
- (- 5557 " _tw
Sei
_ Q4w
B, = (L +u—ag)2® 1
_ (0+w (A +u—w)*
= (1 +u— x0)2a

(1/u+1)2® — (1/u — zg/u + 1)@
Wi wofut D%
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Fir a > 1/2 und 2z < u/2 gilt mit Lemma 4.40

(1 u+ 1) — (1/u+1)%* + 2a(1/u + 1)?* Lz /u
- (1/u — zo/u+1)%
204(1/11, + 1)20‘71 xo < xo

(1/u—xo/u+1)2 u = T

B

fiir eine Konstante c¢;.
Fiir « <1/2 und z¢ < u/2 gilt mit Korollar 4.39

1 i) Zo
< C2—,

B; < —
= 1w —zo/u+ 120 u u

fiir eine Konstante co. Insgesamt folgt By < csxo/u fiir alle z¢g < u/2.
Aus

200 2c
(1+U) — n2a (1 +’LL) < n2a’
(14 u/n)? (n+ u)?
und der Bernoulli’schen Ungleichung folgt:

e = (1 - <1 - T 1>>a>n_1> %
" (1 - (1 - T 1))@))

1
< pp-o1)tl = < platlpse
= ( ) (n—14xz0)> — 0

IN

Setzt man xg = u” mit § = 1/(a 4 1) dann gilt: zo < u/2 fiir v > 2@+D/* und damit:

E[F(My_1 V (u—S,-1))?]
n2F (u)2

— 1< By + By < cgu®/ 0t g platlye/latl) < popdatlye/(atl)

O

Satz 4.43. Sei F(z) = (1 + 2)~% und E[N3*T3] < co. Dann ezistiert ein ug und eine
Konstante k, sodass fiir alle u > ug:

o <q Varloy(V)

< g0/ (aF1)
=T VarZsw) =M

Beweis. Sei P(N =n) = pp, P(Sy > u) = p, A(u) = 300 ppn®F(u)?—p? und ¢; = 2E[N3].
Dann gilt:

Varlgw(N)] = 3 puF () = 2 = AQw) + 3 pu (F*" () = n?F (u)?)
n=0 n=1

= A(u)+ nzz:lpnn2F(u)2 <W((u))2 - 1>

> Au) — 2u"F(u)? ann?’
n=1

= A(u) — couF(u)*
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Des Weiteren gilt:

Var(Zs(w)] = Y pan®E[F(Ma-1 V (u— Sp-1))*] = 4i°
n=0
= A(u)+ io:pn (n*E[F(Mp—1 V (u— Sp—1))?] = n*F(u)?)
n=1
— u - n2F(u)? E[F(Mn—1V (u—Sn-1))?] _
= A( )+nzlpn F(u) ( Ty 1>

< A(u) + k2u—a/(o¢+1)F(u)2 ann3o¢+3

= A(u) + cou T F ()2,

Fiir ca = ko E[N3*%3]. Aus P(Sy > u) ~ E[N]F(u) und E[N?] — E[N]? = Var[N] > 0 folgt
die Existenz einer Konstanten c3 > 0 und eines ug > 0 mit:

Au) = ann2F(u)2 — u? = E[N?|F(u)? — P(Sny > u)? > c3F(u)?, fiir u > up.
n=1

Zusammen folgt:

1 Var[gn(N)] c 1 A(u) — clu*af(lL)Q
Var|Zs(uw)] — A(u) + cou—/ (@t F(y)2
(CQu*a/(aH) + clu*a) F(u)?
(e3 + cou=/ (D)) F ()2
< cqum/(@FD)
Fiir eine Konstante ¢4 > 0. |

Kommen wir zu Zg:

Lemma 4.44. Sei F(z) = (1 + 2)~ und E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann ezistiert ein K
mit:

N2 (F(MNI X(u — SN

E

DY 2
—1> ] < Kyu 2te ) fir u > ug.

Beweis. Fiir ein zg = u® mit 0 < 8 < 1 und alle u > ug gilt:

F(My1V(u=Si-1) .\
X ( F(u) N 1> ]
F Mnf U — Sn, 2
= Fx ( ( 1 %((u) 1)) _ 1> I{Mn_lﬁxo/(nl)}] (4_46)
F Mnf u — Sn, 2
+ Ex < ( l%éu) 1)) — 1) I{Mn—1>mo/(n1)}] . (4.47)

Zu 4.46: Auf der Menge {M,,—1 < x¢/(n — 1)} gilt: M;,—1 V (u — Sp—1) < u und

F(Mn_l V (u — Sn—l)) < F(u — Sn—l) < F(u — 1‘0).
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Daraus folgt:

F(M,_, X(u = Sp-1) . F(M, X(u = Sp-1) 1
Fu-z) ,_ _ (l+uw)e
- F(u) (1+u—x0)™
0+ -
- (1+i-2)°

Fiir o < 1 gilt mit Korollar 4.39
F(Mn_l V (u— Sn—l)) 1l < Zo <1 T — 1>_C¥
F(u) B '

Fiir o > 1 gilt mit Lemma 4.40

F(Mnl V(= Sn1) 1' cma(lry)
F(u) -

Damit gibt es fiir alle u > ug ein K > 0 mit:

Ex

F(u)
Zu 4.47: Aus My, V (u— Sp_1) > u/n folgt:

F(Mng(u—snl)) < s v
F(u) - F(u)
T (&
F(u)
_ 14 (1 —i—u)a
T+3)
o ppedtwt e
(n+ )
Des Weiteren gilt:
x
Ex[I{Mn,1>xo/(n—1)}] = P <Mn1 > n—01>

- (- <<n(fl_>1+)(;o>a>nl

Bernoulli (n — 1)0‘+1
<
((n—=1) +z0)*
< (n . 1)a+1xao¢.

Daraus folgt:

Ex

<F(Mn_1 V (u — Sn—l)) B 1>21
F(u) {Mn-1>z0/(n—1)}

(1+n*)Ex I,y >0/ (n-1)}]
(1 + na)Q(n _ 1)a+1xaa.

IA A

- 2
— 2
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Setzt man g = u® mit 8 = 2/(2 + a). Dann gilt: 25 = (vo/u)? = u=2*/+®) und fiir alle
U > ug:

B <F<Mn_1 V(u=Su1) 1>2

Dabei ist C(n) eine Funktion mit E[N2C(N)] < oo.

Es gilt:
5| N2 (F(MN_l V(u—Sn-1)) B 1>2
F(u)
— 2
ey ]

2

< E[N?C(N)Ju 2% = Kju~ 2+a.
O

Lemma 4.45. Sei F'(x) = (1 +2)~ und E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann ezistiert ein Ko
mit:

. [N (F(MN1 V (u— Syt

0 ) _ 1” < Kou Tra,  fiir u > uo. (4.48)

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.44 gilt:

Ex K F(My_ 1%((5) N-1)) _1> I{Mn_lgmo/(nl)}} < K% wnd
X K_( 1%((5) ) 1) I{Mn1>wo/<n—1>}} < (140 (n—1)* 1z

Mit 29 = v und B = 1/(1 + a) gilt: ;% = xo/u = u/(F*). Analog wie im Beweis von
Lemma 4.44 folgt:

E [N (F(MNI %((Z)_ Sn-1)) _ 1>] < Kou THa,

U
Lemma 4.46. Sei F'(x) = (1 +2)~ und E[c"] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann ezistiert ein K3

mit:

E[N]2 E[ (6()2)] < Ksu @,

fiir u > uyg.

Beweis. Sei u > ug. Es gilt:

E[N]2—<%>2 _ (E[NHP(SFJDU)) (E[N]_P(SN>U)>
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fiir eine Konstante Ky > 0.
Mit P(N =n) = p, gilt:

Z < nF(Z)))pn. (4.50)

IN

Es gilt:
u) = P(S,>u)

> (L:J {X >umaxX <u}>

id nF(u)F(u)" L
Mit der Bernoulli’schen Ungleichung folgt:

Fn* 1 n—1
A O 1— Fu)" ' =1- (1—7>
nF(u) (L+u)*
-1
.- <nu“. (4.51)
(I+wu)=
Daraus folgt, mit (4.49) und (4.50), die Aussage des Lemmas. O

Satz 4.47. Sei F(x) = (1 +2)™ und E[c"] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann ezistiert ein K, mit:

7‘/@%[53;“)] < Ky The, fir u > .
Beweis. Es gilt:
Var(Zg(u)) B E[(NF(My_1V (u—Sx_1)) — NF(u) + E[N]F(u))?]
Flu? F(u)?

E[Zs(u)]
F(u)?

R <F(MN1 V(u = Sy-1) - F(u)>2

F(u)
+ 2E[N|E [N <F(MN—1 \ (UF_(f)N_l)) - F(U))}
E[Zs(u))?

+ E[N]* - == ,
[N] )2
Mit den Lemmas 4.44, 4.45 und 4.46 gilt:
%{;gu)) < Klu72a/(a+2) _|_2E[N]K2ufa/(a+1) T Kau @ < K4u7°‘/(a+1)_
U

U

Korollar 4.48. Sei F(z) = (1 +2)~ und E[cN] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann existiert ein K
mat:

Var[Zs(u)]

P(SN > u)2

Beweis. Das Korollar folgt aus P(Sy > u) ~ E[N]F(u) (Lemma 2.6). O

_ o .
= Ksu +e,  fir u > ug.



Kapitel 5

Momente seltener Ereignisse

Sei (X;)i>1 eine Folge iid verteilter Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Sei N eine
von (X;);>1 unabhingige Zufallsvariable mit Werten in N°. Weiters sei p, = P(N = n),
Sy = Zf\:rl X; und fiir festes n sei S, = > ; X;. Sei 2T = max(0, z).

Im Kollektiven Risikomodell kann der Gesamtschaden durch Sy beschrieben werden (verglei-
che Kapitel 1.2). Bei einer Stop-Loss-Riickversicherung iibernimmt die Riickversicherung den
Schaden der einen vorgegebenen Wert u iibersteigt. Der von der Riickversicherung iibernom-
mene Schaden ist dann (Sy —u)*. In diesem Kapitel wollen wir den Erwartungswert und das
zweite Moment von (Sy — u)* untersuchen.

In diesem Kapitel sei F' € S und F stetig mit Dichte f. Um zu garantieren, dass E[(Sy—u)T] <
oo gilt, sei E[X;] < oo.

Definition 5.1 (Mean Excess Funktion). Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunk-
tion F' und E[X] < oo . Dann wird die Mean Excess Funktion definiert durch:

e(u) = B[(X —u)|X >u] = % /Oo(x —u) dF(x).

Lemma 5.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und E[X] < oo. Dann

gilt: -
() = 5 /u Fa) da.
Beweis. Mit partieller Tntegration folgt:
e(w) = %/uoo(x—u) dAF (z)
_ _%/f@_u) dF ()
_ _% ((m—umx) :o - /u TP dm)
_ % uoof(x) da

O

Lemma 5.2. Sei F(z) eine stetige Verteilung mit Dichte f(x) und Hazard Rate \(x). Weiters
sei limy_,00 A(z) = 0. Dann gilt:

lim e(u) = oo.
U—00

84
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Beweis. Mit der Regel von de I’'Hopital gilt:

. . = . F(u) . 1
lim e(u) = lim _—/ F(z)der = lim ——+ = lim —— = oc.
O
5.1 Der Erwartungswert von (Sy —u)™
5.1.1 Eine Asymptotik fiir E[(Sy — u)"]
Satz 5.3. Sei ' € §. Dann gilt:
E[(Sn —uw)*] ~ ne(u)F(u). (5.1)

Bemerkung 5.1. Fiir F regular varying wird in [KM97] eine dquivalente Asymptotik fiir
E[(Sy — u)*] hergeleitet.
Bemerkung 5.2. Aus Lemma 5.1 folgt:

ne(u)F(u) = n/OO F(z) dx. (5.2)

Beweis. Mit partieller Integration folgt:
o
E[(Sh—wt] = / (x —u) dF™(x)
u - o
—|—/ F'(z) dx
u

_ n/uoof(x) dx+n/uoof(x) (%&)—1) da.

= —(z—u)F"(z)

Damit gilt:
Bi(s, ), T (=) do 53
ne(u)F(u) n [ F(z) dx
—A
Fiir A = A(u) gilt
NF (@) | [ F@)de  F(x)
Al < ;I;E nF(z) ! [ZF(z) d B ;1;2 nF(z) a (5.4)

Aus F' € § und Proposition 2.3 folgt: lim, o A(u) = 0. Aus (5.3) folgt damit der Satz. O

Satz 5.4. Sei F € S und E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:

E[(Sy —uw)*] ~ E[Nle(u)F (u). (5.5)
Beweis. Aus (5.3) und (5.4) und Lemma 2.4 folgt die Existenz eines £ > 0 mit
E[(Sn —u)"] " (u)
— 1< 1+ —— —1| | <n2+ Ko(c—¢)") < Kc". 5.6
‘ eF(u) |\ een|nF(u) < 2+ Kole—e)7) < Ke (56)
Zusammen mit dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt:
_ )T _ )t
im E(Sn ﬁ) ) = 1 E [N lim Ex [(SN_ W]
woo E[NJe(u)F(u)  BIN] | woe Ne(u)F(u)
1
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5.1.2 Ein Schitzer fiir F[(Sy — u)7]

Analog wie den Schitzer Z5 fiir P(Sy > u) in Kapitel 4.3 , kann man fiir E[(Sy —u)™] einen
effektiven Schétzer konstruieren. Sei

Z4(u) = NE | (S~ ) Tan—x)

N,Xl,...,XNl] .

Lemma 5.5. Es gilt:
E[Z7] = E[(Sny —u)™].

Beweis. Das Lemma folgt aus

E[(Sn—w'] = E

> (Su— “)”{Mn:Xi}]
=1

= > E[(Su— ) Tas=xy]

i=1

= 0B [(Sn =) Tar—x0]

O
Lemma 5.6. Es gilt:
Z7(u) =N ((MN_1 + Sn_1 — u)+ + e(MN_1 vV (u — SN—l))) F(MN_l V (u — SN—l))-
Beweis. Es gilt:
Ziw) = NE [(sN ) Ty | N X ,XNl]
= NF |:(SN — u)I{MN:XN}I{XNZU_SN—I} N, Xl, e ,XN_1:|
= N (x4 Sy—1 —u) dF(z)
My_1V(u—Sn-1)
= —N(z+ Sy_1—u)F(z)
Mpy_1V(u—Sn—1)
+ N F(x) dz
My_1V(u—Sn-1)
= N(MN,1 V (u — SNfl) + Sy_1— u)F(MN,1 \Y (u — SNfl))
+ NB(MN,1 V (u — SNfl))F(MNfl V (u - SNfl))
= N(MN,1 + Sy_1— u)JrF(MN,l V (u — SNfl))
+ NB(MN,1 V (u — SNfl))F(MNfl V (u — SNfl)).
O

5.1.3 Die effektive Dimension des Schitzers

Analog wie bei P(Sy > u) kann man fiir Z7(u) zeigen, dass die Varianz von Z7 nur von N
abhéngt.

Lemma 5.7. Fir den ANOVA Term der zu N gehérenden Variable gilt:

gn(n,u) = B[(Sn —u)"] = E[Z7(u)].
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Beweis. Nach der Definition der ANOVA gilt:

gn(n,u) = E[Z7|N =n]— E[Z;]
= E|NE {(SN —u)+I{MN:XN} N,Xl,...,XNl} ‘N: n| — E[Z7]
= E[N(Sy —u) Iy —x 3 [N = n] — E[Z7]
= B[n(Sn —uw) Ta,—x,3] — ElZ7] = E[(Sn — u)"] - E[Z7].
O
Lemma 5.8. Sei F € S und E[c"] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:
N
Varlgn(N W) _ i), (5.7)
u=ose(u)?F(u)?
Beweis. Es gilt:
2
 Varlgy] _ E[Bx(Sy 0] ppzp
wose (e F()?  wese e?PFu? | weso e(w)?F(u)?
Sei ¢ — 1 > ¢ > 0. Dann folgt analog wie im Beweis von Satz 5.4
— )t 2
<EX[(SN_ u) ]> SKQNQ(C—ﬁ)NSchN.
e(u) F(u)
Zusammen mit Satz 5.3 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:
E |Ex [(Sy —u)*)? a2
lim { _ } - F <lim Ex[(Sy —u) ]> = E[N?.
umoee(u)?F(u)? u=ooe(u)F(u)
Aus Satz 5.4 folgt:
2
im 220 g,
Damit gilt:
lim M = E[N?] - E[N]? = Var[N].
u=oe (e(u)F(u))
O
Notation. Sei -
B(u) — fMNflv(u_SN—l) z __(u B SN_l) dF(.%') .
e(u) F(u)
Lemma 5.9. Sei lim, ., e(u) = co. Dann gilt:
> _ z—(u—Sy_1) dF(x
lim Jotnrviumsyn ® — ) dFte) 1. (5.8)

u—00 e(u)F (u)
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Beweis. Fiir u > My_1 + Sy—1 gilt mit partieller Integration:

f(zo_SNil)(x + Sy-1 —u) dF(x)
e(u)F(u)

f(zo—SN,l) F(x) dz

CWrw
JEF@) dv Jug,_, Fla)do
e(u)F(u) e(u)F (u)

B(u) =

< 1+

Damit gilt B(u) > 1. Es bleibt noch

li SNflf(u - SNfl)
m —
umeee(u)F(u)

=0 (5.9)
zu zeigen. Dies gilt wegen limy, oo Sy_1/e(u) = 0 (e(u) — oo) und lim, o F(u—Sn_1)/F(u) =
1 (siehe Proposition 2.2). O

Bedingung 4. Es existiere eine Funktion M (X, N) mit
M(X,N) > B(u)
fiir alle w > 0 und E[N?>M (X, N)] < oo.

Lemma 5.10. Sei F' € S, E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1 und lim, .o e(u) = co. Weiters sei
Bedingung 4 erfillt. Dann gilt:

Var[Z:(u)?]

Jim ()7 F (w)? = Var[N].

Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

AL 1 Ol [N?B(u)?] — lim ————
u=oo e(u)?F(u)? u—oo u=oo e(u)?F(u)?
- E [NQ (UILIEOB(U)>2] — E[N]?
= E[N? — E[N})* = Var[N].
O

Satz 5.11. Sei F € S, E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1 und lim, .o e(u) = co. Weiters sei
Bedingung 4 erfillt. Dann gilt:

Var[gn (N, u)]

li =1
w0 Var[Z(u)]
Beweis. Aus Lemma 5.10 und 5.8 folgt:
Var[gn(N,u)] L Var[gy(N,u)] e(u)?F(u)?  Var[N]

oS Var(Z;(v)] s e(u)2F (u)?2 Var[Zz(u)] N Var[N] -t
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5.1.4 Der Regular Varying Fall

In diesem Kapitel sei F(z) = L(z)/(1 + x)® fiir L(z) slowly varying und a > 1. Weiters
sei f(x) = U(x)/(1 4+ )+ mit I(z) slowly varying die Dichte von F. Aus Satz 2.11 folgt
L(z) ~ l(z)/a

Lemma 5.12. Es gilt:

1+u
a—1"

e(u)

Beweis. Aus Satz 2.11 folgt:

(1 4+u)” /OO L(u) d (1 +wu)~ L(u) _ 14w
Luw) J, (1+xz)° Lu) (a—1)AQ+wu)t a-1

e(u) =

Korollar 5.13. Es gibt Konstanten c¢; und co mit
a(l+u) <e(u) <ec(l+w), firu>D0.

Notation.

u,n) = (M1 — (u - Sn—l))+ +e(Mp1V(u— Sn—l)))F(Mn—l V (u— Snh-1)) ’
o = ( (WP ) )

Lemma 5.14. Sei E[cN] < oo fiir ein ¢ > 1. Fiir festes n gilt:

lim E[C(u,n)] = 1.

uU— 00

Weiters existiert eine Funktion M (n) mit E[N?>M (N)] < oo und
M(n) > E[C(u,n)].
Beweis. Es gilt:
E[C(u,n)] = E[C(u,n)I{p, > —5,_1)3 + EIC(w,n) ar,  <(u—Sn_1)}-

Auf {M,,_1 < (u— Sp—1)} gilt mit Korollar 5.13:

C(u,n) = <e(u—Sn_1) (u—Sh—1)

IN
N
Q
[\
—
+
—~
IS
|
S
|
—
=
o
—~
IS
|
g
L
~—
N——

Sei v > 0 und c3 eine Konstante. Dann folgt aus Lemma 4.31 und 4.19:

F(u—S,1) _ Flu/n) _ Llu/n) (+u)® _ ..
Fu) =~ Fw) Ll (+u/n) |

Aus Lemma 5.9 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

lim E[C(%n)I{Mn,lg(u—Sn,l)}] =F [uh_)rrgo C(%n)I{Mn,lg(u—Sn,l)} =1.

U—00
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Auf {M,,—1 > (u— Sp—1)} gilt fiir eine Konstante ¢:

Eal 2
Clu,n) = ((Mn—l +Sp-1—u+ G(Mn—1))F(Mn_1)>

. <C4n(1 zranl)FiMnl)> |
+u

Zusammen mit Lemma 4.19 folgt:

EC(u,n) (v, >@-s.)}) < F

2
— I _
(1 + u)F(u) > {Mp—1>(u Sn—l)}]

= 2
< E <c4n(1 + MnQF(Mn1)> Ity sujm)
(1+u)F(u)
< [T @ ) d
T — T x x) dx
S (A F@) Jugn e
< cin?3 /°° (1+2)°L(z)? (=) e
T (T +u)F(u))? u/n (L+x)2 (1 +ax)ot!
= Lz /OO L) (x) (1 + )~ G da,
(L +u)F(w)? Jusm
Aus Satz 2.11 und Lemma 4.31 folgt:
3 3
csn L(u/n)
E[C(u,n)I W < _
[ (u TL) {Mp_1>( Sn—l)}] 30[((1 —}—u)F(u))Q (1 _|_u/n)3a
B cﬁn?’F(u/n)?’
(1 +u)F(u))?
F(u/n)
< 34+2a+2y )
= an (1 +u)?
Damit gilt:
ulggo E[C(uvn)I{Mn71>(u—Sn71)}] =0 und E[C(uan)I{Mn,1>(u_sn71)}] < C7n3+2a+2ﬂ/.
Fiir ein v > 0 sei
M(’I’L) — (6203/01)2n2a+2’y + C7n3+2a+2'y.
Dann gilt: E[C(u,n)] < M(n) und E[N?M(N)] < oo. O

Lemma 5.15. Sei E[c™] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:

im E[Z7(u)2] _E[N2]
R ) O E

Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

Jim % = lim E[N?C(u, N)] = E[N? lim Ex[C(u,N)]] = E[N?].

Satz 5.16. Sei E[c"] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:

Var[gn (N, u)]

=1.
wto VarZs(u)]

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 5.11. U
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5.1.5 Der Kontrollvariablen Schéitzer
Analog wie Zg definiert man den Schétzer

Zg(u) = Z7(u) — Ne(u)F(u) + E[N]e(u)F (u).
Satz 5.17. Sei

B(Z7(u)?] ElZz(u)]

m ——— = 2 im —— = un im[i_: 7.
T O e o e Srony S R
Dann gilt:

| Var|Zs(u)] B

woe EZs(w)?
Beweis. Wegen E[Zg(u)] ~ E[N]e(u)F (u) geniigt es

zu zeigen. Es gilt:

VariZs@)] - _
oo (e F)? e (e

Satz 5.18. Im Regular Varying Fall strebt der relative Fehler des Schdtzers Zg(u) gegen 0.

Beweis. Analog wie

lim P E[N?,
u=o0 (e(u)F'(u))?
kann man auch
im 121w _ E[N] und lim EINZr(w)] _ E[N?]

zeigen. Damit sind die Bedingungen von Satz 5.17 erfiillt und der relative Fehler des Schétzers
Zg(u) strebt gegen 0. O

5.1.6 Numerische Ergebnisse

Die Tabellen und Abbildungen in diesem Kapitel haben die gleichen Bezeichnungen wie in
Kapitel 4.3.6, nur das eine zusétzliche Spalte mit dem asymptotischen Ergebnis (5.5) eingefiigt
wurde.

Die Schliisse die man aus den Ergebnissen fiir die Schétzer Z; und Zg ziehen kann sind die
Gleichen wie die fiir die Schitzer Zs und Zg. Das heift, bei Z7(u) bringt zufilliges Quasi
Monte Carlo eine wesentliche Verbesserung gegeniiber der Monte Carlo Methode. Bei Zg ist
diese Verbesserung nur bei kleinen Werten von u zu beobachten. Des Weiteren sieht man, dass
Zg bessere Ergebnisse liefert als Z7. Tabelle 5.3 zeigt die Ergebnisse fiir den naiven Schétzer
Z11(u) = (Sy —u)™ dabei bedeutet NaN, dass der geschiitzte Erwartungswert gleich Null ist.
Vergleicht man die Werte von Z1; mit denen von Z7 und Zg so sieht man, dass beide zu einer
deutlichen Varianzreduktion gegeniiber Z; fiihren. Abbildung 5.1 zeigt die drei Schéitzer im
Vergleich.
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| p || A(w) | Assymptotik || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.0271057 0.0613586 0.0139085 0.0173345 0.0154917
0.25 || 1e-05 | 0.000429596 0.0325854 0.00312694 | 0.00376291 | 0.00346558
0.25 || 1e-08 | 6.80864e-06 0.0310972 0.00176345 | 0.00231347 | 0.00206894
0.25 || le-11 | 1.0791e-07 0.0309957 0.00174933 | 0.00224986 | 0.00203807
0.5 0.01 0.0420638 0.105485 0.0334741 0.0383703 0.0363971
0.5 le-05 | 0.000666667 0.0459152 0.00400508 | 0.00474443 | 0.00443035
0.5 1e-08 | 1.0566e-05 0.0439571 0.00221101 0.0028874 | 0.00269869
0.5 le-11 | 1.67459e-07 0.0438368 0.00216992 | 0.00282774 | 0.00269741
0.75 || 0.01 0.0652766 0.17919 0.0770163 0.0850738 0.0829086
0.75 || 1e-05 | 0.00103456 0.057048 0.00625184 0.0087881 | 0.00849688
0.75 || 1e-08 | 1.63967e-05 0.0538494 0.00407842 0.0063134 | 0.00601718
0.75 || le-11 | 2.59871e-07 0.0537112 0.00397696 | 0.00638494 | 0.00601432
Tabelle 5.1: Schétzer Z; mit Pareto a = 2.5 als Schadenshdhenverteilung.

‘ ) H A(u) ‘ Assymptotik H Monte Carlo ‘ start Halton ‘ shift Halton ‘ shift Sobol ‘
0.25 || 0.01 0.0271057 0.0409056 0.0132841 0.0165181 0.0148369
0.25 || 1e-05 | 0.000429596 0.00392768 0.00246088 | 0.00285833 0.0026572
0.25 || 1e-08 | 6.80864e-06 0.00020998 | 0.000176135 | 0.000270594 | 0.000150057
0.25 || 1le-11 | 1.0791e-07 1.22294e-05 | 6.60328e-06 | 7.98124e-06 | 1.90169e-05
0.5 0.01 0.0420638 0.0848076 0.033074 0.0369746 0.0356641
0.5 le-05 | 0.000666667 0.00513937 | 0.00301751 | 0.00335592 | 0.00330025
0.5 le-08 | 1.0566e-05 0.000263732 | 0.000143791 | 0.000169905 | 0.000186486
0.5 le-11 | 1.67459e-07 1.64812e-05 | 7.89949e-06 | 9.75356e-06 | 9.48594e-06
0.75 || 0.01 0.0652766 0.166166 0.0766017 0.0833548 0.0811315
0.75 || 1le-05 | 0.00103456 0.00774374 0.0039618 0.00437595 | 0.00440309
0.75 || 1e-08 | 1.63967e-05 || 0.000433403 | 0.000172121 | 0.000246539 | 0.000224479
0.75 || le-11 | 2.59871e-07 2.5672e-05 1.08625e-05 | 1.23332e-05 | 1.18425e-05

Tabelle 5.2: Schétzer Zg mit Pareto o« = 2.5 als Schadenshohenverteilung.

Bemerkung 5.3. Wihlt man fiir die X; eine Regular-Varying-Verteilung mit Parameter 1 <
a < 2. Dann gilt Var[X;] = oo und damit Var[Z;;] = co. Hingegen gilt: Var[Z7] < oo und
Var[Zg] < .

Bemerkung 5.4. Die Schitzer Z7 und Zg bendtigen die Mean-Excess-Funktion. Ist diese nicht
bekannt so kann der Aufwand fiir eine Iteration signifikant ansteigen.

5.2 Das zweite Moment von (Sy — u)

+

Um zu garantieren, dass E[((Sy — u)")?] < oo gilt, sei ab jetzt E[X?] < oo. Sei F € S und
Fr € S. Weiters sei u = F[X;] und ey die Mean Excess Funktion beziiglich F7.

5.2.1 Eine Asymptotik fiir E[((Sy —u)")?|
Satz 5.19. Sei E[c"] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:

E [((SN - u)+)2} ~ 2uE[Nes (u)F(u).

(5.10)

Bemerkung 5.5. Fir F regular varying wird in [KM97| eine &quivalente Asymptotik fiir
E[((Sy — u)*")?] hergeleitet.
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| p || A(w) | Assymptotik || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.0271057 0.640233 0.397102 0.469472 0.423299
0.25 || 1e-05 | 0.000429596 26.0236 22.1608 17.5052 20.3402
0.25 || 1e-08 | 6.80864e-06 NaN NaN NaN 196.039
0.25 || le-11 1.0791e-07 NaN NaN NaN NaN
0.5 0.01 0.0420638 0.682594 0.64985 0.621099 0.902347
0.5 || 1le-05 | 0.000666667 22.7324 26.4131 24.8369 27.9253
0.5 1e-08 | 1.0566e-05 NaN NaN NaN NaN
0.5 le-11 | 1.67459e-07 NaN NaN NaN NaN
0.75 || 0.01 0.0652766 0.55738 0.495581 0.454221 0.429774
0.75 || 1e-05 | 0.00103456 28.4214 35.786 26.9431 32.7286
0.75 || 1e-08 | 1.63967e-05 NaN NaN NaN NaN
0.75 || 1e-11 | 2.59871e-07 NaN NaN NaN NaN

Abbildung 5.1: Vergleich der verschiedenen Schétzer mit X;

Tabelle 5.3: Schitzer Z1; mit Pareto o = 2.5 als Schadenshohenverteilung,.

relatives Konfidenzintervall

Methode Z;, Zg und Z;,
A(u)=10"°, a=2.5, p=0.75

1
Z, start halton
Zg start halton -------
Z,, monte carlo --------
27 monte carlo

Zg monte carlo ———— |7

Geometrisch(0.75).

Iterationen

4.5

~ Pareto(2.5), N

~
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Beweis. Fiir festes N = n gilt:
E [((sn - u)+)2] - /Oo(x —w)? dF™ (z)
= —(z—wF"(z)] +2 /Oo(x —u)F" (z) dz.
Substituiert man y = (z — u)? so erhiilt man:
—u +1\2 _ s u
E[((Sn ))} /0 F(Jy+u) dy
= n/o F(\/y+u)dy
+ n/o F(\/y+ u) <—nﬁ(\/§+u) 1) dy. (5.11)
Durch Substitution z = /y + u erhélt man:
1 oo [eS) .
5/0 F(\Jy+u)dy = /u (x —u)F(x) dx
— [ - whie) ds
= per(u)Fr(u) (5.12)
Des Weiteren gilt:
/0 F(\/7 + ) (—nﬁ(\/ﬂ g 1) dy
< [T
F"(Va+u) s
< it;}g nF(J/E 1) -1 /0 F(yy+u)dy
(Vo +u) ”
< il;}g Vit a) — 1| 2uer(u)Fr(u). (5.13)
Aus (5.11), (5.12) und (5.13) folgt:
E[((Sn =)’ oo Pt
U ewFi() | e[ nFGEw) |
Aus F € § und Proposition 2.3 folgt:
E|(Sa—u)]
uoo 2uer(u)Fr(u)
Fiir alle € > 0 gibt es eine K mit (Lemma 2.4):
B [((s -0’ | _ P (/E+u) .
) <1+i1i18 Wz ) -1 > <n2+K(1+e)"). (5.14)
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Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

E|((Sy - u)+)2} (P I Ex [((SN - u)*)z]

BN e Erw) BN | e 2N ey (o) ()

5.2.2 Ein Schitzer fiir F[((Sy —u)™)?]

Analog wie den Schiitzer Zs fiir P(Sy > u) in Kapitel 4.3 , kann man fiir E[((Sy — u)T)?]
einen effektiven Schatzer konstruieren. Sei

Zo(u) = NE [((SN — ) ") Inryexny

N,Xl,...,XN_l].

Lemma 5.20. Es gilt:
E|(Zy) = E[((Sy —u)*)?].

Beweis. Das Lemma folgt aus

E{((Sn—u)+)2] = F

(S0 —u)t)? I{Mn=xi}]
=1

n

— Z E [((Sn —uw) ") I, =xiy)

1=1
L nE [((Sn =) ) Ing=xy] -

Lemma 5.21. Fiir Zgy gilt:

Zy = N((My-1—(u—=Sn-1))*)? F(My_1)
+ 2,U/N(MN,1 — (u — SNfl))Jr F[(MNfl)
+ Q/J,NGI(MN_l \/(U—SN_l))F[(MN_l \/(U—SN_l)).

Beweis. Mit partieller Integration folgt:

Zo(u) = NE |:((SN—U)+)2I{MN:XN} N, X1,..., Xn_1

= N (x — (u— Sn_1))? dF ()
My_1V(u—Sn_1)

e}

= —N(z— (u—Sy_1))*F(x)

My_1V(u—Sn_1)
o0

+ 2N (x — (u— Sn_1))F(z) dx
My_1V(u—Sn_1)

= N((Mn-1—(u—Sn-1))") F(Mn-1V (u— Sy-1))
+ 2uN (x — (u—Sn-1)) dF(z)
My_1V(u—SNn_1)

= N((My-1— (u—Sy-1))")* F(My-1)
+ 2MN(MN—1 — (u — SN—l))+ F](MN_l)
+ QMNGI(MN_l \/(U—SN_l))F](MN_l \/(U—SN_l)).

Wobei die letzte Gleichung aus dem Schiitzer fiir F[(Sy — u)*] folgt. O
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5.2.3 Die effektive Dimension des Schitzers

Analog wie bei P(Sy > u) kann man fiir Zg(u) zeigen, dass die Varianz von Zg nur von N
abhéngt.

Lemma 5.22. Fiir den ANOVA Term der zu N gehdrenden Variable gilt:
gn(n,u) = B[((Sn — u)")?] — B[Zy(u)]

Beweis. Der Beweis ist Analog zu dem Beweis von Lemma 5.7. U

Lemma 5.23. Sei E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:
Varlgn(N,u)]

Jim pees () F 1 ()2 = Var[N]. (5.15)
Beweis. Es gilt:
Varlgy(N,w] - F [Ex [((Sw = w2’ o BlZy)?
W Qper(wFr(@)E  won  Quer(Fr()E v (2per(u)Fr(u)?

Sei ¢ — 1 > ¢ > 0. Dann folgt analog wie im Beweis von Satz 5.19
Ex [((SN —u)t
2per(u)Fr(u)

Zusammen mit Satz 5.19 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

B |Ex [((Sn —u)*)?)’] _ | lim <EX (S —w)")] )2 — B[N?],

AR
< KONz(c — a)N < KN,

lim

oo (2per(u)Fy(u))2 u=oo \  2per(u)Fr(u)

Aus Satz 5.19 folgt:

lim = - E[N]2
u—oo (2uer(u)F(u))?
Damit gilt:
- V(ZT‘[QN(_N, u)] _ E[N2] _ E[N]2 = VaT'[N]

u—oo (2uer(u)F(u))?

Lemma 5.24. Sei lim,_,o e7(u) = co. Dann gilt:
Z
lim 9(u)_ =
u—oo 2uuNey(u)Fr(u)
Beweis. Fiir u > My_1 + Sy_1 gilt:

Zgy(u) _ erf(u—Sn-1)Fr(u— Sn-1)
ouNer(u)Fr(u) er(u)Fr(u)
B fuojSN ) F(z) do
B [ZFr(z) do

[T de | S, Fie) de

fuoo Fi(z) dx f;o Fr(z) dx
< Sn_1Fr(u—Sn_1)
o er(u)Fr(u) ’
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Damit gilt Zg(u)/(2uNer(u)Fr(u)) > 1. Aus lim,_ e(u) = oo und Proposition 2.2 folgt:

lim Sy_1F1(u— Sn-1)

— =0.
U—00 er(u)Fr(u)

Und damit das Lemma. O

Bedingung 5. Es existiere eine Funktion M (X, N) mit

Zy(u) ?
M(X,N) 2 <2,uNeI( )F[(U)> 7

fiir alle u > 0 und E[N?M (X, N)] < o

Lemma 5.25. Sei E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1, lim,_, e7(u) = co. Weiters sei Bedingung 5
erfillt. Dann gilt:
E[Zy(u)?
im [ 9(_21)] 5
u=co (2uer(u)Fr(u))

Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz und Lemma 5.24 gilt:

= E[N?].

T O = lim E N2< Zo(u) >2]
u—oo (2uer(u)Fr(u))? u—00 2uNer(u)Fr(u)
- ow) )’
- 5% (i o e >>]
= E[N?].

O

Satz 5.26. Sei E[cN] < oo fiir ein ¢ > 1, limy .o e7(u). Weiters sei Bedingung 5 erfiillt.
Dann gilt:

. Var[gn (N, u)]
lim ———————— = 1.
oS Var([Zy]

Beweis. Aus Lemma 5.25 und Satz 5.19 folgt:
Var[Zy(u)] , E(Zy(w)?] E(Zy(w)]”

wso per(wFr(w)?  wove (uer(w)Pr(u)?  (2per(u)Fr(u))?
— E[NY - B[N} = Var[N].

Zusammen mit Lemma 5.23 gilt:

Var[gn (N, u)] Var(gn(N,u)] (2per(w)Fr(u))?

T VarlZ] o Qe (wFrw)? | VarZe)
_ Var[N]
~ Var[N]
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5.2.4 Der Regular Varying Fall

In diesem Kapitel sei F(z) = L(x)/(1 + z)® mit L(z) slowly varying und o > 2. Weiters sei
f(z) =1(z)/(1+2)*" mit I(x) slowly varying und F;(z) = L;(z)/(1+x)* 1. Aus Satz 2.11
folgt L(x) ~ I(z)/a und Ly(x) ~ L(x)/((a — 1)p). Weiters seien ¢; und v Konstanten.

Notation.

D(un) = ((Maor — (— Su))*) F(My)
+ 2M(Mn71 - (u - Snfl))Jr FI(Mnfl)
+ 2,&6[(Mn,1 V (u — Snfl))F[(Mnfl V (u — Snfl)).

Lemma 5.27. Sei E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:

lim E[D(u,_n)Q]
u—oo (2uer(u)Fr(u))?

Des Weiteren existiert eine Funktion M (n) mit E[N?M(N)] < oo und

Mn) > E[D(u,n)?]
(2per(u)Fr(u))?
Beweis. Es gilt:
EDw,n)’] _ E[Dwn)Iin, i>@sn] | BP0 T, <@-s, 1))
(2uer(u)Fr(u))? (2uer(u)Fr(u))? (2uer(u)Fr(u))? '

Auf {M,,_1 < (u— Sp—1)} gilt mit Korollar 5.13 und Lemma 4.31:

D) Iia,y<(u-Su)) <2u61(u — Su1) Fru - snl))2
(2per(u)Fr(u))? - 2per(u)Fr(u)
ca(1+u— S, 1)Fr(u/n)
= < c1(1 4 u)Fr(u) >

_ 2
c3(1+u)nrto! < 2201
(1+u) =3

Aus Lemma 5.24 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

. E [D(u,n)ZI{Mn_1§(u*Sn—1)}] _
who (2uer(u)Fr(u))?

Auf {M,,—1 > (u — Sp—1)} gilt mit Korollar 5.13:

D(u,n) (M1 = (= S0 1)) F (M, 1)
uer(u)Fr(w)) 2per(w)F ()
2u(My—1 — (u — Snfl))—’— Fr(My-1)
2per(u)Fr(u)
2N61(Mn71)FI(Mn71)
2per(u)Fr(u)
n?M2_\F(Mu—1) nM,_1F;(M,_;)
2uc1 (14 u)Fr(u) c1(1+u)Fr(u)
ca(l+ My_1)Fr(My—_1)
ci(1+u)Fy (u) .

_|_
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Zusammen mit M,,_; > u/n gilt:

FE [D(U, n)QI{Mn_1>(ufSn—1)}]

(2M61(U)§1(U))2 B B 2
</, (mi L)+ el L BB o)
(c8(1+uF 2/ ( s x1++1:L( 2 n(lﬂ)LI((f lz)cig”)h(x)f a i(i))aﬂ dx
s (R

o(1 —|— c (L(x)? +2L(z)Li(z) + Li(2)?)l(z)
2 / Ao de.

Aus Satz 2.11 folgt.
E[D(w,n) I, y>us,an] . n°(L+ea)®  esLr(u/n)*Liu/n)
(2uer(u)Fy(u))? T (sl +wF(w)? (L+u/n)et
cen®(1 +u/n)*Fr(u/n)?F(u/n)
(14 u)?Fr(u)?
< eV /).

Daraus folgt:
E [D(u,n)*I{at, > (u-Sn-1)})

lim = 5 0 wund
U0 (2uer(u)Fr(u))
2
E [D(u7 n) I{Mn_71>(u—sn71)}:| < C77’L3+2(a+7).
(2uer (u)Fr(u))? B
Zusammen gilt:
 E[D(wn)?
u=o0 (2per(u)Fr(u))?
Weiters erfiillt M (n) = cyn®T2@+7) 4 2p2(@=1+7) die geforderten Bedingungen. O
Lemma 5.28. Sei E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:
E[Zy(u)?
im [ 9(_u) ] = E[N?].
u=oo (2per(u) F'r(u))?
Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt:
E[Zy(u)? Zg(u)?
m PHWT g [NQEX [ o(u)” H
W e (w)Fr(w) | e (2N puer (u) Fy (w))?
2
= lim E [NQEX [ D(u, N) ”
umoo (2per(u)Fr(u))?
Ex [D(u, N)?
BN i X PN ] = E[N?].

u=o0 (2uer(u)Fr(u))?

Satz 5.29. Sei E[cV] < oo fiir ein ¢ > 1. Dann gilt:

: Va’r[gN(Nv U)]
lim —— YN )
e Var([Zy]

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 5.26. U

= 1.
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5.2.5 Der Kontrollvariablen Schétzer
Analog wie Zg definiert man den Schétzer:
Zio(u) = Zg(u) — N2per(u)Fr(u) + E[N|2per(u)Fr(u).

Satz 5.30. Sei

Dann gilt:

Beweis. Wegen E[Z19(u)] ~ 2uFE[Nler(u)F(u) geniigt es

- Var[Zip(u)]
u=o0 (2uer(u)Fr(u))?

zu zeigen. Es gilt:

i VarlZo@] o Bl(Zy(u) — NQNGI(U)FI(TQ*' E[N]2per(w)F(u))?]
u—0o (2per(u)Fr(u))? Um0 (2per(u)F'r(u))?

lim E[Zyo(u))?

u—o0 (2per(u)Fr(u))?

- % (E[@uefzi()mj(u >2] [ zﬂefé\r)F;E(U)VDD

+ E[(N — E[N))?] — E[N)?
= B[N?) - 2(E[N? - E[N]?) + E[N?) - E[N)? - E[N)? =0.

O
Satz 5.31. Im Regular Varying Fall strebt der relative Fehler des Schdtzers Z1o(u) gegen 0.

Beweis. Analog wie

lim — - E[N2]’
u=oe (2uer (u) Fr(u))?
kann man auch
) 1 ) E[N] und lim _EINZy()] _ E[N?]
u=00 2per(u)Fr(u) u=00 2per(u)Fy(u)

zeigen. Damit sind die Bedingungen von Satz 5.30 erfiillt und der relative Fehler des Schétzers
Zy0(u) strebt gegen 0. O



Tabellen

lp AW 2z | % [ 2z Z |z | Zi |
0.25 || 0.01 0.100194 | 0.233633 | 0.169615 | 0.0515125 | 0.19104 | 0.249095
0.25 || 1e-05 || 0.125808 | 0.457606 | 0.260106 | 0.031258 | 0.41741 | 0.508428
0.25 || 1e-08 || 0.100446 | 0.820439 | 0.335548 | 0.0310024 | 0.580609 | 0.702455
0.25 || le-11 || 0.118369 | 1.44883 | 0.396976 | 0.0309895 | 0.711494 | 0.860444
0.5 0.01 0.160934 | 6.91374 | 0.233882 | 0.0773502 | 0.272661 | 0.481092
0.5 le-05 || 0.217428 | 1.29275 | 0.301759 | 0.0441152 | 0.511355 | 0.810225
0.5 1e-08 || 0.151257 | 2.97528 | 0.380545 | 0.0438264 | 0.701087 | 1.10483
0.5 le-11 || 0.155917 | 7.53215 | 0.446488 | 0.0438214 | 0.849074 | 1.33652
0.75 || 0.01 0.211472 | 3.33903 | 0.329914 | 0.114256 | 0.349505 | 0.953697
0.75 || 1e-05 || 0.187435 | 4.83928 | 0.341162 | 0.054009 | 0.587395 | 1.40043
0.75 || 1e-08 || 0.183463 | 8.42576 | 0.422321 | 0.0537007 | 0.791464 | 1.86298
0.75 || 1le-11 || 0.187144 | 13.5456 | 0.49173 | 0.0536942 | 0.961478 | 2.27914
Tabelle 4: Monte Carlo, Pareto o = 1.5.
lp AW 2 | % [ Z Z |z | Z |
0.25 || 0.01 0.10593 | 0.237619 | 0.166232 | 0.0538568 | 0.192957 | 0.251797
0.25 || 1e-05 | 0.922503 | 0.459402 | 0.303229 | 0.0707226 | 0.42692 | 0.720107
0.25 || 1e-08 || 0.262991 | 0.934183 | 0.351026 | 0.0549426 | 0.586173 | 0.765565
0.25 || le-11 || 0.234998 | 1.45285 | 0.409611 | 0.0376957 | 0.717877 | 0.882988
0.5 0.01 0.182153 | 3.20291 | 0.265366 | 0.0979785 | 0.28416 | 0.513317
0.5 le-05 1.5457 1.62981 | 0.647093 | 0.15641 | 0.623735 | 1.45105
0.5 1e-08 || 3.58252 | 3.43989 | 0.508814 | 0.0951585 | 0.73289 | 1.47602
0.5 le-11 || 0.36435 | 4.48638 | 0.496458 | 0.0717051 | 0.877092 | 1.57796
0.75 || 0.01 0.210187 | 27.1862 | 0.400681 | 0.153787 | 0.309618 | 0.865441
0.75 || 1e-05 || 3.28803 | 15.2276 | 2.52397 | 0.765279 | 1.82816 | 5.98254
0.75 || 1e-08 || 1.80261 | 17.4536 | 1.44642 | 0.256908 | 0.991823 | 3.42172
0.75 || 1e-11 || 0.547094 | 38.4249 | 0.654054 | 0.131032 | 1.11676 | 7.36663

Tabelle 5: Monte Carlo, Weibull g = 0.5.
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Tabellen

lp [[Aw) | 7 | Zz | 73 Zs Z, Z;
0.25 || 0.01 0.0362895 | 0.284737 | 0.0754897 | 0.0152355 | 0.224112 | 0.265903
0.25 || 1e-05 || 0.115723 | 0.372484 | 0.0564645 | 0.00212978 | 0.550009 | 0.553866
0.25 || 1e-08 || 0.0799597 | 0.782267 | 0.0817748 | 0.00176114 | 0.708281 | 0.664624
0.25 || le-11 || 0.0897694 | 1.51139 | 0.109232 | 0.00174533 | 1.09311 | 1.23067
0.5 0.01 0.082243 | 1.98046 | 0.134267 | 0.0273729 | 0.279247 | 0.446786
0.5 le-05 0.12237 3.06404 | 0.0740393 | 0.0025512 | 0.521818 | 0.6054
0.5 1le-08 || 0.210317 | 3.32778 0.10686 | 0.00215533 | 0.779883 | 0.947737
0.5 le-11 || 0.151967 | 3.73402 | 0.140287 | 0.00215247 | 0.942118 | 1.24322
0.75 || 0.01 0.132249 | 8.25527 0.23545 0.0554712 | 0.324491 | 0.830225
0.75 || 1e-05 || 0.170699 | 14.0674 | 0.0934318 | 0.00438199 | 0.520323 | 1.10501
0.75 || 1e-08 || 0.176988 | 7.14021 | 0.133516 | 0.00408351 | 0.737833 | 1.55429
0.75 || le-11 || 0.183743 | 73.8341 | 0.173009 | 0.00398136 | 0.969865 | 2.07648

Tabelle 6: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Pareto oo = 1.5.

e AW 2 [ 25 | 2% Zs Zs 23
0.25 || 0.01 0.0332019 | 0.170928 | 0.0374937 | 0.00697224 | 0.185625 | 0.176047
0.25 || 1le-05 || 0.141046 | 0.387267 | 0.0574431 | 0.00430902 | 0.552247 | 0.551635
0.25 || 1e-08 || 0.071377 | 0.76317 | 0.082911 | 0.00218785 | 0.686945 | 0.681417
0.25 || le-11 || 0.0916567 | 1.70822 | 0.110271 | 0.00180894 | 1.07839 | 1.26648
0.5 0.01 0.078963 | 0.944481 | 0.0756074 | 0.0123906 | 0.225249 | 0.28884
0.5 le-05 || 0.190016 | 1.23653 | 0.0830183 | 0.00624068 | 0.524828 | 0.610672
0.5 1le-08 || 0.264518 | 2.72032 | 0.109007 | 0.00266471 | 0.778345 | 0.941435
0.5 le-11 || 0.179932 | 5.49886 | 0.140361 | 0.00224299 | 0.929868 | 1.2313
0.75 || 0.01 0.134778 | 9.40633 | 0.134559 | 0.0225998 | 0.281336 | 0.62644
0.75 || 1le-05 || 0.300715 | 12.4514 | 0.115229 | 0.0104829 | 0.521979 | 1.1467
0.75 || 1e-08 || 0.191081 | 15.7538 | 0.136361 | 0.00465075 | 0.750308 | 1.56655
0.75 || le-11 || 0.203639 | 10.2119 | 0.171091 | 0.00409965 | 0.963569 | 2.09055

Tabelle 7: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Weibull g = 0.25.

lr AW [ 2 | 2z | Z Zs Zy Z;
0.25 || 0.01 0.0382664 | 0.194911 | 0.0676506 | 0.0159892 | 0.232575 | 0.285825
0.25 || 1e-05 1.03276 | 0.403845 | 0.167334 | 0.0399082 | 0.666167 | 1.25703
0.25 || 1e-08 || 0.441037 | 0.785646 | 0.132934 | 0.0653996 | 0.750644 | 0.902197
0.25 || 1e-11 || 0.228507 | 2.32522 | 0.164214 | 0.0141375 | 1.10754 | 1.32853
0.5 0.01 0.0840824 | 1.62512 | 0.171846 | 0.0375037 | 0.305937 | 0.513171
0.5 le-05 2.34265 1.18645 | 0.510166 | 0.120603 | 0.711413 | 1.64573
0.5 1le-08 1.67348 3.23956 0.35897 | 0.0772496 | 0.879493 | 3.55163
0.5 le-11 || 0.554314 | 4.43227 | 0.234396 | 0.0335038 | 1.02489 1.6458
0.75 || 0.01 0.101539 | 12.5349 | 0.302726 | 0.0775536 | 0.277222 | 0.723729
0.75 || 1e-05 3.66504 7.18935 2.65497 0.614349 | 3.68757 | 6.51248
0.75 || 1e-08 1.65373 14.0636 1.98728 0.557374 | 1.25895 | 2.68185
0.75 || le-11 || 0.951689 14.082 0.535293 0.17546 1.13377 | 2.78319

Tabelle 8: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Weibull 5 = 0.5.
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O il & [ & [ 7 | % [ & | &
0.25 || 0.01 0.0385661 | 0.133742 | 0.108554 | 0.0251682 | 0.265785 | 0.373959
0.25 || 1e-05 2.35233 | 0.628165 | 1.56903 | 0.379471 | 6.54236 6.0311
0.25 || 1e-08 2.48063 1.36032 16.828 2.2351 4.42792 | 7.99424
0.25 || le-11 6.03693 2.65288 | 1.05337 2.20201 2.83279 | 7.13976
0.5 0.01 0.0626377 | 1.11791 | 0.225034 | 0.0500384 | 0.253236 | 0.465197
0.5 le-05 2.49727 5.69024 | 3.44252 | 0.953892 | 4.89768 10.231
0.5 1e-08 36.1305 9.36725 | 18.7254 21.7306 78.8234 | 65.4371
0.5 le-11 19.7876 8.10815 | 17.0898 7.62897 28.0128 46.152
0.75 || 0.01 0.0465576 | 3.78341 | 0.260959 | 0.0646953 | 0.129963 | 0.398741
0.75 || 1e-05 || 0.605374 | 26.9761 | 2.14284 | 0.488028 | 1.36221 | 4.47241
0.75 || 1e-08 7.26108 36.5081 | 17.0376 4.85339 15.4329 | 54.5688
0.75 || le-11 85.6778 70.1467 97.348 52.7205 158.162 | 100.475

Tabelle 9: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Weibull g = 0.75.

e AW 2 | 2z | 2z | 24 | Z | 73 |
0.25 || 0.01 0.0541289 | 0.209823 | 0.0839172 | 0.0164132 | 0.239357 | 0.314957
0.25 || 1e-05 || 0.119954 | 0.391516 | 0.0739545 | 0.00259372 | 0.575595 | 0.637997
0.25 || 1e-08 || 0.0991259 | 0.805249 | 0.103457 | 0.00224408 | 0.863505 | 1.00733
0.25 || le-11 || 0.129698 | 1.30838 0.13422 | 0.00226836 | 1.11516 | 1.30998
0.5 0.01 0.103151 | 1.78466 | 0.145721 | 0.0299532 | 0.282871 | 0.472106
0.5 le-05 || 0.260271 | 1.34894 | 0.103221 | 0.00323616 | 0.534018 | 0.75558
0.5 le-08 || 0.137188 | 6.28181 | 0.142252 | 0.00285771 | 0.782907 | 1.16102
0.5 le-11 || 0.145834 | 6.01847 0.1797 0.00285579 | 0.996142 | 1.4647
0.75 || 0.01 0.14624 9.19138 | 0.244249 | 0.0586736 | 0.33135 | 0.875205
0.75 || 1e-05 || 0.199976 | 5.07137 | 0.132271 | 0.00664332 | 0.54376 | 1.19539
0.75 || 1e-08 || 0.234734 | 6.58221 | 0.178978 | 0.00632522 | 0.786767 | 1.71436
0.75 || 1e-11 || 0.158032 | 20.0952 | 0.222459 | 0.00635828 | 0.979248 | 2.24987

Tabelle 10: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Pareto oo = 1.5.

e AW 24 | 2z [ 2z | 2 | Zi | 73 |
0.25 || 0.01 0.0467925 | 0.177704 | 0.0443883 | 0.00809969 | 0.206629 | 0.237245
0.25 || 1e-05 || 0.116209 | 0.375225 | 0.0739614 | 0.00481775 | 0.578131 | 0.644913
0.25 || 1e-08 0.10396 | 0.896383 | 0.103948 | 0.00262478 | 0.876133 | 0.986957
0.25 || le-11 || 0.0874967 | 1.3991 0.134223 | 0.0022792 | 1.10835 | 1.31002
0.5 0.01 0.0929195 | 1.59615 | 0.0868109 | 0.013644 | 0.235506 | 0.350812
0.5 le-05 || 0.912365 | 1.27597 | 0.108684 | 0.00721335 | 0.530287 | 0.766559
0.5 1e-08 || 0.139504 2.4408 0.144557 | 0.00336316 | 0.787455 | 1.14091
0.5 le-11 || 0.140161 | 6.47862 | 0.178899 | 0.00293327 | 0.999692 | 1.49814
0.75 || 0.01 0.145274 | 14.7441 0.1476 0.0250155 | 0.287252 | 0.663463
0.75 || 1e-05 || 0.372585 | 6.72683 | 0.146068 | 0.0120562 | 0.547249 | 1.22069
0.75 || 1e-08 || 0.227378 | 14.6094 | 0.179325 | 0.00728795 | 0.783471 | 1.74862
0.75 || le-11 || 0.214455 | 106.093 0.22005 | 0.00647137 | 0.983155 | 2.21111

Tabelle 11: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Weibull 5 = 0.25.
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e AW 2z [ 2z | 2z | 2z [ z | zi |
0.25 || 0.01 0.055641 | 0.229018 | 0.0771246 | 0.0175031 | 0.246213 | 0.331752
0.25 || 1e-05 || 1.30241 | 0.396117 | 0.178141 | 0.0478944 | 0.660764 | 1.00024
0.25 || 1e-08 || 0.22133 | 0.957343 | 0.190948 | 0.0355087 | 0.900176 | 1.1715
0.25 || le-11 | 0.493758 | 1.35402 | 0.160255 | 0.0135949 | 1.15504 | 1.39121
0.5 0.01 0.108648 | 1.24965 | 0.181598 | 0.0403114 | 0.306887 | 0.54383
0.5 le-05 || 2.07502 | 1.50823 | 0.430048 | 0.136834 | 0.794933 | 1.57771
0.5 1e-08 || 0.953908 | 6.69036 | 0.441602 | 0.0752378 | 0.865263 | 1.55798
0.5 le-11 || 0.297397 | 3.96941 | 0.277442 | 0.0277461 | 1.06122 1.7147
0.75 || 0.01 0.116785 | 9.19319 | 0.315121 | 0.0808711 | 0.280653 | 0.781436
0.75 || 1e-05 3.5088 8.00089 1.78616 0.852754 | 3.43088 | 6.15293
0.75 || 1e-08 || 10.4996 | 25.7722 | 0.725857 0.22839 1.23895 | 9.25297
0.75 || 1le-11 || 0.584828 | 11.7087 | 0.500166 | 0.0820694 | 1.16524 | 3.16015
Tabelle 12: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Weibull § = 0.5.

L [AW ] 2z Zzs | zz | 2z | oz | zi |
0.25 || 0.01 0.0566557 | 0.148909 | 0.118532 | 0.028202 | 0.283457 | 0.410986
0.25 || 1e-05 2.27598 | 0.626869 | 1.01714 | 0.396361 | 2.11139 | 5.03974
0.25 || 1e-08 12.8379 1.83778 10.787 2.47972 3.81521 | 4.35044
0.25 || le-11 11.2131 3.52818 1.0207 1.43854 10.9786 | 7.19705
0.5 0.01 0.0810533 | 2.90145 | 0.233506 | 0.0587765 | 0.266722 | 0.50069
0.5 le-05 2.5864 3.54848 | 3.69535 | 0.977149 | 5.19156 | 10.8484
0.5 1e-08 63.6585 6.93358 | 18.7677 9.43198 102.94 25.4082
0.5 le-11 73.3996 12.2123 | 27.6111 18.2433 31.7924 10.925
0.75 || 0.01 0.0514013 | 5.88149 | 0.260223 | 0.0700811 | 0.135845 | 0.420445
0.75 || 1e-05 || 0.658835 | 18.8351 | 2.11316 | 0.518129 1.3982 4.55375
0.75 || 1e-08 7.15493 48.1023 | 22.1521 4.93937 15.0376 | 47.2425

0.75 || le-11 56.1426 106.369 | 62.1398 37.1379 125.109 53.03
Tabelle 13: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Weibull g = 0.75.

e AW 2 | 2% | 2z | 2% Z | zi ]
0.25 || 0.01 0.0523786 | 0.668367 | 0.0797566 | 0.0147825 | 0.235298 | 0.305488
0.25 || 1e-05 || 0.106112 | 0.403082 | 0.0604489 | 0.00241158 | 0.568771 | 0.691482
0.25 || 1e-08 || 0.102178 | 0.923581 | 0.0859342 | 0.00209024 | 0.865836 | 1.07224
0.25 || le-11 || 0.0909363 | 1.15519 | 0.109354 | 0.00206869 | 1.12453 | 1.37906
0.5 0.01 0.102438 | 2.14835 | 0.140794 | 0.0286296 | 0.274016 | 0.475504
0.5 le-05 || 0.999556 | 1.14039 | 0.0865186 | 0.00306617 | 0.509144 | 0.697228
0.5 1e-08 || 0.136769 | 3.71212 | 0.120818 | 0.0026488 | 0.763726 | 1.10171
0.5 le-11 || 0.172526 | 4.98969 | 0.151585 | 0.00262181 | 0.987226 | 1.45944
0.75 || 0.01 0.147861 5.5787 0.235728 | 0.0578266 | 0.323779 | 0.891641
0.75 || 1e-05 || 0.201679 | 11.1325 | 0.121191 | 0.00621817 | 0.540261 | 1.21674
0.75 || 1e-08 || 0.206453 | 23.6254 | 0.166028 | 0.00602095 | 0.766472 | 1.73002
0.75 || le-11 || 0.337735 | 15.5881 | 0.204574 | 0.00598567 | 0.96955 | 2.17365

Tabelle 14: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Pareto o = 1.5.
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O Aw ] A [ 4 [ 7# [ 74 | 4 [ %4
0.25 || 0.01 0.045883 | 0.404162 | 0.0395292 | 0.00693744 | 0.194426 | 0.242873
0.25 || 1e-05 || 0.175441 | 0.360546 | 0.0626212 | 0.00442066 | 0.573523 | 0.697857
0.25 || 1e-08 || 0.123871 | 0.777272 | 0.0878048 | 0.00240372 | 0.855318 | 1.06492
0.25 || le-11 || 0.132069 | 1.26128 | 0.110581 | 0.00205797 | 1.11078 | 1.38796
0.5 0.01 0.0935596 | 0.828928 | 0.0800381 | 0.0126363 | 0.223331 | 0.325206
0.5 le-05 || 0.411665 | 1.92752 | 0.0936471 | 0.00685251 | 0.506114 | 0.712904
0.5 1e-08 || 0.128747 | 4.00606 | 0.122094 | 0.00315323 | 0.75502 | 1.11381
0.5 le-11 || 0.288787 | 5.82295 | 0.151192 | 0.00267115 | 0.977321 | 1.42823
0.75 || 0.01 0.144577 | 10.7837 | 0.143715 | 0.0252159 | 0.283871 | 0.677008
0.75 || 1e-05 || 0.403452 5.1202 0.139246 | 0.0117949 | 0.541312 | 1.2905
0.75 || 1e-08 || 0.178845 | 38.5353 | 0.166264 | 0.00669186 | 0.778403 | 1.71957
0.75 || le-11 || 0.302326 41.427 0.208097 | 0.00604772 | 0.985985 | 2.13861

Tabelle 15: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Weibull g = 0.25.

e AW 2 | 2 [ z | 2z [ z | zi |
0.25 || 0.01 0.0546455 | 0.192939 | 0.072976 | 0.0153782 | 0.237547 | 0.324205
0.25 || 1e-05 || 0.972234 | 0.39198 | 0.18904 | 0.0449935 | 0.633997 | 1.01379
0.25 || 1e-08 || 0.251936 | 0.879779 | 0.143982 | 0.0400317 | 0.892642 | 1.2093
0.25 || 1le-11 || 0.227391 | 1.04639 | 0.145072 | 0.0324804 | 1.13474 | 1.42358
0.5 0.01 0.10529 1.34791 | 0.175425 | 0.0388247 | 0.302499 | 0.536739
0.5 le-05 1.96066 1.7704 | 0.576683 | 0.134587 | 0.70864 1.997
0.5 1e-08 || 0.914641 | 3.48786 | 0.443934 | 0.0814214 | 0.844517 | 1.49535
0.5 le-11 || 0.593307 | 3.68743 | 0.315968 | 0.031534 | 1.02258 | 1.65488
0.75 || 0.01 0.114502 | 8.27473 | 0.313888 | 0.0803169 | 0.27759 | 0.775964
0.75 || 1e-05 3.40558 12,7352 | 2.17805 0.68483 2.06043 | 20.0744
0.75 || 1e-08 1.03913 10.1187 | 1.00063 | 0.353237 | 1.11211 | 4.63291
0.75 || le-11 || 0.634228 | 18.3868 | 0.532759 | 0.0823097 | 1.12994 | 3.19607

Tabelle 16: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Weibull g = 0.5.

e AW 2 | 2 [ z | 2z [ z | zi |
0.25 || 0.01 0.053894 | 0.23518 | 0.112203 | 0.025975 | 0.275882 | 0.390317
0.25 || 1e-05 2.37904 | 0.713679 | 1.67822 | 0.402528 | 3.27975 4.1496
0.25 || 1e-08 5.56503 1.14928 | 3.64455 2.56043 4.78512 | 33.9634
0.25 || le-11 5.89113 2.47242 | 13.2466 3.8905 3.45512 | 9.77219
0.5 0.01 0.077694 | 2.24164 | 0.229121 | 0.0565454 | 0.257719 | 0.487612
0.5 le-05 2.57398 3.18921 3.3608 0.985135 | 4.40733 | 10.2514
0.5 le-08 69.3752 8.33028 20.597 15.9511 23.718 90.7244
0.5 le-11 19.4338 11.5386 | 20.4614 12.9606 25.5607 | 28.6704
0.75 || 0.01 0.0519208 | 3.03116 | 0.257834 | 0.069317 | 0.132589 | 0.417549
0.75 || 1le-05 || 0.660396 | 17.0499 2.0901 0.515322 | 1.38173 | 4.60574
0.75 || 1e-08 7.02564 40.9811 | 18.2499 4.72393 15.3308 | 49.0499
0.75 || le-11 63.5593 75.5924 | 93.2376 36.6065 107.329 133.04

Tabelle 17: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Weibull g = 0.75.
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| p || A(w) || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.00844119 | 0.00507251 | 0.00604526 | 0.00518576
0.25 || 1e-05 || 0.000253489 | 0.000264575 | 0.000287035 | 0.00027244
0.25 || 1e-08 || 1.32345e-06 | 1.5468e-07 | 1.12623e-06 | 3.0752e-07
0.25 || 1le-11 || 3.26548e-12 | 1.89518e-13 | 6.98963e-13 | 1.92472e-12
0.5 0.01 0.00891359 0.00685026 | 0.00727396 | 0.00689832
0.5 le-05 || 0.000282575 | 0.000279484 | 0.000245584 | 0.000301344
0.5 1e-08 || 6.86871e-07 | 1.91248e-05 | 9.00839e-08 | 2.3792e-07
0.5 le-11 || 3.31906e-12 | 2.66878e-13 | 1.17502e-13 | 1.19904e-13
0.75 || 0.01 0.00940132 | 0.00788623 | 0.00825364 | 0.00816979
0.75 || 1e-05 || 0.000302029 | 0.000311129 | 0.00028584 | 0.000265527
0.75 || 1e-08 || 6.14169e-06 | 1.45176e-07 | 1.05729e-07 | 8.74096e-08
0.75 || le-11 || 3.34731e-12 | 1.25631e-13 | 1.89415e-12 | 1.26599e-13

Tabelle 18: Kontrollvariablen, Pareto a = 0.5.

| p || A(w) || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.0116456 0.00672402 | 0.00785884 0.0064835
0.25 || 1e-05 || 0.00481008 | 0.00375596 0.004136 0.00402812
0.25 || 1e-08 0.00100453 0.00116254 | 0.00108891 | 0.00142679
0.25 || le-11 || 0.000305208 | 0.000308494 | 0.000292582 | 0.00246569
0.5 | 0.01 0.0194348 0.0119817 0.0130968 0.0121121
0.5 1e-05 0.00726952 0.00627971 0.00627759 | 0.00625228
0.5 le-08 || 0.00215577 | 0.00136734 | 0.00187073 | 0.00160108
0.5 le-11 || 0.000511304 | 0.000424462 | 0.000490821 | 0.000409008
0.75 || 0.01 0.035445 0.0219906 0.0235827 0.023576
0.75 || le-05 0.0112562 0.00951117 0.0101683 0.00980831
0.75 || 1e-08 0.00297799 0.00230669 | 0.00215467 | 0.00239697
0.75 || 1e-11 || 0.000795384 | 0.000669175 | 0.000694454 | 0.00088959

Tabelle 19: Kontrollvariablen, Weibull § = 0.25.

| p || A(w) || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.0340232 0.0156339 0.0170962 0.0150871
0.25 || le-05 0.0577091 0.0416202 0.0467907 | 0.0451604
0.25 || 1e-08 0.0362488 0.0389254 0.048482 0.038845
0.25 || le-11 0.0167383 0.0177584 0.0278201 | 0.0277029
0.5 | 0.01 0.0777067 0.0377581 0.040249 0.038714
0.5 1e-05 0.144354 0.128971 0.125533 0.121119
0.5 le-08 0.0987756 0.0853035 0.0829769 | 0.0778799
0.5 le-11 0.0311246 0.0360373 0.0296549 0.0482282
0.75 || 0.01 0.14197 0.0773388 0.0799778 0.0792904
0.75 || 1e-05 0.775704 0.649989 0.754282 0.630272
0.75 || 1e-08 0.243248 0.280265 0.289328 0.302551
0.75 || le-11 0.111678 0.126714 0.130234 0.120371

Tabelle 20: Kontrollvariablen, Weibull 5 = 0.5.
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| p || A(w) || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |

0.25 || 0.01 0.0655471 0.0249365 0.0278574 | 0.0258339
0.25 || 1e-05 0.478149 0.399184 0.387299 0.404613
0.25 || 1e-08 3.20718 3.91786 2.1931 2.30909
0.25 || le-11 3.74052 1.3302 2.48046 3.17308
0.5 | 0.01 0.123935 0.0505769 0.0583044 0.056367
0.5 le-05 1.05971 0.932977 0.994122 0.967234
0.5 le-08 11.3404 7.80722 16.1045 14.424

0.5 le-11 22.0952 50.2825 14.7809 13.9411

0.75 || 0.01 0.137316 0.0651947 0.0704295 0.069532
0.75 || 1e-05 0.709958 0.494698 0.509886 0.50946
0.75 || 1e-08 5.26052 5.17346 4.77147 4.84174
0.75 || le-11 35.5728 47.2806 44.3374 32.5801

Tabelle 21: Kontrollvariablen, Weibull g = 0.75.

| p || A(w) | Assymptotik || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.207149 0.0384818 0.0050103 0.00634495 | 0.00549559
0.25 || 1e-05 | 0.0207149 0.0310725 0.00180229 | 0.00232916 | 0.0020863
0.25 || 1e-08 | 0.00207149 0.030993 0.00176779 0.0022672 | 0.00203928
0.25 || le-11 | 0.000207149 0.0310047 0.00176653 0.0022124 | 0.00207307
0.5 | 0.01 0.430887 0.054267 0.00847311 0.0102202 | 0.00943759
0.5 le-05 | 0.0430887 0.0439123 0.00222214 0.0029142 | 0.00270755
0.5 le-08 | 0.00430887 0.0438261 0.00214529 | 0.00284995 | 0.00266726
0.5 le-11 | 0.000430887 0.0438482 0.0021907 0.00282461 | 0.0026321
0.75 || 0.01 0.896281 0.0711001 0.0164748 0.0204698 | 0.0195621
0.75 || 1e-05 | 0.0896281 0.0537979 0.0040609 0.00643118 | 0.00603675
0.75 || 1e-08 | 0.00896281 0.0537141 0.00408352 | 0.00633266 | 0.00599254
0.75 || le-11 | 0.000896281 0.053697 0.00403506 | 0.00637119 | 0.00606878

Tabelle 22: Schitzer Z7 mit Pareto a = 1.5 als Schadenshéhenverteilung.

‘ P H A(u) ‘ Assymptotik H Monte Carlo ‘ start Halton ‘ shift Halton ‘ shift Sobol ‘
0.25 || 0.01 0.207149 0.0123027 0.00429299 0.0053802 0.00469664
0.25 || 1e-05 | 0.0207149 0.000473189 | 0.000405758 | 0.000421027 | 0.000419089
0.25 || 1e-08 | 0.00207149 1.58407e-05 | 1.72024e-05 | 7.86036e-06 | 1.52922¢-05
0.25 || 1le-11 | 0.000207149 || 1.06832e-07 | 1.08006e-07 | 6.02651e-08 | 8.69875e-08
0.5 | 0.01 0.430887 0.0192091 0.00759978 | 0.00906995 | 0.00849976
0.5 le-05 | 0.0430887 0.000505743 | 0.000455055 | 0.000463414 | 0.000494024
0.5 le-08 | 0.00430887 6.83233e-06 | 8.67457e-06 | 7.86662e-06 | 9.06992e-06
0.5 le-11 | 0.000430887 || 7.53554e-08 | 1.40827e-07 | 6.56479¢-08 | 1.16045e-07
0.75 || 0.01 0.896281 0.0322978 0.0150974 0.0173013 0.0170229
0.75 || 1e-05 | 0.0896281 0.000541312 | 0.000473279 | 0.000502111 | 0.000493053
0.75 || 1e-08 | 0.00896281 2.02703e-05 | 1.80948e-05 | 1.09509e-05 | 1.33899e-05
0.75 || 1le-11 | 0.000896281 || 1.00864e-07 | 7.38667e-08 | 7.80979e-08 | 7.62257e-08

Tabelle 23: Schitzer Zg mit Pareto o = 1.5 als Schadenshéhenverteilung.
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| p || A(w) | Assymptotik || Monte Carlo | start Halton | shift Halton | shift Sobol |
0.25 || 0.01 0.207149 4.24253 2.04343 8.17694 2.85491
0.25 || 1e-05 0.0207149 24.9205 28.4803 23.2175 23.5344
0.25 || 1e-08 | 0.00207149 NaN 196.039 196.039 NaN
0.25 || 1e-11 | 0.000207149 NaN NaN NaN NaN
0.5 0.01 0.430887 19.0487 3.45136 2.21849 5.09586
0.5 || 1le-05 | 0.0430887 37.8723 38.4179 30.9361 27.621
0.5 1e-08 | 0.00430887 NaN NaN NaN NaN
0.5 le-11 | 0.000430887 NaN NaN NaN NaN
0.75 || 0.01 0.896281 2.84567 2.68428 8.45654 7.56066
0.75 || 1e-05 0.0896281 99.0413 99.1385 47.4512 30.2972
0.75 || 1e-08 | 0.00896281 NaN NaN NaN NaN
0.75 || 1e-11 | 0.000896281 NaN NaN NaN NaN

Tabelle 24: Schétzer Z1; mit Pareto w = 1.5 als Schadenshohenverteilung,.
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