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VorwortEine wi
htige Aufgabe der Versi
herungsmathematik ist die Bere
hnung von Werten, die mitdem Ruin einer Versi
herung zusammenhängen, wie zum Beispiel die Ruinwahrs
heinli
hkeit.Die Grundlagen für die dafür benötigte Ruintheorie wurden bereits in der ersten Hälfte des19. Jahrhunderts, vor allem von S
hwedis
hen Mathematikern gelegt.Für Probleme aus der Ruintheorie existieren oft keine analytis
hen Lösungen, daher ist Simu-lation eine mögli
he Methode um diese Probleme näherungsweise zu lösen. Da aber Ereignissewie der Ruin einer Versi
herung seltene Ereignisse sind, sind damit verbundene Werte oft sehrklein und benötigen daher bei ihrer Bere
hnung eine hohe Genauigkeit. Naive Simulations-te
hniken, wie zum Beispiel die Monte Carlo Methode benötigen in so einem Fall einen zugroÿen Re
henaufwand und sind daher in der Praxis ni
ht brau
hbar. Man benötigt daherno
h zusätzli
he Ideen um den Re
henaufwand zu verringern.Diese Diplomarbeit bes
häftigt si
h vor allem mit der Ruinwahrs
heinli
hkeit im Cramér-Lundberg-Modell und der Wahrs
heinli
hkeit, dass der Gesamts
haden im Kollektiven Risi-komodell einen vorgegebenen Wert übersteigt. Beide Probleme sind äquivalent zur Bere
h-nung der Wahrs
heinli
hkeit, dass eine zufällige Summe gröÿer ist als ein vorgegebener Wert.In dieser Diplomarbeit wurden die bekannten Monte Carlo Methoden zur Bere
hnung die-ser Wahrs
heinli
hkeiten zusammengefasst und mit den äquivalenten zufälligen Quasi MonteCarlo Methoden vergli
hen. Dabei wurden vor allem Methoden für die in der Praxis wi
h-tigen subexponentiellen Verteilungen untersu
ht. Des Weiteren werden e�ektive Methodenzur Bere
hnung von dem Erwartungswert und dem zweiten Moment des Übers
husses einerzufälligen Summe angegeben.
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Kapitel 1Einleitung und grundlegende Modelle1.1 Seltene EreignisseIn der Finanz- und Versi
herungs-Mathematik, aber au
h in anderen Teilen der Mathematik,gibt es zufällige Ereignisse wel
he nur mit kleiner Wahrs
heinli
hkeit eintreten. Man spri
ht inso einem Fall von seltenen Ereignissen. Beispiele für seltene Ereignisse sind Erdbeben, groÿeFlutwellen oder der Ruin einer Versi
herung. Da eine kleine Wahrs
heinli
hkeit kein exakterBegri� ist, de�nieren wir.De�nition 1.1 (Seltene Ereignisse). Sei (Ω,A, P ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, dannheiÿt eine Familie (A(u))u>0, A(u) ∈ A, von Ereignissen, Familie seltener Ereignisse falls
lim
u→∞

P (A(u)) = 0 (1.1)gilt.Das Ziel dieser Diplomarbeit ist es e�ziente Methoden zur näherungsweisen Bere
hnungvon P (A(u)) vorzustellen. Da es viele vers
hiedene seltene Ereignisse gibt, muss man umzu vernünftigen Methoden zu kommen, si
h auf spezielle Ereignisse eins
hränken. In diesemKapitel werden nun Modelle aus der Versi
herungs-Mathematik vorgestellt (siehe [Asm96℄oder [PE97℄), wel
he auf seltene Ereignisse führen.1.2 Das Kollektive RisikomodellEine Versi
herung wird mehrere Versi
herungsverträge in einem Portfolio zusammenfassen.Für die Versi
herung ist interessant, wie viel sie für die in dem Portfolio vereinigten Verträ-gen eingetretenen S
häden an Leistungen zu bezahlen hat. Das kollektive Risikomodell dientdazu den in einem bestimmten Zeitintervall auftretenden Gesamts
haden S eines Portfolioszu modellieren. Die Anzahl der S
häden wird dabei dur
h eine diskrete Zufallsvariable N be-s
hrieben und die jeweiligen S
häden dur
h die Zufallsvariablen Y1, . . . , YN bes
hrieben. Manerhält damit den Gesamts
haden,
SN =

N∑

i=1

Yi =

{

0 für N = 0,

Y1 + Y2 . . .+ YN für N > 0.Dabei gelten die folgenden Modellannahmen.
• Die Anzahl der S
häden ist eine Zufallsvariable N die nur Werte aus N

0 annimmt.
• Die S
hadenshöhen Y1, Y2, . . . , YN sind positive Zufallsvariablen wel
he unabhängig undident (iid) verteilt sind mit Verteilungsfunktion F .1



Kapitel 1. Einleitung und grundlegende Modelle 2
• Die Anzahl der S
häden N und die S
hadenshöhen Y1, Y2, . . . , YN sind unabhängig.Mit den Bezei
hnungen F (x) = 1−F (x), P (N = n) = pn und Fn∗ der n-fa
hen Faltung von

F gilt
P (SN ≤ u) =

∞∑

n=0

pnF
n∗(u) und P (SN > u) =

∞∑

n=0

pnF
n∗

(u).Für Erwartungswert und Varianz gilt in diesem Modell
E[SN ] = E[N ]E[Y1], V ar[SN ] = E[N2]E[Y 2

1 ] + E[N ]V ar[Y1].Bemerkung 1.1. Die Familie von Ereignissen P (SN > u) ist eine Familie seltener Ereignisse.Eine Zufallsvariable die besonders für Rü
kversi
herungen interessant ist und si
h auf diesesModell bezieht ist (SN − u)+ = max(SN − u, 0).1.2.1 Verteilungen für NDie Festlegung einer Verteilung für N führt auf folgende Modelle.Das zusammengesetzte Binomialmodell: In diesem Modell führt man die folgendenzusätzli
hen Annahmen ein.
• Das betra
htete Zeitintervall wird in n Teilintervalle Ik, k ∈ {1, . . . , n} unterteilt:
• In jedem Intervall Ik tritt maximal ein S
haden auf.
• Die Wahrs
heinli
hkeit dass in einem Intervall ein S
haden auftritt ist p und ist unab-hängig davon ob in den anderen Intervallen ein S
haden auftritt.Aus diesen Annahmen folgt, dass N binomialverteilt ist, d.h. P (N = k) =

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k.Wir s
hreiben, N d∼ B(n, p).Das zusammengesetzte Poissonmodell: In diesem Modell ist N d∼ Pois(λ) poissonver-teilt, das heiÿt

P (N = n) =
λn

n!
e−λ für n ∈ N

0.Dieses Modell erhält man, wenn man im zusammengesetzten Binomialmodell λ = np �xiert,und n gegen unendli
h gehen lässt.Bemerkung 1.2. In diesem Modell gilt E[N ] = V ar[N ].Das zusammengesetzte gemis
hte Poissonmodell: Um im zusammengesetzten Pois-sonmodell etwas mehr Fluktuation zuzulassen, kann man den Parameter λ sto
hastis
h wäh-len. Falls man mit G die Verteilungsfunktion von λ bezei
hnet, so erhält man für N ,
P (N = n) = E[P (N = n|λ)] = E

[
λn

n!
e−λ
]

=

∫ ∞

0

ln

n!
e−l dG(l).Das zusammengesetzte negative Binomialmodell: Dieses Modell erhält man, indemman beim zusammengesetzten gemis
hten Poissonmodell λ gammaverteilt wählt, d.h. λ d∼

Γ(α, β) mit Di
hte fλ(x) = βαxα−1e−βx/Γ(α). Dur
h diese Wahl ergibt si
h, dass N negativbinomialverteilt ist, d.h.
P (N = n) =

(
r + n− 1

n

)

prqn für n ∈ N
0,dabei ist r = α und p = 1 − q = β

β+1 .



Kapitel 1. Einleitung und grundlegende Modelle 31.2.2 Verteilungen für die S
hadenshöhenDur
h statistis
he Untersu
hungen erhält man, dass die folgenden Verteilungen für die S
ha-denshöhen Yi im kollektivem Risikomodell geeignet sind.Lognormal-Verteilung: Falls Z eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
µ und Varianz σ2 ist, dann wird die Verteilung von eZ als Lognormal-Verteilung bezei
hnet.Damit ergibt si
h die Di
hte als,

f(x) =
1

x
√

2πσ2
exp

{

−(log(x) − µ)2

2σ2

}

, x > 0.Pareto-Verteilung: Für α > 0 und β > 0 wird diese Verteilung dur
h die Di
hte
f(x) = αγ(1 + γx)−α−1, x > 0,bestimmt. Für den S
hwanz der Verteilungsfunktion gilt,
F (x) = (1 + γx)−α, x ≥ 0.Weibull-Verteilung: Diese Verteilung wird dur
h die Di
hte
f(x) = βγxβ−1e−γx

β

, x > 0,bestimmt. Dabei ist β > 0 und γ > 0. Für den S
hwanz der Verteilungsfunktion gilt:
F (x) = e−γx

β

, x ≥ 0.1.3 Das Cramér-Lundberg-ModellDas Cramér-Lundberg-Modell ist ein Risiko-Modell in stetiger Zeit. Man nimmt dabei an,dass der Gesamts
haden zu einem festen Zeitpunkt t dem eines zusammengesetzten PoissonModells entspri
ht. Des Weiteren nimmt man an, dass die Prämienzahlungen stetig erfolgenund linear in der Zeit sind. Damit gilt für die freie Reserve Ct zum Zeitpunkt t,
Ct = u+ ct+

Nt∑

i=1

Yi.Hierbei ist u das Anfangskapital und c die Prämienrate. Die Anzahl der S
häden in [0, t)ist ein Poisson-Prozess Nt mit Parameter λ und N0 = 0. Die S
hadensgröÿen (Yi)i≥1 sindeine Folge unabhängiger ident verteilter positiver Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F ,Erwartungswert E[Yi] = µ und unabhängig von Nt.Der Ruinzeitpunkt de�niert si
h als der erste Zeitpunkt bei dem die freie Reserve kleiner wirdals 0, d.h.
T = inf {t > 0 : Ct < 0} , (inf ∅ = ∞).Daraus ergibt si
h die Ruinwahrs
heinli
hkeit als:

Ψ(u) = P (T <∞),und die Überlebenswahrs
heinli
hkeit als:
U(u) = 1 − Ψ(u).



Kapitel 1. Einleitung und grundlegende Modelle 4Bemerkung 1.3. Die Familie von Ereignissen Ψ(u), u > 0 ist eine Familie seltener Ereignisse.Satz 1.1. Die Überlebenswahrs
heinli
hkeit U ist Lösung der Integro-Di�erenzialglei
hung
c U ′(x) − λU(x) + λ

∫ x

0
U(x− y) dF (y) = 0, (1.2)mit der Nebenbedingung limx→∞U(x) = 1.Beweis. U(x) zum Zeitpunkt t kann man aus U(x) zum Zeitpunkt t + dt bere
hnen. DieWahrs
heinli
hkeit, dass zwis
hen t und dt ein S
haden eintritt ist e−λdt, für kleines dt kanndies mit der Taylorformel dur
h 1 − λt+O(dt2) approximiert werden. Analog ergibt si
h fürdie Wahrs
heinli
hkeit, dass es zu genau einem S
haden kommt, λdte−λdt = λdt + O(dt2),und die Wahrs
heinli
hkeit, dass es zu mehr als einem S
haden kommt ist O(dt2). Mit demGesetz von der totalen Wahrs
heinli
hkeit gilt für U(x):

P (Überleben) = P (kein S
haden)P(Überleben|kein S
haden)

+ P (ein S
haden)P (Überleben|ein S
haden)

+ P (mehr als ein S
haden)P (Überleben|mehr als ein S
haden)

= P (kein S
haden)P (Überleben kein S
haden)

+ P (S
haden)
∑

y

P (S
haden ∧ Y = y)P ( Überleben|S
haden ∧ Y = y)

+ O(dt2),also
U(x) = (1 − λ dt)U(x+ c dt) + λ dt

∫ x+c dt

0
U(x+ c dt− y) dF (y) +O(dt2)

= (1 − λ dt)(U(x) + c dtU ′(x) +O(dt2)) + λ dt

∫ x

0
U(x− y) dF (y) +O(dt2),

0 = −λ dtU(x) + c dtU ′(x) + λ dt

∫ x

0
U(x− y) dF (y) +O(dt2).Falls man nun mit dt kürzt und dann den Grenzübergang dt → 0 dur
hführt so erhält man(1.1)Lemma 1.2. Falls Yi d∼ Exp(δ), das heiÿt F (x) = 1 − e−δx, dann gilt für die Überlebens-wahrs
heinli
hkeit

U(u) = 1 − λ

cδ
e−

cδ−λ
c

u.Beweis. Multipliziert man Glei
hung (1.2) mit eδu so erhält man,
ceδuU ′(u) − λeδuU(u) + λδ

∫ u

0
U(u− y)eδ(u−y) dy = 0, (1.3)

ceδuU ′(u) − λeδuU(u) + λδ

∫ u

0
U(y)eδy dy = 0.Di�erenziert man na
h u, so erhält man

cδeδuU ′(u) + ceδuU ′′(u) − λδeδuU(u) − λeδuU ′(u) + λδeδuU(u) = 0,

cU ′′(u) + (cδ − λ)U ′(u) = 0.Die Lösung der Di�erentialglei
hung ist
U(u) = A+Be−

cδ−λ
c

u.



Kapitel 1. Einleitung und grundlegende Modelle 5Aus limu→∞U(u) = 1 erhält man A = 1. Setzt man in (1.3) u = 0 erhält man.
−ccδ − λ

c
B = λ(1 +B) oder B = − λ

δc
.De�nition 1.2 (Integrierter S
hwanz). Sei F (x) eine Verteilungsfunktion und µ =

∫∞
0 x dF (x) <∞, dann wird die Integrierter-S
hwanz-Verteilung FI(x) de�niert dur
h:

FI(x) =
1

µ

∫ x

0
(1 − F (y)) dy =

1

µ

∫ x

0
F (y) dy, x ≥ 0.Die Di
hte von FI(x) wird als fI(x) bezei
hnet.Satz 1.3 (Polla
zek-Khini
hine-Formel). Im Cramér-Lundberg-Modell sei F die Vertei-lungsfunktion der S
hadensgröÿen Yi, Fn∗I die n-fa
he Faltung von FI und ρ = λµ

c < 1. Dannist die Überlebenswahrs
heinli
hkeit gegeben dur
h
U(u) =

∞∑

n=0

(1 − ρ)ρnFn∗I (u).Zur Wiederholung der Satz von der dominierten Konvergenz, sei dazu ν ein Maÿ.Satz 1.4 (Satz von der dominierten Konvergenz). Ist (fn)n≥1 eine Folge messbarerFunktionen die ν-f.s. gegen f konvergieren und besitzt die Funktionenfolge eine integrierbareMajorante (d.h. |fn| ≤ g für alle n ≥ 1 und ∫ |g| dν < ∞), dann ist f integrierbar und esgilt:
lim
n→∞

∫

fn dν =

∫

lim
n→∞

fn dν =

∫

f dν.Beweis Satz 1.3. Mit Glei
hung (1.2) gilt:
c

λ
U ′(x) − U(x) +

∫ x

0
U(x− y) dF (y) = 0.Dur
h Integration na
h x von 0 bis u erhält man:

c

λ
(U(u) − U(0)) =

∫ u

0
U(x) dx−

∫ u

0

∫ x

0
U(x− y) dF (y)dx,

c

λ
(U(u) − U(0)) =

∫ u

0
U(x) dx−

∫ u

0

∫ u

y
U(x− y) dx dF (y)

︸ ︷︷ ︸

I

.Dur
h Substitution erhält man:
I =

∫ u

0

∫ u−y

0
U(x) dx dF (y) =

∫ u

0

∫ u−x

0
dF (y) U(x) dx =

∫ u

0
U(x)F (u− x) dx.Damit erhält man:

c

λ
(U(u) − U(0)) =

∫ u

0
U(x)(1 − F (u− x)) dx =

∫ u

0
U(u− x)(1 − F (x)) dx.Da limu→∞U(u) = 1 erhält man mit dem Grenzübergang u → ∞ und dem Satz von derdominierter Konvergenz:

c

λ
(1 − U(0)) = lim

u→∞

∫ u

0
U(u− x)(1 − F (x)) dx

d.k.
=

∫ ∞

0
(1 − F (x)) dx = µ.



Kapitel 1. Einleitung und grundlegende Modelle 6Damit gilt U(0) = c−λµ
c für beliebige S
hadenshöhenvertilungen F (mit µ < ∞). Zusammenmit der De�nition von FI erhält man:

U(u) =
c− λµ

c
+
λµ

c

∫ u

0
U(u− x) dFI(x).Für eine Funktion g(x) sei die Lapla
e Transformierte ĝ(s) =

∫∞
0 e−sxg(x) dx. Für Re(s) > 0gilt:

Û(s) =
1 − ρ

s
+ ρÛ(s)f̂I(s),

Û(s) =
(1 − ρ)/s

1 − ρf̂I(s)
=

1 − ρ

s

∞∑

n=0

(ρf̂I(s))
n.Dur
h Rü
ktransformation erhält man:

U(x) =

∞∑

n=0

(1 − ρ)ρnFn∗I (x).Korollar 1.5. Die Ruinwahrs
heinli
hkeit ist gegeben dur
h:
Ψ(u) =

∞∑

n=0

(1 − ρ)ρnF
n∗
I (u). (1.4)Sei F I der S
hwanz der Verteilungsfunktion FI , N̄ eine geometris
hverteilte Zufallsvariablemit Parameter ρ und die Zufallsvariablen Xi seien iid F I . Dann ist (1.4) äquivalent zu

Ψ(u) = P





N̄∑

i=1

Xi > u



 .De�nition 1.3. Für i ≥ 1 sei
Zi = inf

t>0
{N(t) ≥ i)} − inf

t>0
{N(t) ≥ (i− 1)} .Die Zeit zwis
hen dem Eintreten des (i− 1)-ten und des i-ten S
hadens.Lemma 1.6. Seien die Zi iid exponentialverteilt mit Parameter λ, d.h. FZ(x) = e−λx. Dannist N(t) ein Poissonprozess mit Parameter λ.Beweis. Wir zeigen zunä
hst, dass N(t) poissonverteilt mit Parameter λt ist, d.h.

P (N(t) ≥ n) = 1 −
n−1∑

i=0

(λt)i

i!
e−λt.Die Summe, n exponentialverteilter Zufallsvariablen, ist Gamma verteilt mit Parametern β =

λ und α = n. Zusammen mit partieller Integration gilt:
P (N(t) ≥ n) = P

(
n∑

i=1

Zi ≤ t

)

=

∫ t

0

λn

(n − 1)!
xn−1e−λx dx = 1 −

n−1∑

i=0

(λt)i

i!
e−λt.



Kapitel 1. Einleitung und grundlegende Modelle 7Es bleibt P (N(t + h) − N(t) ≥ n|N(t)) = P (N(h) ≥ n) zu zeigen. Für k ≥ 0 genügt es
P (N(t+ h) −N(t) ≥ n|N(t) = k) = P (N(h) ≥ n) zu zeigen. Sei Snm =

∑n
i=mZi, dann gilt:

P (N(t+ h) −N(t) ≥ n|N(t) = k) = P

(

Sn+k
k+1 ≥ t+ h− Sk1

∣
∣
∣
∣
Sk1 ≤ t,Xk+1 > t− Sk1

)

= P
(

Sn+k
k+1 ≥ h

) (1.5)
= P (Sn1 ≥ n) = P (N(h) ≥ n).Dabei folgt die Glei
hung 1.5 aus P (Z1 ≥ x+ y|Z1 ≥ x) = P (Z1 ≥ y).Lemma 1.7. Sei

Sn =
n∑

i=1

Yi − cZi.Dann ist die Ruinwahrs
heinli
hkeit im Cramér-Lundberg-Modell gegeben dur
h:
Ψ(u) = P

(

sup
n≥1

Sn > u

)

.Beweis. Das Lemma folgt aus der Tatsa
he, dass Ruin nur dur
h einen S
haden eintretenkann.



Kapitel 2Subexponentielle VerteilungenIn der Versi
herungsmathematik werden in der Regel die Verteilungen Lognormal, Paretound Weibull (mit Parameter β < 1) verwendet. Diese Verteilungen gehören zur Klasse dersubexponentiellen Verteilungen. Dieses Kapitel folgt im wesentli
hen [Asm96℄, eine allgemeineEinführung in subexponentielle Verteilungen �ndet man in [PE97℄De�nition 2.1 (Subexponentielle Verteilungen). Eine auf (0,∞) konzentrierte Vertei-lung heiÿt subexponentiell falls für ihre Verteilungsfunktion F ,
lim
x→∞

F
2∗

(x)

F (x)
= 2 (2.1)gilt. Man s
hreibt F ∈ S falls die zu F gehörende Verteilung subexponentiell ist.Lemma 2.1. Sei F eine beliebige Verteilung auf (0,∞) und X1,X2 unabhängige Zufallsva-riablen mit Verteilung F . Dann gelten die folgenden (Un)glei
hungen:

lim
x→∞

P (max(X1,X2) > x)

2F (x)
= 1,

lim inf
x→∞

F
2∗

(x)

F (x)
≥ 2.Beweis. Mit der Formel von Inklusion und Exklusion gilt:

P (max(X1,X2) > x) = P (X1 > x) + P (X2 > x) − P (X1 > x,X2 > x) = 2F (x) − F (x)2.Damit folgt der erste Teil des Lemmas.Da F auf (0,∞) konzentriert ist gilt {max(X1,X2) > x} ⊆ {X1 +X2 > x}, damit gilt:
lim inf
x→∞

F
2∗

(x)

F (x)
≥ lim inf

x→∞
P (max(X1,X2) > x)

F (x)
= 2.Aus der De�nition und dem Lemma 2.1 folgt, dass si
h die Summe zweier subexponentiellerZufallsvariablen glei
h verhält, wie deren Maximum.Proposition 2.2. Für F ∈ S gilt:

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1.Die Konvergenz ist glei
hmäÿig für y ∈ [0, y0].8



Kapitel 2. Subexponentielle Verteilungen 9Beweis. Sei zunä
hst y fest. Mit der Identität
F

(n+1)∗
(x)

F (x)
= 1 +

F (x) − F (n+1)∗(x)

F (x)
= 1 +

∫ x

0

1 − Fn∗(x− z)

F (x)
dF (z), (2.2)und dur
h Unterteilen des Integrationsberei
hes in [0, y] und (y, x] erhält man für n = 1

F
2∗

(x)

F (x)
≥ 1 + F (y) +

F (x− y)

F (x)
(F (x) − F (y)).Falls lim supx→∞ F (x − y)/F (x) > 1 wäre so wurde lim supx→∞ F

2∗
(x)/F (y) > 1 + F (y) +

1−F (y) = 2 gelten, das ist ein Widerspru
h zu De�nition 2.1. Da für y > 0, F (x−y) ≤ F (x)gilt ist damit die Aussage der Proposition für festes y bewiesen.Die glei
hmäÿige Konvergenz folgt aus
1 ≤ F (x− y)

F (x)
≤ F (x− y0)

F (x)
für alle y ∈ [0, y0] .Das folgende Resultat ist die Verallgemeinerung der Eigens
haft der Summe zweier subexpo-nentieller Zufallsvariablen auf die Summe von n Variablen.Proposition 2.3. Sei F ∈ S, dann gilt für alle n:

lim
x→∞

F
n∗

(x)

F (x)
= n.Beweis. Der Beweis wird mittels Induktion na
h n geführt.Induktionsanfang: Der Fall n = 2 ist genau die De�nition 2.1.Induktionss
hritt: Sei ε > 0, und y so groÿ, dass ∣∣∣Fn∗(x)/F (x) − n

∣
∣
∣ ≤ ε für alle x ≥ y gilt.Dann folgt aus der Identität (2.2):

F
(n+1)∗

(x)

F (x)
= 1 +

∫ x−y

0

F
n∗

(x− z)

F (x− z)

F (x− z)

F (x)
dF (z) +

∫ x

x−y

F
n∗

(x− z)

F (x− z)

F (x− z)

F (x)
dF (z).Das zweite Integral ist dur
h

sup
v≥0

F
n∗

(v)

F (v)

F (x) − F (x− y)

F (x)bes
hränkt. Aus der Induktionsannahme und Proposition 2.2 folgt, dass diese S
hranke gegen
0 konvergiert. Für das erste Integral gilt:

∫ x−y

0

F
n∗

(x− z)

F (x− z)

F (x− z)

F (x)
dF (z)

= (n+O(ε))

∫ x−y

0

F (x− z)

F (x)
dF (z)

= (n+O(ε))

{
F (x) − F 2∗(x)

F (x)
−
∫ x

x−y

F (x− z)

F (x)
dF (z)

}

.Wegen der De�nition 2.1 geht der erste Term in der Klammer gegen 1. Der zweite ist dur
h
(F (x) − F (x− y))/F (x) bes
hränkt und geht daher gegen 0. Diese Aussagen zusammen mitdem Grenzübergang ε→ 0, beweisen den Induktionss
hritt.



Kapitel 2. Subexponentielle Verteilungen 10Lemma 2.4. Sei F ∈ S und ε > 0, dann gibt es eine Konstante K = Kε mit
F
n∗

(x) ≤ K(1 + ε)nF (x)für alle n und x.Beweis. Sei δ > 0 de�niert dur
h (1+δ)2 = 1+ε, sei T so groÿ, dass (F (x)−F 2∗(x))/F (x) ≤
1 + δ für alle x ≥ T , sei A = 1/F (T ), αn = supx≥0 F

n∗
(x)/F (x). Dann gilt mit der Identität(2.2):

αn+1 ≤ 1 + sup
x≤T

∫ x

0

F
n∗

(x− z)

F (x)
dF (z) + sup

x>T

∫ x

0

F
n∗

(x− z)

F (x− z)

F (x− z)

F (x)
dF (z)

≤ 1 +A+ αn sup
x>T

∫ x

0

F (x− z)

F (x)
dF (z) ≤ 1 +A+ αn(1 + δ).Zusammen mit α1 = 1 erhält man, dass αn ≤ K(1 + δ)2n mit K = (1 +A)/ε.Es folgt nun ein hinrei
hendes Kriterium für F ∈ S, dazu benötigt man die Hazard Rates.De�nition 2.2 (Hazard Rates). Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F undDi
hte f dann de�niert man die Hazard Rate als

λ(x) =
f(x)

F (x)und die Hazard Funktion als
Λ(x) =

∫ x

0
λ(y) dy.Es gilt, f(x) = λ(x)e−Λ(x) und F (x) = e−Λ(x).Lemma 2.5. Sei F eine Verteilungsfunktion mit Di
hte f und Hazard Rate λ(x). Ist λ(x)fallend für alle x ≥ x0 und limx→∞ λ(x) = 0, dann gilt F ∈ S, falls

∫ ∞

0
exλ(x)f(x) dx <∞.Beweis. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass λ(x) für alle x ≥ 0fallend ist (sonst ersetzt man F dur
h eine Verteilung mit glei
hem S
hwanz, wel
he eineüberall fallende Hazard Rate hat). Mit der Identität (2.2) erhält man:

F
2∗

(x)

F (x)
− 1 =

∫ x

0

F (x− y)

F (x)
f(y) dy

=

∫ x

0
exp {Λ(x) − Λ(x− y) − Λ(y)}λ(y) dy

=

∫ x/2

0
exp {Λ(x) − Λ(x− y) − Λ(y)}λ(y) dy (2.3)

+

∫ x/2

0
exp {Λ(x) − Λ(x− y) − Λ(y)}λ(x− y) dy. (2.4)Da λ(x) fallend ist, gilt für y < x/2:

Λ(x) − Λ(x− y) =

∫ x

x−y
λ(z) dz ≤ yλ(x− y) ≤ yλ(y). (2.5)Aus der zweiten der beiden Unglei
hungen 2.5 folgt, dass das Integral 2.3 dur
h, die na
hVoraussetzung integrierbare Funktion exp {yλ(y) − Λ(y)}λ(y) = exp {yλ(y)} f(y) bes
hränkt
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hung 2.5 und λ(x− y) → 0 für �xes y folgt, dass der Integrand 2.3für x→ ∞ gegen f(y) konvergiert. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dassdas Integral 2.3 für x → ∞ gegen 1 konvergiert. Da für y < x/2, λ(x − y) ≤ λ(y) gilt, kannman die glei
he S
hranke au
h für das Integral 2.4 verwenden, nur dass hier der Integrandgegen 0 strebt. Daraus folgt, dass limx→∞ F
2∗

(x)/F (x) − 1 = 1 und damit gilt F ∈ S.De�nition 2.3. Seien a(x) und b(x) zwei Funktionen. Man s
hreibt a(x) ∼ b(x) falls
lim
x→∞

a(x)

b(x)
= 1.Lemma 2.6. Seien X1,X2, . . . iid mit Verteilung F ∈ S und sei N eine ganzzahlige Zufalls-variable mit E[zN ] <∞ für ein z > 1. Dann gilt:

P

(
N∑

i=1

Xi > u

)

∼ E[N ]F (u).Beweis. In Proposition 2.3 wurde Fn∗(u) ∼ nF (u), u→ ∞ gezeigt und in Lemma 2.4 wurdegezeigt, dass für alle z > 1 ein K existiert mit Fn∗(u) ≤ KznF (u) für alle u > 0. Daraus folgt:
lim
u→∞

P
(
∑N

i=1Xi > u
)

F (u)
= lim

u→∞

∞∑

n=0

P (N = n)
F
n∗

(u)

F (u)

=

∞∑

n=0

P (N = n) lim
u→∞

F
n∗

(u)

F (u)

=
∞∑

n=0

P (N = n)n = E[N ].Dabei darf man die Summe und den Grenzwert vertaus
hen, da P (N = n)Kzn eine integrier-bare Majorante ist.Das folgende Lemma ist notwendig, wenn man Zufallsvariablen N untersu
ht, wel
he ni
htdie Bedingungen des Lemmas 2.6 erfüllen:Lemma 2.7. Seien X1,X2, . . . iid mit Verteilung F ∈ S und sei N eine ganzzahlige Zufalls-variable. Dann gibt es ein c > 0 mit
P

(
N∑

i=1

Xi > u

)

≥ cF (u)für alle u > 0.Beweis. Sei n0 eine ganze Zahl mit P (N ≤ n0) > 0 wegen Lemma 2.6 gibt es ein c1 mit
P
(
∑N

i=1XiI{N≤n0} > u
)

∼ c1F (u). Daraus folgt es gibt ein u0 mit
P

(
N∑

i=1

Xi > u

)

= P

(
N∑

i=1

XiI{N≤n0} > u

)

+ P

(
N∑

i=1

XiI{N>n0} > u

)

,

≥ P

(
N∑

i=1

XiI{N≤n0} > u

)

≥ c1
2
F (u) für alle u ≥ u0.



Kapitel 2. Subexponentielle Verteilungen 12Für c = min
{

c1/2, P
(
∑N

i=1Xi > u0

)} gilt:
P

(
N∑

i=1

Xi > u

)

≥ P

(
N∑

i=1

Xi > u0

)

≥ P

(
N∑

i=1

Xi > u0

)

F (u) ≥ cF (u) für u < u0,

P

(
N∑

i=1

Xi > u

)

≥ c1
2
F (u) ≥ cF (u) für u ≥ u0.Satz 2.8. Falls für die S
hadenshöhenverteilung im Cramér-Lundberg-Modell FI ∈ S gilt.Dann gilt für die Ruinwahrs
heinli
hkeit:

Ψ(u) ∼ ρ

1 − ρ
F I(u), u→ ∞.Beweis. Aus der Polla
ze
k-Khin
hine Formel folgt, dass Ψ(u) = P (X1 +X2 + · · ·+XN > u)mit X1,X2, . . . iid mit Verteilung FI und P (N = n) = (1 − ρ)ρn gilt. Für alle z mit zρ < 1gilt E[zN ] <∞. Mit Lemma 2.6 und E[N ] = ρ/(1 − ρ) folgt die Aussage des Satzes.2.1 Regular VaryingEine der wi
htigsten subexponentiellen Verteilungen ist die Pareto-Verteilung. Sätze über diePareto-Verteilung stimmen oft au
h für die etwas allgemeinere Klasse der Regular-Varying-Verteilungen. Ein Standardwerk dazu ist [NBT87℄.De�nition 2.4 (Slowly Varying). Eine positive, lebesgue-messbare Funktion L heiÿt slowlyvarying falls

lim
x→∞

L(tx)

L(x)
= 1, für alle t > 0.Satz 2.9. Sei L(x) slowly varying, dann gilt

L(x) = c(x) exp

{∫ x

z

δ(u)

u
du

}

, x > z, (2.6)dabei ist z > 0, δ und c sind messbare Funktionen mit limx→∞ c(x) = c0 ∈ (0,∞) und
limx→∞ δ(x) = 0. Es gilt au
h die Umkehrung.Korollar 2.10. Sei L(x) slowly varying und ε > 0. Dann gilt:

lim
x→∞

xεL(x) = ∞ und lim
x→∞

x−εL(x) = 0.Eine wi
htige Eigens
haft von slowly varying Funktionen ist, dass man sie in gewisser Weisemit der Integration vertaus
hen kann. Karamata's Satz bes
hreibt diese Eigens
haft, für einenBeweis siehe [Fel71℄.Satz 2.11 (Karamata). Sei L(x) slowly varying und lokal bes
hränkt in [x0,∞) für ein
x0 ≥ 0. Dann gilt:

• Für α > −1 ∫ x

x0

L(y)yα dy ∼ (α + 1)−1xα+1L(x), x→ ∞.

• Für α < −1 ∫ ∞

x
L(y)yα dy ∼ −(α+ 1)−1xα+1L(x), x→ ∞.
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• Für ∫∞

x0
L(y)/y dy <∞ ist ∫∞

x L(y)/y dy slowly varying.De�nition 2.5 (Regular Varying). Eine Verteilung F heiÿt regular varying falls
F (x) =

L(x)

(x+ 1)α
,für L(x) slowly varying und α > 0.Satz 2.12. Jede Regular-Varying-Verteilung F ist subexponentiell.Beweis. Sei F (x) = L(x)/(x+ 1)α mit L(x) slowly varying und α > 0. Sei 0 < δ < 1/2. Falls

X1 +X2 > x, dann ist entweder eines der beiden Xi gröÿer als (1−δ)x, oder beide sind gröÿerals δx. Daraus folgt,
lim sup
x→∞

F
2∗

(x)

F (x)
≤ lim sup

x→∞

2F ((1 − δ)x) + F (δx)2

F (x)

= lim sup
x→∞

2
L((1 − δ)x)

L(x)

(1 + x)α

(1 + (1 − δ)x)α
+ 0 =

2

(1 − δ)α
.Mit δ → 0 folgt lim supx→∞ F

2∗
(x)/F (x) ≤ 2. Zusammen mit Lemma 2.1 folgt limx→∞

F
2∗

(x)/F (x) = 2.Satz 2.13. Sei F (x) = L(x)/(1+x)α mit L(x) slowly varying und α > 1. Dann ist FI regularvarying.Beweis. Sei µ =
∫∞
0 x dF (x). Dann gilt mit Satz 2.11
F I(x) =

1

µ

∫ ∞

x

L(y)

(1 + y)α
dy ∼ L(x)

(α− 1)µ(1 + x)α−1
.Es bleibt zu zeigen dass F I(x)(x+ 1)α−1 slowly varying ist. Für t > 0 gilt,

lim
x→∞

F I(tx)(1 + tx)α−1

F I(x)(1 + x)α−1
= lim

x→∞
L(tx)

L(x)
= 1.Lemma 2.14 ([AK97℄). Sei F (x) = L(x)/(x + 1)α stetig, mit L(x) slowly varying, danngibt es für alle ε > 0 Konstanten C−(ε) und C+(ε) mit

C−(ε)(x + 1)−α−ε ≤ F
(x

d

)

≤ C+(ε)dα−ε(x+ 1)−α+εfür alle d ≥ 1 und x > 0.Beweis. Da L(x) slowly varying ist, gilt limx→∞(x+1)−εL(x) = 0, aus F (x) stetig folgt, dass
L(x) stetig ist und aus F ∈ S folgt limx→0 L(x) = 1. Damit gibt es eine Konstante C̄+(ε) mit
L(x) ≤ C̄+(ε)(1 + x)ε für alle x > 0. Daraus folgt,
F
(x

d

)

=
L(x/d)

(1 + x/d)α
≤ C̄+(ε)(1+x/d)ε−α = C̄+(ε)dα−ε(x+d)−α+ε ≤ C+(ε)dα−ε(x+1)−α+ε.Die untere S
hranke folgt analog mit limx→∞(1 + x)εL(x) = ∞.



Kapitel 2. Subexponentielle Verteilungen 142.2 Die Lognormal-VerteilungDe�nition 2.6. Die Lognormal-Verteilung wird dur
h die Di
hte
f(x) =

1

x
√

2πσ2
exp

{

−(log(x) − µ)2

2σ2

}

=
1

x
√

2πσ2
exp

{

−(log(x/η))2

2σ2

}

, x > 0,de�niert, dabei ist σ ≥ 0 und η = eµ > 0.Bemerkung 2.1. Sei Φ(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Dann giltfür die Verteilungsfunktion einer Lognormal-Verteilung
F (x) = Φ

(
log(x) − µ

σ

)

.Wir wollen zeigen, dass die Lognormal-Verteilung zur Klasse der subexponentiellen Verteilun-gen gehört. Dafür benötigen wir einige Ergebnisse.Lemma 2.15. Sei F die Verteilungsfunktion der Lognormal-Verteilung, dann gilt:
F (x) ∼ G(x) =

σ2

log(x)
√

2πσ2
exp

{

−(log(x) − µ)2

2σ2

}

, x→ ∞.Beweis. Mit der Regel von de l'Hõpital gilt:
lim
x→∞

σ2

log(x)
√

2πσ2
exp

{

− (log(x)−µ)2

2σ2

}

F (x)

= lim
x→∞

−
(

log(x)−µ
x log(x)

√
2πσ2

+ σ2

x log2(x)
√

2πσ2

)

exp
{

− (log(x)−µ)2

2σ2

}

− 1

x
√

2πσ2
exp

{

− (log(x)−µ)2

2σ2

}

= lim
x→∞

(

1 − µ

log(x)
+

σ2

log2(x)

)

= 1.Lemma 2.16. Sei F die Verteilungsfunktion einer Lognormal-Verteilung mit µ > 0 und G(x)wie in Lemma 2.15. Dann gibt es ein x1 > 0 mit F (x) > G(x) für alle x > x1.Beweis. Für g(x) = −G′(x) gilt:
g(x) =

(

log(x) − µ

x log(x)
√

2πσ2
+

σ2

x log2(x)
√

2πσ2

)

exp

{

−(log(x) − µ)2

2σ2

}

= f(x) −
(

log(x)µ− σ2

x log2(x)
√

2πσ2

)

exp

{

−(log(x) − µ)2

2σ2

}

.Für x > x1 = eσ
2/µ gilt g(x) < f(x) und damit:

F (x) =

∫ ∞

x
f(y) dy >

∫ ∞

x
g(y) dy = G(x).Lemma 2.17. Sei λ(x) die Hazard Rate einer Lognormal-Verteilung mit 0 < µ < σ2. Danngibt es ein x0, sodass für alle x > x0 λ(x) monoton fallend ist.



Kapitel 2. Subexponentielle Verteilungen 15Beweis. λ(x) ist monoton fallend für x > x0, falls λ′(x) ≤ 0 für alle x > x0. Es muss daher
λ′ =

(
f

F

)′
=
f ′F + f2

F
2 ≤ 0 oder − f ′F

f2
≥ 1gelten. Aus

f ′(x) = −
(

1

x2
√

2πσ2
+

log(x) − µ

x2σ2
√

2πσ2

)

exp

{

−(log(x) − µ)2

2σ2

}folgt f ′(x) < 0 für x > eµ−σ
2 . Dann gilt für alle x > x0 = max(x1, e

µ−σ2
) mit dem x1 ausLemma 2.16:

−f
′(x)F (x)

f(x)2
≥ −f

′(x)G(x)

f(x)2
=

(log(x) + (σ2 − µ))σ2(x22πσ2)

log(x)x22πσ4

= 1 +
σ2 − µ

log(x)
≥ 1,wegen 0 < µ < σ2.Lemma 2.18. Sei λ(x) die Hazard Rate der Lognormal-Verteilung. Dann gibt es ein x0 sodass

λ(x) monoton fallend für alle x > x0 ist.Beweis. Sei s > 0 so gewählt, dass 0 < µ − log(s) < σ2 gilt. Sei F s die Verteilungsfunktioneiner Lognormal-Verteilung mit Parametern µs = µ − log(s) und σ2
s = σ2, weiters seien fsund λs analog de�niert. Dann gibt es ein xs mit λs(x) ist monoton fallend für alle x > xs. Esgilt

λ(sx) =
f(sx)

F (sx)
=

1
sx

√
2πσ2

exp
{

− (log(sx)−µ)2

2σ2

}

∫∞
sx f(y) dy

=
s−1 1

x
√

2πσ2
exp

{

− (log(x)−(µ−log(s)))2

2πσ2

}

∫∞
x sf(st) dt

=
s−1fs(x)
∫∞
x fs(t) ds

=
fs(x)

sF s(x)
= s−1λs(x).Aus der Monotonie von λs(x) folgt, dass λ(sx) monoton fallend für alle x > xs ist, und damitist λ(x) fallend für alle x > x0 = sxs.Satz 2.19. Die Lognormal-Verteilung ist eine subexponentielle Verteilung.Beweis. Na
h Lemma 2.15 gilt:

λ(x) ∼ log(x)

σ2x
.Daraus folgt, dass exλ(x)f(x) integrierbar ist. Na
h dem Lemma 2.18 gibt es ein x0 sodass

λ(x) fallend ist für alle x > x0. Aus Lemma 2.5 folgt die Aussage des Satzes.2.3 Die Weibull-VerteilungDe�nition 2.7. Eine Verteilung mit Verteilungsfunktion F heiÿt Weibull-Verteilung, falls
F (x) = exp

{

−γxβ
}

,mit γ > 0 und β > 0 ist.



Kapitel 2. Subexponentielle Verteilungen 16Satz 2.20. Eine Weibull-Verteilung mit 0 < β < 1 ist eine subexponentielle Verteilung.Beweis. Für die Hazard Rate einer Weibull-Verteilung gilt:
λ(x) = βγxβ−1.Damit ist λ(x) monoton fallend für alle x > 0 und exλ(x)f(x) = γβxβ−1e−γ(1−β)xβ ist inte-grierbar. Mit Lemma 2.5 folgt die Aussage des Satzes.



Kapitel 3Quasi Monte Carlo Methoden3.1 Monte Carlo MethodeDie in dieser Diplomarbeit betra
hteten Probleme lassen si
h als Integrale über das s-dimensi-onale Einheitsintervall Īs = [0, 1]s s
hreiben, dabei kann s au
h den Wert ∞ annehmen. Indiesem Kapitel werden Methoden vorgestellt um sol
he Integrale numeris
h zu bere
hnen. Dieerste Methode wel
he hier bes
hrieben wird ist die Monte Carlo Methode. Ein Standardwerkzu diesem Thema ist [Gla03℄Sei X1,X2, . . . eine Folge unabhängiger auf Īs glei
hverteilter Zufallsvariablen, dann kann mandas Integral einer Funktion f über Īs dur
h
I = I(f) =

∫

Īs

f(x) dx ≈ 1

N

N∑

i=1

f(xi) (3.1)approximieren. Dabei ist N > 0 eine ganze Zahl und (x1, . . . , xN ) ist eine Realisation desZufallsvektors (X1, . . . ,XN ). Falls für das Integral I(f) <∞ gilt, dann folgt aus dem starkenGesetz der groÿen Zahlen, dass fast si
her
lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

f(xi) =

∫

Īs

f(x) dxgilt. Bevor wir zur Analyse des Approximationsfehlers kommen, stellen wir no
h eine Verall-gemeinerung dieser Methode vor.De�nition 3.1 (S
hätzer). Eine Zufallsvariable Y heiÿt (Monte Carlo) S
hätzer für dasIntegral I(f), falls
E[Y ] =

∫

Īs

f(x) dx.Man spri
ht hier au
h von einem erwartungstreuen S
hätzer.Mit einem S
hätzer Y für I(f) und einer Folge iid verteilter Zufallsvariablen (Yi)i≥0, wobei
Y1 die glei
he Verteilung wie Y hat, kann man I(f) dur
h

∫

Īs

f(x) dx ≈ ȲN =
1

N

N∑

i=1

yiapproximieren. Dabei ist (y1, . . . , yN ) eine Realisation des Zufallsvektors (Y1, . . . , YN ). Imweiteren wird diese Methode als Monte Carlo Methode bezei
hnet. Mit dem starken Gesetzder groÿen Zahlen gilt:
lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

yi =

∫

Īs

f(x) dx.17



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 18Bemerkung 3.1. Falls man Y = f(X) mit X auf Īs glei
hverteilt wählt, so erhält man dieeinfa
he Monte Carlo Methode.Sei εN (f) =
∫

Īs f(x) dx − 1/N
∑N

i=1 yi der Approximationsfehler. Falls σ2 = V ar[Y ] < ∞,dann gilt mit dem zentralen Grenzwertsatz, dass die Verteilung von √
N/σεN (f) gegen eineStandardnormalverteilung strebt, d.h.

√
N

σ
εN (f) =

√
N

σ

(
∫

Īs

f(x) dx− 1

N

N∑

i=1

yi

)

d−→ Z.Dabei ist Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Sei q1−δ/2 das 100(1−δ/2)% Quantilder Standartnormalverteilung, dann approximiert man das 100(1 − δ)% Kon�denzintervalldur
h: [

ȲN − q1−δ/2
√

SN (Y )/N, ȲN + q1−δ/2
√

SN (Y )/N
]

.Dabei ist SN (Y ) = 1/(N − 1)
∑N

i=1(yi − ȲN )2 der erwartungstreue S
hätzer für V ar[Y ]. Dasheiÿt, dass für den Fehler εN (f) = O(N−1/2) gilt.Bemerkung 3.2. Ein Na
hteil der Monte Carlo Methode ist, dass die hier gegebene Fehler-s
hranke nur sto
hastis
h ist, das heiÿt, dass der wahre Fehler au
h gröÿer sein kann.Bemerkung 3.3. Ein Problem der Monte Carlo Methode ist, dass man auf einem Computer nurs
hwer e
hte Zufallsvariablen erzeugen kann. Man verwendet daher, deterministis
he Folgenwel
he si
h bei statistis
hen Tests ähnli
h verhalten wie e
hte Zufallsvariablen (siehe z.B.:[L'E05℄).3.1.1 Die InversionsmethodeLemma 3.1 (Inversionsmethode). Sei Y eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fund X eine glei
hverteilte Zufallsvariable auf (0, 1). Weiters sei G(u) = min {t ∈ R|F (t) ≥ u}.Dann hat die Zufallsvariable G(X) die glei
he Verteilung wie Y .Beweis. Es gilt
P (G(X) ≤ x) = P (X ≤ F (x)) = F (x) = P (Y ≤ x).Bemerkung 3.4. Sei Y = (Y1, . . . , Ys) ein Vektor unabhängiger Zufallsvariablen, weiters sei

Fi die Verteilungsfunktion von Yi, Gi(u) = min {t ∈ R|Fi(t) ≥ u} und G((u1, . . . , us)) =
(G1(u1), . . . , Gs(us)). Sei f(Y ) eine meÿbare Funktion und X = (X1, . . . ,Xs) ein s-dimensi-onale glei
hverteilter Zufallsvektor. Dann gilt E[f(Y )] = E[f(G(X))].3.2 Methoden zur VarianzreduktionDer Approximationsfehler εN hängt im Wesentli
hen von der Varianz des S
hätzers Y und derAnzahl der Iterationen N ab. In diesem Kapitel werden Methoden vorgestellt um die Varianzeines S
hätzers Y zu verkleinern.3.2.1 Bedingtes Monte CarloFalls man einen S
hätzer Y und eine weitere Zufallsvariable Z hat, dann ist Y ′ = E[Y |Z]eine neue Zufallsvariable mit E[Y ′] = E[E[Y |Z]] = E[Y ] und daher wieder ein Monte CarloS
hätzer. Für dessen Varianz gilt:



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 19Lemma 3.2. Für zwei quadratis
h integrierbare Zufallsvariablen Y und Z sei Y ′ = E[Y |Z]die bedingte Erwartung von Y gegeben Z. Dann gilt:
V ar[Y ] = V ar[Y ′] + E[V ar[Y |Z]].Beweis. Mit den Re
henregeln für bedingte Erwartungen gilt:

V ar[Y ] = E[(Y − E[Y ])2] = E
[
E[(Y − E[Y ])2|Z]

]

= E
[
E[Y 2|Z]

]
− E [E[Y |Z]]2

= E[E[Y |Z]2] − E[E[Y |Z]]2 + E
[
E[Y 2|Z] − E[Y |Z]2

]

= V ar[E[Y |Z]] + E[V ar[Y |Z]] = V ar[Y ′] + E[V ar[Y |Z]].Aus Lemma 3.2 folgt
V ar[Y ′] ≤ V ar[Y ].Somit führt bedingtes Monte Carlo immer zu einer Varianzreduktion. Man muss aber be-a
hten, dass der bedingte S
hätzer Y ′ mehr Zeit zur Bere
hnung brau
hen kann und so eineeventuelle Varianzreduktion wieder zuni
hte ma
ht.3.2.2 Importan
e SamplingBei der Monte Carlo Methode wird das Integral I = I(f) mit einer Zufallsvariable Y mit

E[Y ] = I approximiert dabei liegt Y ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P zugrunde. Sei P̄ (A) =
P (A ∩ {Y 6= 0}) das Maÿ P einges
hränkt auf {Y 6= 0}. Die Idee beim Importan
e Samplingist es Y na
h einem neuen Maÿ Q zu simulieren. Wobei Q ein zu P̄ äquivalentes Wahr-s
heinli
hkeitsmaÿ ist (d.h. die jeweiligen Nullmengen stimmen überein). Sei L = dP̄

dQ , dieRadon-Nikodym-Di
hte von P̄ bezügli
h Q. Dann gilt:
I = EP [Y ] = EQ[LY ].Man kann LY als neuen Monte Carlo S
hätzer verwenden, muss aber na
h dem neuen Maÿ

Q simulieren. Ob eine Varianzreduktion errei
ht wird hängt vom neuen Maÿ Q ab. Auÿerdemkann es s
hwierig oder zeitaufwendig sein na
h dem neuen Maÿ zu simulieren. Die Wahl desMaÿes Q ist ents
heidend für die Qualität des neuen S
hätzers. Falls EP [Y ] 6= 0 und Y ≥ 0gibt es ein optimales Q∗, de�niert dur
h dQ∗

dP = Y/EP [Y ]. Dann gilt: L = EP [Y ]/Y und
LY = EP [Y ] = I also ist der neue S
hätzer konstant und damit gilt V arQ[LY ] = 0. Mankann diesen S
hätzer ni
ht verwenden, da er die Kenntnis von I voraussetzt, man sollte aber
Q mögli
hst ähnli
h zu Q∗ wählen.Für die Varianz von LY gilt:

V arQ[LY ] = EQ[(LY )2] − (EQ[LY ])2 = EQ[(LY )2I{Y 6=0}] − I2 = EP [LY 2] − I2.Das heiÿt, dass V arQ[LY ] nur von EP [LY 2] abhängt.3.2.2.1 Cross Entropy MethodeBeim Importan
e Sampling ist die ri
htige Wahl des neuen Maÿes Q∗ von ents
heidenderBedeutung. Gehen wir einmal davon aus, dass wir Q = Qθ aus einer parametrisierten Familievon Maÿen {Qθ, θ ∈ Θ} wählen. Die Cross Entropy Methode ist eine Methode um ein Q mög-li
hst nahe bei dem optimalem Maÿ Q∗ zu bekommen, sie wurde von Reuven Y. Rubinstein



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 20[Rub97℄ zur Simulation seltener Ereignisse entwi
kelt. Man verwendet als Maÿ für die Distanzzweier Maÿe die Kullba
k-Leibler Distanz
D(Q∗, Q) = EQ∗

[

log

(
dQ∗

dQ

)]

. (3.2)Man wählt nun Q dur
h
D(Q∗, Q) = min

θ∈Θ
D(Q∗, Qθ). (3.3)Seien P und Qθ stetig bezügli
h eines Maÿes µ dabei habe P die Di
hte f(x) und Qθ dieDi
hte g(x|θ). Dann ist die Di
hte von Q∗ gegeben dur
h fQ∗(x) = (Y (x)/I)f(x) und es gilt:

D(Q∗, Q) =

∫
Y (x)

I
f(x) log

(
Y (x)f(x)/I

g(x|θ)

)

dµ(x)

=

∫
Y (x)

I
f(x) log

(
Y (x)

I
f(x)

)

dµ(x) − 1

I

∫

Y (x)f(x) log(g(x|θ)) dµ(x).Sei X eine Zufallsvariable mit Bildmaÿ P und Y = Y (X). Dann ist
max
θ∈Θ

EP [Y (X) log(g(X|θ))] (3.4)eine zu (3.3) äquivalente Optimierungsaufgabe. Sei X1,X2, . . . iid mit der glei
hen Verteilungwie X und x1, x2 . . . eine Realisation von X1,X2, . . .. Dann kann man mit Hilfe der MonteCarlo Methode (3.4) dur
h
max
θ∈Θ

N∑

i=1

Y (xi) log(g(xi|θ))näherungsweise Lösen.3.2.3 KontrollvariablenFalls man zu dem Monte Carlo S
hätzer Y eine korrelierte Zufallsvariable G kennt von wel
herder Erwartungswert g = E[G] bekannt ist, so kann man den Kontrollvariablen S
hätzer
Y ′ = Y − β (G− E[G])als neuen S
hätzer verwenden. Für dessen Varianz gilt:

V ar[Y ′] = E
[

(Y − β (G− g) − E[Y ] + E[β(G − g)])2
]

= E[(Y − E[Y ])2] − 2E[(Y − E[Y ])(β(G − g) − E[β(G − g)])]

+ E[(β(G − g) − E[β(G − g)])2]

= V ar[Y ] − 2βCov[Y,G] + β2V ar[G].Der optimale Wert für β wird dur
h die Lösung der Glei
hung
d

dβ

(
2βCov[Y,G] − β2V ar[G]

)
= 0festgelegt. Löst man diese Glei
hung so erhält man für den optimalen Wert β = β∗ =

Cov[Y,G]/V ar[G]. Dann gilt für die Varianz von Y ′:
V ar[Y ′] = V ar[Y ] − 2

(Cov[Y,G])2

V ar[G]
+

(Cov[Y,G])2

V ar[G]

= V ar[Y ] − (Cov[Y,G])2

V ar[G]
.



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 21Man sieht, dass diese Methode bei Verwendung des optimalen β∗ immer zu einer Varianzre-duktion führt. Verglei
ht man die Varianzen der beiden S
hätzer so erhält man:
V ar[Y ′]
V ar[Y ]

= 1 − (Cov[Y,G])2

V ar[Y ]V ar[G]
= 1 − ρ2

Y G.Man sieht, dass die Varianzreduktion umso gröÿer ist je gröÿer die Korrelation von Y und Gist.3.2.4 Strati�ed SamplingDer Monte Carlo S
hätzer Y ist eine Zufallsvariable auf demWahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,A, µ).Sei A1, A2, . . . , Ak ∈ A eine disjunkte Zerlegung von Ω mit µ(Aj) > 0 für 1 ≤ j ≤ k, seien
N1, N2, . . . , Nk ∈ N, sodass ∑k

j=1Nj = N , für A ∈ A ∩ Aj sei µj(A) = µ(A)/µ(Aj) dasdur
h µ auf Aj gegebene Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ und a(j)
1 , a

(j)
2 , . . . , a

(j)
Nj

∈ Aj eine unabhän-gige Sti
hprobe bezügli
h µj . Dann kann man E[Y℄ dur
h
E[Y ] =

k∑

j=1

∫

Aj

Y dµ =

k∑

j=1

µ(Aj)

∫

Aj

Y dµj ≈
k∑

j=1

µ(Aj)

Nj

Nj∑

i=1

Y (a
(j)
i )approximieren. Die Varianz dieses S
hätzers ist dur
h

k∑

j=1

µ(Aj)

Nj

∫

Aj

(

Y − 1

µ(Aj)

∫

Aj

Y dµ

)2

dµgegeben. Die Frage ist wie man die Nj wählen muss um eine Varianzreduktion zu gewährleis-ten. Eine mögli
he Antwort ist.Lemma 3.3. Falls Nj = µ(Aj)N , 1 ≤ j ≤ k, ganze Zahlen sind Dann gilt:
k∑

j=1

µ(Aj)

Nj

∫

Aj

(

Y − 1

µ(Aj)

∫

Aj

Y dµ

)2

dµ ≤ V ar[Y ]

N
,womit eine Varianzreduktion garantiert ist.Beweis. Wegen der Wahl von Nj genügt es,

k∑

j=1

∫

Aj

(

Y − 1

µ(Aj)

∫

Aj

Y dµ

)2

dµ ≤
∫

Ω
(Y − E[Y ])2 dµzu zeigen. Wenn man auf beiden Seiten ausquadriert sieht man, dass dies äquivalent zu

E[Y ]2 ≤
k∑

j=1

1

µ(Aj)

(
∫

Aj

Y dµ

)2ist. Die letzte Unglei
hung bekommt man aus der Cau
hy-S
hwarz Unglei
hung dur
h:
E[Y ]2 =





k∑

j=1

∫

Aj

Y dµ





2

=





k∑

j=1

µ(Aj)
1/2 1

µ(Aj)1/2

∫

Aj

Y dµ





2

≤





k∑

j=1

µ(Aj)





k∑

j=1

1

µ(Aj)

(
∫

Aj

Y dµ

)2

=

k∑

j=1

1

µ(Aj)

(
∫

Aj

Y dµ

)2

.



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 223.3 Quasi Monte Carlo MethodenQuasi Monte Carlo Methoden gelten als deterministis
he Version der Monte Carlo Methoden,da wie bei der Monte Carlo Methode das zu bere
hnende Integral dur
h
∫

Īs

f(x) dx ≈ 1

N

N∑

i=1

f(xi) (3.5)approximiert wird, wobei in diesem Fall x1, . . . , xN ∈ Īs eine Folge deterministis
her Punkteist. Es stellen si
h nun drei Fragen. Erstens, unter wel
hen Bedingungen gilt
lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

f(xi) =

∫

Īs

f(x) dx. (3.6)Zweitens, wie groÿ ist der Approximationsfehler
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫

Īs

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
. (3.7)Drittens, wie konstruiert man eine Folge für die (3.6) gilt und (3.7) klein ist. Diese drei Fragensind der Inhalt dieses Kapitels, das im Wesentli
hen [Nie92℄ folgt.3.3.1 DiskrepanzDe�nition 3.2 (Glei
hverteilung). Eine deterministis
he Punktfolge, x1, x2, . . . ∈ Īs, heiÿtglei
hverteilt, falls

lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

IJ(xi) = λs(J), (3.8)für alle Teilintervalle J ∈ Īs, gilt. Dabei ist IJ die Charakteristis
he Funktion von J und λsdas s-dimensionale Lebesque-Maÿ.Glei
hverteilte Punktfolgen sind, in der Theorie von Quasi Monte Carlo Methoden, deswegenwi
htig, weil man zeigen kann, dass für sie Glei
hung (3.6) für alle Riemann integrierbarenFunktionen f gilt (siehe [KN74℄).Um ein Maÿ für die Glei
hverteilung einer Punktmenge P = (x1, . . . , xN ) zu bekommen,de�niert man einen allgemeinen Diskrepanzbegri�:
DN (B;P ) = sup

B∈B

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

IB(xi) − λs(B)

∣
∣
∣
∣
∣
,für B eine geeignete Menge von Teilmengen von Īs. Dur
h Eins
hränkungen an die Menge Berhält man die zwei wohl wi
htigsten Diskrepanzbegri�e:De�nition 3.3 (Stern Diskrepanz). Die Stern Diskrepanz D∗

N (P ) = D∗
N (x1, . . . , xN ) einerPunktmenge P ist de�niert als D∗

N (P ) = DN (J ∗;P ), wobei J ∗ die Familie aller Teilintervallevon Īs der Form ∏s
i=1[0, ui) ist.De�nition 3.4 (extreme Diskrepanz). Die extreme Diskrepanz DN (P ) = DN (x1, . . . , xN )einer Punktmenge P ist de�niert als DN (P ) = DN (J ;P ), wobei J die Familie aller Teilin-tervalle von Īs der Form ∏s

i=1[ui, vi) ist.Für diese beiden Diskrepanzen gilt:



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 23Proposition 3.4. Für jede Punktmenge P bestehend aus Punkten von Īs gilt:
D∗
N (P ) ≤ DN (P ) ≤ 2sD∗

N .Beweis. Dabei ist die erste Unglei
hung trivial. Für s = 1 bekommt man die zweite Unglei-
hung aus
N∑

i=1

I[u,v)(xi) =

N∑

i=1

I[0,v)(xi) −
N∑

i=1

I[0,u)(xi), λ1([u, v)) = λ1([0, v)) − λ1([0, u)),und für s ≥ 2 bekommt man sie mit dem Prinzip von Inklusion und Exklusion mit analogenGlei
hungen.Man kann folgende Unglei
hungen zeigen (siehe [Nie92℄).Satz 3.5. Sei x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xN ∈ Īs, dann gilt
D∗
N (x1, . . . , xN ) =

1

2N
+ max

1≤i≤N

∣
∣
∣
∣
xi −

2i− 1

2N

∣
∣
∣
∣
, (3.9)

DN (x1, . . . , xN ) =
1

N
+ max

1≤i≤N

(
i

N
− xi

)

− min
1≤i≤N

(
i

N
− xi

)

. (3.10)Für eine Folge von Punkten S aus Īs s
hreiben wir DN (S) für die extreme Diskrepanz und
D∗
N (S) für die Stern Diskrepanz der ersten N Folgenglieder von S. Ein klassis
hes Resultatin der Theorie der glei
hverteilten Punktfolgen ist (siehe [KN74℄)Satz 3.6. Für eine Folge von Punkten S aus Īs sind folgende Aussagen äquivalent:(i) S ist glei
hverteilt in Īs,(ii) limN→∞DN (S) = 0,(iii) limN→∞D∗

N (S) = 0.3.3.2 Fehlers
hrankenIn diesem Kapitel wollen wir Abs
hätzungen für den Approximationsfehler (3.7) �nden. Zumbesseren Verständniss betra
hten wir zunä
hst den Fall s = 1. Ein klassis
hes Resultat hierfürist die folgende Unglei
hung von Koksma [Kok43℄ für Funktionen von bes
hränkter Variation,d.h.
V (f) = sup

ξ∈Ξ

Kξ−1
∑

i=1

|f(ξi) − f(ξi+1)| <∞.

Ξ bezei
hnet die Menge aller Zerlegungen ξ = (ξ1, . . . , ξKξ
), 0 = ξ1 < ξ2 < · · · < ξKξ

= 1.Satz 3.7 (Koksma Unglei
hung). Falls die Funktion f auf [0, 1] von bes
hränkter Variation
V (f) ist. Dann gilt für alle x1, . . . , xN ∈ [0, 1]:

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫ 1

0
f(u) du

∣
∣
∣
∣
∣
≤ V (f)D∗

N (x1, . . . , xN ).Beweis. Wir nehmen an, dass x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xN gilt. Sei x0 = 0 und xN+1 = 1. MitPartieller Summation und Integration, erhält man
1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫ 1

0
f(u) du = −

N∑

i=0

i

N
(f(xi+1) − f(xi)) +

∫ 1

0
u df(u)

=

N∑

i=0

∫ xi+1

xi

(

u− i

N

)

df(u).



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 24Für ein i, mit 0 ≤ i ≤ N und xi ≤ u ≤ xi+1 gilt:
∣
∣
∣
∣
u− i

N

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
λ1([0, u)) −

1

N

N∑

i=1

I[0,u)(xi)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ D∗

N (x1, . . . , xN ),und damit die gewüns
hte Unglei
hung.Für stetige Funktionen auf [0, 1], sei
ω(f ; t) = sup

u,v∈[0,1]

|u−v|≤t

|f(u) − f(v)| für t ≥ 0.Die folgende Fehlers
hranke für stetige Integranden wurde von Niederreiter [Nie72℄ eingeführt.Satz 3.8. Sei f stetige auf [0,1℄. Dann gilt für alle x1, . . . , xN ∈ [0, 1]:
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫ 1

0
f(u) du

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ω(f ;D∗

N (x1, . . . , xN )).Beweis. Sei x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xN . Mit dem Mittelwert-Satz für Integrale, folgt:
∫ 1

0
f(u) du =

N∑

i=1

∫ i/N

(i−1)/N
f(u) du =

1

N

N∑

i=1

f(ti),mit (i− 1)/N < ti < i/N . Damit gilt:
1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫ 1

0
f(u) du =

1

N

N∑

i=1

(f(xi) − f(ti)).Da na
h Satz 3.5 |xi − ti| ≤ D∗
N (x1, . . . , xN ) gilt, folgt daraus das Resultat.De�nition 3.5. SeiM eine ni
ht leere Menge von messbaren Teilmengen von Īs. Eine Punkt-menge P = (x1, . . . , xN ) ∈ Īs heiÿt (M, λs)-glei
hförmig, falls:

1

N

N∑

i=1

IM (xi) = λs(M), für alle M ∈ M.De�nition 3.6. Für M = {M1, . . . ,Mk} sei
Gj(f) = sup

t∈Mj

f(t), gj(f) = inf
t∈Mj

f(t) für 1 ≤ j ≤ k.Satz 3.9 ([Nie03℄). Sei M = {M1, . . . ,Mk} eine Partition von Īs, mit Mj messbar für
1 ≤ j ≤ k. Dann gilt für jede (M, λs)-glei
hförmige Punktmenge P = (x1, . . . , xN ) und jedebes
hränkte integrierbare Funktion f auf Īs:

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫

Īs

f(u) du

∣
∣
∣
∣
∣
≤

k∑

j=1

λs(Mj)(Gj(f) − gj(f)).



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 25Beweis. Da M eine Partition von Īs ist gilt:
1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫

Īs

f(u) du =
1

N

k∑

j=1

N∑

i=1
xi∈Mj

f(xi) −
k∑

j=1

∫

Mj

f(u) du

=
k∑

j=1







1

N

N∑

i=1
xi∈Mj

f(xi) −
∫

Mj

f(u) du






.Aus De�nition 3.6 folgt:

λs(Mj)gj(f) ≤
∫

Mj

f(u) du ≤ λs(Mj)Gj(f), für 1 ≤ j ≤ k.Des Weiteren gilt:
N∑

i=1

IMj
(xi)gj(f) ≤

N∑

i=1
xi∈Mj

f(xi) ≤
N∑

i=1

IMj
(xi)Gj(f), für 1 ≤ j ≤ k.Da P eine (M, λs)-glei
hförmige Punktmenge ist folgt:

λs(Mj)gj(f) ≤ 1

N

N∑

i=1
xi∈Mj

f(xi) ≤ λs(Mj)Gj(f), für 1 ≤ j ≤ k.Daraus folgt:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1
xi∈Mj

f(xi) −
∫

Mj

f(u) du

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ λs(Mj)(Gj(f) − gj(f)), für 1 ≤ j ≤ k,und damit die Aussage des Satzes.Um Satz 3.7 auf mehrere Dimensionen zu erweitern brau
ht man einen Variationsbegri� fürFunktionen in mehreren Variablen. Für eine Funktion f auf Īs und ein Teilintervall J =
∏s
i=1[ui, vi) von Īs sei

∆(f ;J) =
∑

(ε1,...,εs)∈{0,1}s

(−1)ε1+···+εsf(ε1u1 + (1 − ε1)v1, . . . , εsus + (1 − εs)vs)De�nition 3.7 (Variation na
h Vitali). Für eine Funktion f auf Īs de�niert man dieVariation na
h Vitali dur
h:
V (s)(f) = sup

P

∑

J∈P
|∆(f ;J)| ,wobei das Supremum über alle Partitionen P, die Īs in Intervalle teilen, gebildet wird. Für

1 ≤ k ≤ s und 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ s, sei V (k)(f ; i1, . . . , ik) die k-dimensionale Variationna
h Vitali einges
hränkt auf {(u1, . . . , us) ∈ Īs : uj = 1 für j 6= i1, . . . , ik
}.Die einfa
here Formel

V (s) =

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

∣
∣
∣
∣

∂sf

∂u1 · · · ∂us

∣
∣
∣
∣
du1 . . . dus (3.11)gilt, wann immer die verwendete partielle Ableitung stetig auf Īs ist.
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h Hardy und Krause). Die Variation einer Funktion fauf Īs na
h Hardy und Krause ist:
V (f) =

s∑

k=1

∑

1≤i1<i2<···<ik≤s
V (k)(f ; i1, . . . , ik).Man sagt eine Funktion f ist von bes
hränkter Variation, falls V (f) endli
h ist.Damit können wir die Unglei
hung von Hlawka (siehe [Hla61℄) aufs
hreiben.Satz 3.10 (Koksma-Hlawka Unglei
hung). Wenn f eine bes
hränkte Variation auf Īshat. Dann gilt für alle x1 . . . , xN ∈ Īs:

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫

Īs

f(u) du

∣
∣
∣
∣
∣
≤ V (f)D∗

N (x1, . . . , xN ).Es gibt au
h eine mehrdimensionale Version von Satz 3.8. Dazu benötigt man:
ω(f ; t) = sup

u,v∈Īs

‖u−v‖≤t

|f(u) − f(v)| für t ≥ 0, (3.12)wobei ‖u‖ = max1≤i≤s |ui| für u = (u1, . . . , us) ∈ R
s ist. Die folgende S
hranke stammt vonProinov [Pro88℄.Satz 3.11. Sei f stetig auf Īs. Dann gilt für alle x1, . . . , xN ∈ Īs:

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫

Īs

f(u) du

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 4ω(f ;D∗

N (x1, . . . , xN )1/s).Für M = {M1, . . .Mk} sei
δ(M) = max

1≤j≤k
sup

u,v∈Mj

‖u− v‖ .Der folgende Satz gibt für stetige Funktionen und spezielle Werte von N eine bessere S
hrankedes Approximationsfehlers an als Satz 3.11.Satz 3.12 ([Nie03℄). Sei M = {M1, . . . ,Mk} eine Partition von Īs, mit Mj messbar für
1 ≤ j ≤ k. Dann gilt für jede (M, λs)-glei
hförmige Punktmenge P = (x1, . . . , xN ) und jedebes
hränkte integrierbare Funktion f auf Īs:

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫

Īs

f(u) du

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ω(f ; δ(M)).3.3.3 Folgen kleiner DiskrepanzWir kommen nun zur dritten Frage die am Anfang dieses Kapitels gestellt wurde nämli
h zurKonstruktion von Folgen die (3.6) erfüllen und für die (3.7) klein ist. Na
h den Ergebnissen desletzten Kapitels wissen wir, dass wir Folgen mit �kleiner� Diskrepanz su
hen. Eine wi
htigeFrage ist, wie klein die Diskrepanz einer Folge minimal sein kann. Man vermutet, dass fürbeliebiges s und jede s-dimensionale Folge S

D∗
N (S) ≥ BsN

−1(log(N))s für unendli
he viele N,gilt, kann jedo
h nur für beliebiges s und jede s-dimiensionale Folge S
D∗
N (S) ≥ BsN

−1(log(N))s/2 für unendli
he viele N,zeigen. Damit kommt man zu folgender De�nition.



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 27De�nition 3.9 (Folgen kleiner Diskrepanz). Eine s-dimensionale Folge von Punkten Saus Īs heiÿt Folge kleiner Diskrepanz, falls
D∗
N (S) = O(N−1(log(N))s)gilt.3.3.4 Halton FolgeDie erste Folge kleiner Diskrepanz, die hier bes
hrieben wird, ist die Halton Folge [Hal60℄.Für eine ganze Zahl b ≥ 2, sei Zb = {0, 1, . . . , b− 1}, d.h. Zb ist das kleinste Restsystemmodulo b. Jede Zahl n ≥ 0 hat eine eindeutige Entwi
klung
n =

∞∑

i=0

ai(n)bi (3.13)zur Basis b, wobei ai(n) ∈ Zb für alle i ≥ 0 und es sind nur endli
h viele ai(n) unglei
h Null.De�nition 3.10. Für eine ganze Zahl b ≥ 2 wird die Radikal-Inverse-Funktion φb zur Basis
b de�niert als

φb(n) =

∞∑

i=0

ai(n)b−(i+1),wobei die positive Zahl n in ihrer Zi�ernentwi
klung (3.13) gegeben ist.De�nition 3.11 (van der Corput Folgen). Für eine ganze Zahl b ≥ 2 ist die van derCorput Folge (xn)n≥1 zur Basis b gegeben dur
h xn = φb(n).Das Konzept der van der Corput Folgen kann man lei
ht auf mehrere Dimensionen erweiternund erhält.De�nition 3.12 (Halton Folge). Für s ≥ 1 und b1, . . . , bs ganze Zahlen gröÿer oder glei
h
2, ist die Halton Folge in der Basis b1, . . . , bs gegeben dur
h

xn = (φb1(n), . . . , φbs(n)) ∈ Is = [0, 1)s für alle n ≥ 1.Für die Variation der Halton Folge gilt:Satz 3.13 ([Hal60℄). Wenn S eine Halton Folge mit paarweise relativ primer Basis b1, . . . , bsist. Dann gilt für alle N ≥ 1:
D∗
N (S) <

s

N
+

1

N

s∏

i=1

(
bi − 1

2 log(bi)
log(N) +

bi + 1

2

)

.Beweis. Sei N ≥ 1 fest, und D(J) =
∑N

i=1 IJ(xi) − Nλs(J) für ein Intervall J ∈ Is. Für
1 ≤ i ≤ s und einer ganzen Zahl e ≥ 0, sei Ei(e) die Familie aller Intervalle der Form [0, ab−ei )mit a ∈ Z, 0 < a ≤ bei , und sei Fi(e) die Familie aller Intervalle der Form [cb−fi , (c + 1)b−fi )mit c, f ∈ Z mit 0 ≤ f ≤ e und 0 ≤ c < bfi . Für ganze Zahlen e1, . . . , es ≥ 0, sei E(e1, . . . , es)die Familie aller Intervalle E =

∏s
i=1Ei mit Ei ∈ Ei(ei)∪Fi(ei) für 1 ≤ i ≤ s. Wir behaupten,dass

|D(E)| ≤
s∏

i=1
Ei /∈Fi(ei)

(
1

2
(bi − 1)ei + 1

) für alle E =

s∏

i=1

Ei ∈ E(e1, . . . , es) (3.14)
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h 1 sein soll. (3.14) wird mit Induktion na
h der Anzahl kvon Indizes i für wel
he Ei /∈ Fi(ei) gilt bewiesen.Induktions Anfang: Sei k = 0, d.h. E =
∏s
i=1[cib

−fi

i , (ci + 1)b−fi

i ) mit ci, fi ∈ Z, 0 ≤ fi ≤ eiund 0 ≤ ci < b−fi

i für 1 ≤ i ≤ s. Dur
h
xn = (φb1(n), . . . , φbs(n)) ∈ Ewerden, für 1 ≤ i ≤ s, die ersten fi Stellen (in Basis bi) von φbi(n) hinter dem Dezimalpunktfestgelegt. Mit anderen Worten ist damit die Restklasse von n modulo bfi

i bestimmt. Dadie b1, . . . bs paarweise relative prim sind, ist dadur
h n eindeutig modulo m = bf11 , . . . , b
fs
s .Daraus folgt, dass von m aufeinander folgenden Punkten in S genau einer in E liegt. Damitgilt: |D(E)| ≤ 1.Induktionss
hritt: Sei nun k ≥ 1 und (3.14) gelte für k−1, und sei E =

∏s
i=1Ei ∈ E(e1, . . . , es).Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit, kann man annehmen, dass Ei /∈ Fi(ei) für 1 ≤ i ≤ kund Ei ∈ Fi(ei) für k < i ≤ s. Dann ist E1 = [0, ab−e11 ) für ein a ∈ Z, 0 < a < be11 . Sei

ab−e11 =

e1∑

j=1

djb
−j
1die Darstellung zur Basis b1. Dann ist E1 die disjunkte Vereinigung von di Intervallen derLänge b−i aus F1(e1) für 1 ≤ i ≤ e1. Sodass

E1 =
d⋃

r=1

Fr,mit paarweise disjunkten Fr ∈ F1(e1) für 1 ≤ r ≤ d =
∑e1

j=1 dj , somit ist E die disjunkteVereinigung von
E =

d⋃

r=1

(Fr × E2 × · · · × Es).Daraus folgt:
|D(E)| ≤

d∑

r=1

|D(Fr × E2 × · · · ×Es)| ≤ d

k∏

i=2

(
1

2
(bi − 1)ei + 1

)

, (3.15)wobei die zweite Unglei
hung aus der Induktionsannahme folgt. Für G = [ab−e11 , 1), gilt
E1 = [0, 1)\G, und damit:

|D(E)| ≤ |D([0, 1) × E2 × · · · × Es)| + |D(G× E2 × · · · ×Es)|

≤
k∏

i=2

(
1

2
(bi − 1)ei + 1

)

+ |D(G× E2 × · · · × Es)| .Man kann G als disjunkte Vereinigung von (b1 −1)e1−d+1 Intervallen aus F1(e1) s
hreiben,und erhält (analog wie oben):
|D(E)| ≤ ((b1 − 1)e1 − d+ 2)

k∏

i=2

(
1

2
(bi − 1)ei + 1

)

.Addiert man diese Glei
hung mit (3.15) und dividiert dur
h 2, so erhält man (3.14) für alle
k. Sei nun J =

∏s
i=1[0, ui) ⊂ Is beliebig. Für 1 ≤ i ≤ s sei ei die kleinste ganze Zahl mit

bei

i ≥ N und sei ai die kleinste ganze Zahl mit aib−ei

i ≥ ui. Sei E =
∏s
i=1[0, aib

−ei

i ). Na
hdem



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 29die i-ten Koordinaten von allen Punkten aus SN rationale Zahlen mit Nenner bei

i sind, gilt
∑N

i=1 IJ(xi) =
∑N

i=1 IE(xi). Weiters gilt E ∈ E(e1, . . . , es), und mit (3.14) gilt:
|D(J)| ≤ N(λs(E) − λs(J)) + |D(E)|

≤ N

s∑

i=1

b−ei

i + |D(E)| ≤ s+ |D(E)|

≤ s+
s∏

i=1

(
1

2
(bi − 1)ei + 1

)

.Der Beweis des Satzes folgt nun aus ei < 1 + (log(N))/(log(bi)) für 1 ≤ i ≤ s.3.3.5 Netze und (t, s)-FolgenFür die s-dimensionale Halton Folge gilt D∗
N (S) = O

(
N−1(logN)s

). Wenn man als Basisdie ersten s Primzahlen nimmt, dann gilt mit dem Primzahlensatz (für die Anzahl p(n) derPrimzahlen kleiner als n gilt p(n) ∼ n/ log(n)), für die dabei auftretende Konstante As
lim
s→∞

logAs
s log s

= 1.Das heiÿt, dass As superexponentiell wä
hst wenn s→ ∞. Das legt nahe, dass Halton Folgennur bei kleiner Dimension brau
hbare Ergebnisse liefern. In diesem Kapitel geht es um dieKonstruktion von Folgen die dieses Problem ni
ht mehr haben. Für feste Dimension s ≥ 1und Basis b ≥ 2 wird ein Teilintervall von Is = [0, 1)s der Form:
E =

s∏

i=1

[aib
−di , (ai + 1)b−di),mit ai, di ∈ Z di ≥ 0, 0 ≤ ai < bdi , als elementares Intervall zur Basis b bezei
hnet.De�nition 3.13. Sei 0 ≤ t ≤ m eine ganze Zahl. Ein (t,m, s)-Netz in Basis b ist einePunktmenge P mit Kardinalität bm aus Is, sodass ∑x∈P IE(x) = bt für jedes elementareIntervall E in Basis b mit λs(E) = bt−m.De�nition 3.14. Sei t ≥ 0 eine ganze Zahl. Eine Punktfolge x0, x1, . . . ∈ Is ist eine (t, s)-Folgezur Basis b falls für alle k ≥ 0 und m ≥ t, die Menge aller Punkte xn mit kbm ≤ n < (k+1)bmein (t,m, s)-Netz ist.Bemerkung 3.5. Wenn P ein (t,m, s)-Netz zur Basis b ist, dann gilt ∑x∈P IE(x) = bmλs(E)für alle elementaren Intervalle zur Basis b mit λs(E) = bt−m. Daraus folgt, dass für einedisjunkte Vereinigung E von sol
hen Intervallen, ∑x∈P IE(x) = bmλs(E) gilt. Da jedes ele-mentare Intervall E zur Basis b, mit λs(E) = b−d und d ≤ m − t als so eine Vereinigungges
hrieben werden kann, gilt für alle u ≥ t, dass jedes (t,m, s)-Netz au
h ein (u,m, s)-Netzund jede (t, s)-Folge eine (u,s)-Folge ist. Daraus folgt, dass t so klein wie mögli
h sein sollte.Kommen wir nun zur Diskrepanz von (t, s)-Folgen. Im Folgenden gilt für den Binomialkoef-�zienten, dass (ri) = 0 falls i > r oder i < 0. Die Beweise der folgenden Sätze �ndet man in[Nie92℄. Sie stammen aus [Nie87℄.Satz 3.14. Für die Stern Diskrepanz D∗

N (S) der ersten N Glieder einer (t, s)-Folge mit Basis
b ≥ 3 gilt:

ND∗
N (S) ≤ b− 1

2
bt

s∑

i=1

(
s− 1

i− 1

)(
k + 1 − t

i

)⌊
b

2

⌋i−1 (3.16)
+

1

2
bt
s−1∑

i=0

(
s− 1

i

)((
k + 1 − t

i

)

+

(
k − t

i

))⌊
b

2

⌋i

, (3.17)



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 30für N ≥ bt, wobei k die gröÿte ganze Zahl mit bk ≤ N ist.Satz 3.15. Für die Stern Diskrepanz D∗
N (S) der ersten N Glieder einer (t, s)-Folge mitgerader Basis b gilt:

ND∗
N (S) ≤ (b− 1)bt−1

s∑

i=1

(
k + 1 − t

i

)(
b

2

)i (3.18)
+

(
b− 1

2

)

bt−1
s−1∑

i=1

(
k + i+ 1 − t

i

)(
b

2

)i (3.19)
+

1

2
bt
s−1∑

i=0

((
k + 1 − t

i

)

+

(
k − t

i

))(
b

2

)i (3.20)
+

b− 2

4
bt
s−2∑

i=0

((
k + i+ 2 − t

i

)

+

(
k + i+ 1 − t

i

))(
b

2

)i

, (3.21)für N ≥ bt, wobei k die gröÿte ganze Zahl mit bk ≤ N ist.Aus diesen beiden Sätzen folgt.Satz 3.16. Die Stern Diskrepanz D∗
N (S) der ersten N Glieder einer (t, s)-Folge S zur Basis

b erfüllt:
ND∗

N (S) ≤ C(s, b)bt(logN)s +O
(
bt(logN)s−1

) für N ≥ 2,dabei hängt die implizit gegebene Konstante nur von b und s ab. Weiters gilt für s = 2 und
b = 2, s = 3, 4

C(s, b) =
1

s

(
b− 1

2 log b

)s

,und sonst
C(s, b) =

1

s!

b− 1

2 ⌊b/2⌋

(⌊b/2⌋
log b

)s

.3.3.6 Die Konstruktion von (s, t)-FolgenZunä
hst ein generelles Konstruktionss
hema für (s, t)-Folgen. Seien die ganzen Zahlen s ≥ 1und b ≥ 2 gegeben. Des weiteren benötigt man:1. Einen kommutativen Ring R mit eins und Kardinalität b.2. Bijektionen ψr : Zb → R für r ≥ 1, mit ψr(0) = 0 für alle genügend groÿen r.3. Bijektionen η(j)
r : R→ Zb für 1 ≤ j ≤ s und r ≥ 1.4. Matrizen C(1), . . . , C(s) über R mit Dimension ∞×∞.Für n = 1, 2 . . . sei

n =
∞∑

r=1

ar(n)br−1mit ar ∈ Zb, die Entwi
klung von n zur Basis b. Man de�niert nun den Vektor
y(n) = (ψ1(a1(n)), ψ2(a2(n)), . . .)T ∈ R∞und bere
hnet

(z
(j)
1 (n), z

(j)
2 (n), . . .)T = C(j)y(n).



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 31Für j = 1, . . . , s und n ≥ 1 bildet man
x(j)
n =

∞∑

r=1

η(j)
r

(

z(j)
r (n)

)

b−r.Man de�niert nun die Folge als
xn =

(

x(1)
n , . . . , x(s)

n

) für n = 1, 2, . . . . (3.22)Um zu garantieren, dass xn in Is = [0, 1)s liegt (und ni
ht nur in Īs) und für die Analyse derFolge (3.22) muss folgende Bedingung erfüllt sein.
• Für alle n ≥ 1 und 1 ≤ j ≤ s, gilt η(j)

r

(

z
(j)
r (n)

)

< b− 1 für unendli
h viele r.Es wird immer angenommen, dass diese Bedingung erfüllt ist. Die Frage ist nun, wann eineso konstruierte Folge eine (t, s)-Folge ist.Satz 3.17. Sei t ∈ N
0. Für alle ganzen Zahlen m > t und d1 . . . , ds ≥ 0 mit ∑s

i=1 di = m− tund für alle f (i)
j ∈ R, 1 ≤ j ≤ di, 1 ≤ i ≤ s, habe das System von m− t linearen Glei
hungen:

m∑

r=1

c
(i)
jr zr = f

(i)
j , für 1 ≤ j ≤ di, 1 ≤ i ≤ s,in den Unbekannten z1, . . . , zm über R genau bt Lösungen. Dann ist die Folge (3.22) eine

(t, s)-Folge zur Basis b.Es werden nun mehrere vers
hiedene (t,s)-Folgen bes
hrieben, dabei ist b eine Primzahlpotenzund R = Fb Der endli
he Körper mit Kardinalität b. Weiters wird eine Bijektion von Fb na
h
Zb gewählt, und die Bijektionen ψr und η(j)

r werden dann na
h dieser de�niert. Wenn b einePrimzahl ist, dann ist Fb = Zb und alle Bijektionen sind die Identität.Sobol Folgen Hier wird als Basis b = 2 gewählt, und jede Matrize C(j) wird rekursiv dur
hein primitives Polynom f (j)(z) über F2 und ganze Zahlen m(j)
q mit 1 ≤ q ≤ k = deg

(
f (j)(z)

)de�niert. Sei f (j)(z) = zk +a
(j)
1 zk−1 + · · ·+a

(j)
k mit a(j)

l ∈ F2. Die Leitzahlen c(j)1 , c
(j)
2 , . . . sindrational und haben die Form:

c(j)q =
m

(j)
q

2q
=

q
∑

l=1

c
(j)
ql 2−l,wobei m(j)

q eine ungerade Zahl kleiner als 2q für q ≥ 1 ist. Die ersten k Zahlen, c(j)1 , . . . , c
(j)
kmüssen sorgfältig gewählt werden, und die weiteren werden rekursiv bestimmt, mittels

c(j)q = a
(j)
1 c

(j)
q−1 ⊕ · · · ⊕ a

(j)
k−1c

(j)
q−k+1 ⊕ c

(j)
q−k ⊕ (c

(j)
q−k ≫ k),wobei ⊕ der bit-by-bit exklusiv-oder Operator ist und c

(j)
q−k ≫ k bedeutet, dass die binäreDarstellung von c

(j)
q−k um k Stellen na
h re
hts vers
hoben wird (d.h. c(j)q−k wird dur
h 2kdividiert). Diese Leitzahlen werden nun verwendet um die Matrix C(j) zu de�nieren, undzwar wird der Eintrag in der l-ten Reihe und der q-ten Spalte c(j)ql gesetzt.Verallgemeinerte Faure Folgen Bei dieser Art von Folge wird die Basis b als kleinstePrimzahlpotenz gröÿer oder glei
h wie die Dimension s gewählt. Falls n = bk, dann hat dieMatrix C(j) die Form:

C(j) = A(j)(P T )j−1,wobei P die ∞× k Pas
al Matrix (d.h. mit Einträgen pij =
(i−1
j−1

)
∈ Fb) ist, und A(j) ist einebeliebige ni
ht singuläre untere Dreie
ks-Matrix.



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 323.4 Die e�ektive DimensionQusi Monte Carlo Methoden haben eine asymptotis
he Fehlers
hranke von O(n−1(log n)s),dies ist besser als der Fehler der Monte Carlo Methode O(n−1/2). Allerdings gilt bei s = 10,
n−1(log n)s ≤ n−1/2 erst ab n ≈ 1039. Da man aber keine n = 1039 Iterationen bere
hnenkann, ist in so einem Fall die asymptotis
he Fehlers
hranke von Monte Carlo besser als jenevon Quasi Monte Carlo. In der Praxis gibt es aber Funktionen mit groÿem s, sogar mit
s = ∞, bei denen Quasi Monte Carlo Methoden um einiges besser funktionieren als MonteCarlo Methoden, ein Grund dafür ist, dass es bei Quasi Monte Carlo ni
ht so sehr auf die e
hteDimension einer Funktion ankommt, sondern auf etwas was als e�ektive Dimension bezei
hnetwird. Um die e�ektive Dimension zu de�nieren benötigt man zunä
hst die ANOVA-Zerlegungeiner Funktion ([ES81℄, [Hoe48℄, [Owe97℄).3.4.1 ANOVA ZerlegungSei f eine Funktion auf Īs mit ∫Īs f(x)2 dx < ∞. Für eine s-dimensonal glei
hverteilte Zu-fallsvariable auf X = (X(1), . . . ,X(s)) kann nun f = f(X) au
h als Zufallsvariable aufgefasstwerden. Dann gilt für den Erwartungswert von f , E[f(X)] = µ = µ(f) =

∫

Īs f(x) dx undfür die Varianz von f , V ar[f(X)] = σ2 = σ2(f) =
∫

Īs(f(x) − µ)2 dx. Um Trivialitäten zuvermeiden, werden nur Funktionen mit σ2 > 0 betra
htet.Zunä
hst ein paar notationelle Vereinbarungen. Sei u ⊆ {1, . . . , s}, dann bezei
hnet manmit |u| die Kardinalität von u und mit −u die Menge {1, . . . , s} \u. Für einen Punkt x =
(x(1), . . . , x(s)) ∈ Īs bezei
hne xu den |u|-dimensionalen Vektor mit den Elementen x(j) für
j ∈ u, weiters sei X u ⊆ Īs der Teilraum aller Vektoren xu mit x ∈ Īs und Xu sei der
u-dimensionale Zufallsvektor mit den Elementen X(j) mit j ∈ u.De�nition 3.15 (ANOVA Zerlegung). Sei f eine quadratis
h integrierbare Funktion, dannist die ANOVA Zerlegung von f gegeben dur
h:

f(x) =
∑

u∈{1,...,s}
fu(x), (3.23)wobei die fu(x) nur von xu abhängen und dur
h,

fu(x) =

∫

X−u

(

f(x) −
∑

v⊂u
fv(x)

)

dx−u (3.24)
=

∫

X−u

f(x) dx−u −
∑

v⊂u
fv(x), (3.25)de�niert werden.Bemerkung 3.6. Es gilt:

fu = E

[

f(X) −
∑

v⊂u
fv(X)

∣
∣
∣
∣
∣
Xu

]

.Es ist klar, dass f∅(x) = µ(f) und ∫Īs fu(x) dx = 0 gilt. Aber es gilt au
h:Lemma 3.18. Für ein u 6= ∅, j ∈ u und alle x ∈ Īs gilt:
∫ 1

0
fu(x) dx

{j} = 0. (3.26)



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 33Beweis. Der Beweis wird mit Induktion na
h |u| geführt.Induktions Anfang: Aus |u| = 1 folgt u = {j} und damit
∫ 1

0
fu(x) dx

{j} =

∫

Īu

fu(x) dx
u = 0 (3.27)Induktion S
hritt: Mit (3.25) gilt:

∫ 1

0
fu(x) dx

{j} =

∫

X−u∪{j}

f(x) dx−u∪{j} −
∑

v⊂u

∫ 1

0
fv(x) dx

{j}

I.A.
=



fu\{j}(x) +
∑

v⊂u\{j}
fv(x)



 −
∑

v⊂u
j /∈v

fv(x) = 0.

Aus Lemma 3.18 folgt, dass für u 6= v,
∫

Īs

fufv dx = 0gilt. Aus Lemma 3.18 folgt für die Varianz von f :
σ2 =

∑

u⊆1,...,s

σ2
u mit, (3.28)

σ2
u = σ2

u(f) =

{∫

Īs fu(x)
2 dx für |u| > 0,

0 für |u| = 0.
(3.29)Daher kann man σ2

u als Maÿ für die Wi
htigkeit von fu nehmen.3.4.2 Die e�ektive DimensionEin Maÿ für den Ein�uss einer Menge von Variablen u ⊆ {1, . . . , s} sind folgende zwei Werte:
τ2
u =

∑

v⊆u
σ2
v , und (3.30)

τ2
u =

∑

v∩u 6=∅
σ2
v . (3.31)Dabei bes
hreibt τ2

u die E�ekte von X u auf f und τ2
u bes
hreibt die E�ekte von X u kombiniertmit anderen Variablen auf f . Es gilt 0 ≤ τ2

u ≤ τ2
u ≤ σ2 und τ2

u + τ2
−u = σ2. Man kann τ2

uund τ2
u dur
h Integrale ausdrü
ken und ans
hlieÿend mittels Quasi Monte Carlo oder MonteCarlo Methoden bere
hnen (siehe au
h [SL99℄).Satz 3.19 ([SL01℄). Sei f(xu, y−u) glei
h f(z) mit zu = xu und z−u = y−u. Dann gilt:

τ2
u =

∫

Ī2s−|u|

f(xu, y−u)f(xu, z−u) dxudy−udz−u − µ2, (3.32)
τ2
u =

1

2

∫

Īs+|u|

(
f(yu, x−u) − f(zu, x−u)

)2
dx−udyudzu. (3.33)
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I =

∫

Ī2s−|u|

f(xu, y−u)f(xu, z−u) dxudy−udz−u

=

∫

Ī|u|

∫

Ī|−u|

f(xu, y−u) dy−u
∫

Ī|−u|

f(xu, z−u) dz−u dxu

=

∫

Ī|u|

(∫

Ī|−u|
f(xu, y−u) dy−u

)2

dxu.Verwendet man De�nition 3.15:
∫

Ī|−u|

f(xu, y−u) dy−u =
∑

v⊆u
fv(x),und Lemma 3.18, dann folgt:

I =
∑

v⊆u

∫

Īs

f2
v (x) dx = f2

∅ + τ2
u.Zu (3.33): Es gilt:

1

2

∫

Īs+|u|

(
f(yu, x−u) − f(zu, x−u)

)2
dx−udyudzu

=
1

2

∫

Īs

f2(yu, x−u) dx−udyu +
1

2

∫

Īs

f2(zu, x−u) dx−udzu

−
∫

Ī2s−|−u|
f(yu, x−u)f(zu, x−u) dx−udyudzu

=

∫

Īs

f2(x) dx−
(
τ2
−u + f2

∅
)

= σ2 − τ2
−u = τ2

u.Zur De�nition der e�ektiven Dimension.De�nition 3.16. Eine quadratis
h integrierbare Funktion f hat e�ektive Dimension d imSuperposition-Sinn falls:
∑

|u|≤d
σ2
u ≥ 0.99σ2, (3.34)und im abges
hnittenen Sinn falls:

∑

u⊆{1,...,d}
σ2
u ≥ 0.99σ2. (3.35)Bemerkung 3.7. Diese De�nition der e�ektiven Dimension stammt aus [RCO97℄, wobei die0.99 willkürli
h gewählt sind. Die Idee der e�ektiven Dimension ers
heint au
h in [PT95℄ und[SW98℄.Bemerkung 3.8. Es gilt:

∑

u⊆{1,...,d}
σ2
u = τ2

{1,...,d}, und (3.36)
σ2
u = τ2

u −
∑

v⊂u
σ2
v . (3.37)Das heiÿt, dass man σ2

u rekursiv dur
h τ2
v bere
hnen kann. Daraus folgt, dass∑|u|≤d σ

2
u dur
h

τ2 ausgedrü
kt werden kann.



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 35Kommen wir zum Zusammenhang zwis
hen Quasi Monte Carlo und e�ektiver Dimension. Füreine quadratis
h integrierbare Funktion f gilt für den Approximationsfehler:
∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

f(xi) −
∫

Īs

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

u⊆{1,...,s}

1

N

N∑

i=1

fu(xi) −
∑

u⊆{1,...,s}

∫

Īu

fu(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
∑

u⊆{1,...,s}
u 6=∅

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N∑

i=1

fu(xi) −
∫

Īu

fu(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
.Grob gespro
hen bedeutet das, dass si
h der Approximationsfehler einer Funktion mit e�ek-tiver Dimension d (egal in wel
hem Sinn), bei vernünftigem N , wie der einer d dimensionalenFunktion verhält.3.5 Zufälliges Quasi Monte CarloEin Problem von Quasi Monte Carlo Methoden ist, dass der Approximationsfehler in derPraxis oft viel kleiner ist als die gegebene Fehlers
hranke, auÿerdem ist deren Bere
hnung ofts
hwierig. Aus diesem Grund wurde zufälliges Quasi Monte Carlo entwi
kelt. Au
h hier wirdein Integral über Īs dur
h

∫

Īs

f(x) dx ≈ 1

N

N∑

i=1

f(xi)approximiert. Nur, dass die hier verwendete Folge S = S(ω) = (x1(ω), x2(ω), . . .) für ω ∈
Ω eine Zufallsvariable auf einem Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,A, P ) ist. Um zu garantieren,dass der Erwartungswert der Approximation glei
h dem Integral ist, muss für alle i, xi eine
s-dimensional glei
hverteilte Zufallsvariable sein. Um die Vorteile von Quasi Monte Carlobeizubehalten soll S(ω), bei �xem ω ∈ Ω, eine Folge kleiner Diskrepanz sein.De�nition 3.17. Für eine zufällige Punktfolge S(ω) auf (Ω,A, P ) wird die Stern Diskrepanzde�niert dur
h

D∗
N (S) = sup

ω∈Ω
D∗
N (S(ω)),und die extreme Diskrepanz dur
h

DN (S) = sup
ω∈Ω

DN (S(ω)).De�nition 3.18. Eine zufällige Punktfolge S = (x1, x2, . . .) ∈ Īs heiÿt zufällige Punktfolgekleiner Diskrepanz, falls:1. Für alle i ≥ 1 ist xi eine s-dimensionale glei
hverteilte Zufallsvariable.2. Es gilt D∗
N (S) = O

(
N−1(logN)s

).Da bei einer zufälligen Folge kleiner Diskrepanz für festes ω, S(ω) eine Folge mit Diskrepanz
D∗
N (S(ω)) ≤ D∗

N (S) ist, gelten für S die glei
hen deterministis
hen Fehlers
hranken wie fürdeterministis
he Folgen. So gilt zum Beispiel für Funktionen f mit bes
hränkter Variation
V (f), und für alle ω ∈ Ω,

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Īs

f(x) dx− 1

N

N∑

i=1

f(xi(w))

∣
∣
∣
∣
∣
≤ V (f)D∗

N (S).Der groÿe Vorteil der zufälligen Quasi Monte Carlo Methode ist, dass die Approximation
AN (ω) = 1/N

∑N
i=1 f(xi(ω)) eine Zufallsvariable mit E[AN ] =

∫

Īs f(x) dx ist. Man kann
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h unabhängige Realisationen von AN approximieren und bekommt,analog wie bei der Monte Carlo Methode, über die Varianz eine sto
hastis
he Fehlers
hranke.Falls man eine feste Anzahl K von Iterationen ma
hen kann so wird man M unabhängigeWiederholungen von AN ma
hen, wobei MN = K ist und M so klein wie mögli
h gewähltwird, dass man no
h vernünftige Werte für die Varianz bekommt. Man approximiert dann dasIntegral dur
h:
I =

∫

Īs

f(x) dx ≈ 1

M

M∑

j=1

AjN =
1

MN

M∑

j=1

N∑

i=1

f(xji ), (3.38)und gibt analog wie bei Monte Carlo ein Kon�denzintervall für I an.Es werden nun die hier verwendeten zufälligen Folgen kleiner Diskrepanz bes
hrieben. EineÜbersi
ht zu zufälligen Folgen �ndet man zum Beispiel in [LL02℄3.5.1 Folgen mit zufälligem ShiftDie Idee zu dieser Methode stammt aus [CP76℄ wurde aber nur für eine spezielle Folge be-s
hrieben, später verwendeten [Tuf96℄ und [MFer℄ diese Idee au
h für andere Folgen. Die Ideeist mit Hilfe einer auf Īs glei
hverteilten Zufallsvariable ∆ = (∆(1), . . . ,∆(s)) aus einer de-terministis
hen Folge kleiner Diskrepanz S̄ = (x̄1, x̄2, . . .) ∈ Īs eine zufällige Folge kleinerDiskrepanz S = (x1, x2, . . .) ∈ Īs zu bauen. Dafür brau
ht man die Operation (mod1), wel-
he jeder Zahl x ∈ R
s jene Zahl x (mod1) aus Is zuordnet, für die es ein z ∈ Z

s gibt mit
z + (x (mod1)) = x.De�nition 3.19. Sei S̄ = (x̄1, x̄2, . . .) eine Folge kleiner Diskrepanz auf Īs und ∆ eine auf Īsglei
hverteilte Zufallsvariable. Dann wird die Folge mit zufälligem Shift S = (x1, x2, . . .) von
S̄ de�niert dur
h:

xi = (x̄i + ∆) (mod1) .Satz 3.20. Für das i-te Folgenglied xi der zufälligen Shift Folge S gilt, xi ist eine auf Īsglei
hverteilte Zufallsvariable.Beweis. Für ein z = (z(1), . . . , z(s)) ∈ Īs gilt:
P (xi ≤ z) = P ((x̄i + ∆) (mod1) ≤ z)

=

s∏

j=1

P
(

(x̄
(j)
i + ∆(j)) (mod1) ∈

[

0, z(j)
])

=
s∏

j=1

(

P
(

∆(j) ∈
[

0, z(j) − x̄
(j)
i

])

+ P
(

∆(j) ∈
[

1 − x̄
(j)
i , 1 − x̄

(j)
i + min

(

z(j), x̄
(j)
i

)]))

=
s∏

i=1

P
(

∆(j) ≤ z(j)
)

= P (∆ ≤ z).Wobei bei der vorletzten Glei
hung verwendet wurde, dass die Wahrs
heinli
hkeit eines In-tervalls bei der Glei
hverteilung nur von dessen Länge abhängt.Satz 3.21 ([Tuf98℄, [Tuf97℄). Es gilt:
D∗
N (S) ≤ 4sD∗

N (S̄).
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D∗
N (S) = sup

u∈Īs

∣
∣
∣
∣
∣
∣

s∏

j=1

u(j) − 1

N

N∑

i=1

I[0,u) ((x̄i + ∆) (mod1))

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.Für alle j ∈ 1, . . . , s gilt:
(x̄

(j)
i + ∆(j)) (mod1) ∈

[

0, u(j)
) genau dann wenn







x̄
(j)
i ∈

[
0, u(j)

) für ∆(j) = 0,

x̄
(j)
i ∈

[
1 − ∆(j), 1 − ∆(j) + u(j)

) für u(j) ≤ ∆(j), ∆(j) > 0,

x̄
(j)
i ∈

[
1 − ∆(j), 1

)
∪
[
0, u(j) − ∆(j)

) für u(j) ≥ ∆(j), ∆(j) > 0.Man kann diese Aufspaltung auf alle Dimensionen erweitern und bekommt:
D∗
N (S) ≤ 2s sup

[u,v)∈Īs

∣
∣
∣
∣
∣
λs([u, v)) −

1

N

N∑

i=1

I[u,v)(x̄i)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ 2sDN (S̄) ≤ 4sD∗
N (S̄).Dabei folgt die letzte Unglei
hung aus Proposition (3.4).3.5.2 Halton Folge mit zufälligem StartpunktIn diesem Kapitel wird eine zufällige Folge kleiner Diskrepanz mit Hilfe einer rekursivenDe�nition der Halton Folge gebaut, diese Methode stammt aus [HW00℄. Dazu benötigt manzunä
hst die von Neumann-Kakutani-Transformation. Die Idee sol
he Transformationen zuverwenden um die van der Corput Folge zu studieren stammt von [Hal84℄ und [Lam85℄.De�nition 3.20 (von Neumann-Kakutani-Transformation). Sei b ≥ 2 eine ganze Zahlund x ∈ [0, 1]. Für x ∈ [0, 1) sei x =

∑∞
j=0 ajb

−j−1 mit 0 ≤ aj ≤ b − 1 und unendli
h viele
aj 6= b − 1. Sei m die kleinste Zahl mit am 6= b − 1. Dann ist die von Neumann-Kakutani-Transformation de�niert dur
h:

Tb(x) =

{
1+am

bm+1 +
∑∞

j=m+1
aj

bj+1 für x ∈ [0, 1) ,

0 für x = 1,

T nb (x) =

{

x für n = 0,

Tb(T
n−1
b (x)) für n ≥ 1.Für x ∈ Īs und ganze Zahlen b(1), . . . , b(s) sei

T (x) = (Tb(1)(x
(1)), . . . , Tb(s)(x

(s))) und
T n(x) = (T n

b(1)
(x(1)), . . . , Tn

b(s)
(x(s))).Bemerkung 3.9. Für die radikal inverse Funktion φb(n) gilt,

φb(n+ 1) = Tb(φb(n)) und φb(n + 1) = T n+1
b (φb(0)) = T n+1

b (0).Daraus folgt, dass für das i-te Folgenglied xi der van der Corput Folge in Basis b gilt:
xi = Tb(xi−1) = T nb (0).Diese Erkenntnis motiviert die folgende De�nition der Halton Folge mit zufälligem Startpunkt.



Kapitel 3. Quasi Monte Carlo Methoden 38De�nition 3.21 (Halton Folge mit zufälligem Startpunkt). Sei ∆ eine auf Īs glei
h-verteilte Zufallsvariable und b(1), . . . , b(s) ganze Zahlen ≥ 2, dann ist die Halton Folge mitzufälligem Startpunkt S = (xi)i≥1 zur Basis b(1), . . . , b(s) gegeben dur
h:
xi =

(

x
(1)
i , . . . , x

(s)
i

)

=
(

T i
b(1)

(

∆(1)
)

, . . . , T i
b(s)

(

∆(s)
))

= T i(∆).Satz 3.22 ([HW00℄). Sei S = (x1, x2, . . .) eine Halton Folge mit zufälligem Startpunkt inBasis b(1), . . . , b(s), dann gilt für alle i ≥ 1, dass xi eine auf Īs glei
hverteilte Zufallsvariableist.Beweis. Auf Grund der induktiven De�nition von S genügt es zu zeigen, dass für eine auf Īsglei
hverteilte Zufallsvariable ∆, T (∆) wieder glei
hverteilt ist.Wir betra
hten zunä
hst den eindimensionalen Fall. Sei ∆ glei
hverteilt auf [0, 1] und b eineganze Zahl. Sei
lk = 1 − 1

bk
, k ≥ 0.Dann kann man Tb(∆) au
h als

Tb(∆) = ∆ −
(

1 − 1

bk

)

+
1

bk+1
, für ∆ ∈ [lk, lk+1) , k ≥ 0,s
hreiben. Aus dieser Darstellung folgt, dass Tb(∆) glei
hverteilt ist, sofern die Intervalle

[lk, lk+1) und [lh, lh+1) für alle k 6= h, auf disjunkte Intervalle abgebildet werden. Dies folgtaus:
Tb(∆) ∈

[
1

bk+1
,

1

bk

) genau dann wenn ∆ ∈ [lk, lk+1) , k ≥ 0.Damit ist jede Koordinate des Vektors T (∆) eine auf [0, 1] glei
hverteilte Zufallsvariable unddaraus folgt, dass T (∆) s-dimensional glei
hverteilt ist.Satz 3.23. Sei S = (xi)i≥1 eine Halton Folge mit zufälligem Startpunkt mit paarweise relativprimer Basis b(1), . . . , b(s). Dann gilt für die Stern Diskrepanz:
D∗
N (S) <

2s

N
+

1

N

s∏

i=1

(
bi − 1

2 log(bi)
log(N) +

bi + 1

2

)

.Beweis. Aus der De�nition von S folgt xi ∈ Is für alle i ≥ 1.Sei N ≥ 1 fest, und D(J) =
∑N

i=1 IJ(xi)−Nλs(J) für ein Intervall J ∈ Is. Für 1 ≤ i ≤ s undeiner ganzen Zahl e ≥ 0, sei Ei(e) die Familie aller Intervalle der Form [0, ab−ei ) mit a ∈ Z,
0 < a ≤ bei , und sei Fi(e) die Familie aller Intervalle der Form [cb−fi , (c + 1)b−fi ) mit c, f ∈ Zmit 0 ≤ f ≤ e und 0 ≤ c < bfi . Für ganze Zahlen e1, . . . , es ≥ 0, sei E(e1, . . . , es) die Familiealler Intervalle E =

∏s
i=1Ei mit Ei ∈ Ei(ei) ∪ Fi(ei) für 1 ≤ i ≤ s. Wir behaupten, dass

|D(E)| ≤
s∏

i=1
Ei /∈Fi(ei)

(
1

2
(bi − 1)ei + 1

) für alle E =
s∏

i=1

Ei ∈ E(e1, . . . , es) (3.39)gilt, wobei ein leeres Produkt glei
h 1 sein soll. Der Beweis von (3.39) ist analog zu demBeweis von (3.14) im Beweis von Satz 3.13.Sei nun J =
∏s
i=1[0, ui) ⊂ Is beliebig. Für 1 ≤ i ≤ s sei ei die kleinste ganze Zahl mit

bei

i ≥ N und sei ai die kleinste ganze Zahl mit aib−ei

i ≥ ui. Sei E =
∏s
i=1[0, aib

−ei

i ). Da in jederRestklasse modulo bei maximal ein Element aus {1, . . . ,N} liegt folgt, dass es maximal ein x(i)
j
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j ∈

[
0, aib

−ei

i

) und x
(i)
j 6∈ [0, ui). Daraus folgt ∣∣∣∑N

i=1 IJ(xi) −
∑N

i=1 IE(xi)
∣
∣
∣ ≤ s.Weiters gilt E ∈ E(e1, . . . , es), und mit (3.39) gilt:

|D(J)| ≤ N(λs(E) − λs(J)) + |D(E)| +
∣
∣
∣
∣
∣

N∑

i=1

IJ(xi) −
N∑

i=1

IE(xi)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ N

s∑

i=1

b−ei

i + |D(E)| + s ≤ 2s+ |D(E)|

≤ 2s +

s∏

i=1

(
1

2
(bi − 1)ei + 1

)

.Der Beweis des Satzes folgt nun aus ei < 1 + (log(N))/(log(bi)) für 1 ≤ i ≤ s.



Kapitel 4Methoden zur Simulation seltenerEreignisse4.1 Das zugrunde liegende ProblemFür die Familie seltener Ereignisse A(u) soll z(u) = P (A(u)) näherungsweise bere
hnet wer-den. Verwendet man dazu die Monte Carlo Methode mit S
hätzer Z(u), dann wird für z(u)ein Kon�denzintervall angegeben. Da z(u) → 0 für u→ ∞ interessiert einen ni
ht die absoluteLänge l(u) des Kon�denzintervalls sondern dessen relative Länge l(u)/z(u). Ist zum Beispiel
z(u) = 10−5, dann ist ein Kon�denzintervall der Länge l(u) = 10−4 unbrau
hbar.Die relative Länge eines Kon�denzintervalls bei nWiederholungen hängt im Wesentli
hen von
√

V ar[Z(u)]/z(u)n−1/2 ab, deshalb de�niert man:De�nition 4.1 (Relative Fehler). Der relative Fehler eines Monte Carlo S
hätzers Z(u)ist gegeben dur
h
ε(u) =

√

V ar[Z(u)]

z(u)
.Bemerkung 4.1. Man kann den relativen Fehler au
h für beliebige S
hätzer Z(u) de�nieren.In diesem Fall ist z(u) = E[Z(u)].Falls der relative Fehler ε(u) als Funktion in u bes
hränkt ist so genügt eine feste Anzahl anIterationen um für alle u ein Kon�denzintervall mit vorgegebener relativer Länge zu bere
hnen.In der Praxis ist es oft ni
ht mögli
h einen S
hätzer mit bes
hränktem relativen Fehler zu�nden, deswegen benötigt man ein s
hwä
heres Kriterium für die Qualität eines S
hätzers.Notation. Seien a(u) und b(u) zwei Funktionen mit limu→∞ a(u) = limu→∞ b(u) = 0 mit

lim inf
u→∞

|log(a(u))|
|log(b(u))| ≥ 1,dann s
hreibt man:

a(u)
log
≤ b(u).De�nition 4.2. Ein S
hätzer Z(u) heiÿt asymptotis
h oder logarithmis
h e�zient, falls

V ar[Z(u)]
log
≤ z(u)2gilt.Lemma 4.1. Falls Z(u) ein asymptotis
h e�zienter S
hätzer ist, dann gilt für den relativenFehler ε(u) = o(z(u)−δ) für alle δ > 0. 40
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log
≤ z(u)2 folgt:

lim inf
u→∞

− log(V ar[Z(u)])

− log(z(u))
≥ 2.Das heiÿt, für jedes δ > 0 gibt es ein u0, sodass für alle u > u0

− log(V ar[Z(u)])

− log(z(u))
≥ 2 − δ,

log(V ar[Z(u)]) ≤ (2 − δ) log(z(u)),

V ar[Z(u)] ≤ exp {(2 − δ) log(z(u))} = z(u)2−δgilt. Daraus folgt:
ε(u) =

√

V ar[Z(u)]

z(u)
≤ z(u)1−δ/2

z(u)
= z(u)−δ/2 = o(z(u)−δ).Verwendet man den naiven Monte Carlo S
hätzer Z0(u) = IA(u), dann gilt für dessen Varianz,

V ar[Z0(u)] = V ar[IA(u)] = E[I2
A(u)] − E[IA(u)]

2 = E[IA(u)] − E[IA(u)]
2 = z(u)(1 − z(u)).Daraus folgt:

lim
u→∞

|log(V ar[Z0(u)])|
|log(z(u)2)| = lim

u→∞
log(z(u)(1 − z(u)))

2 log(z(u))
= lim

u→∞
log(z(u)) + log(1 − z(u))

2 log(z(u))
= 1/2,womit dieser S
hätzer ni
ht asymptotis
h e�zient ist. Sei z(u) = 10−6, dann gilt für denrelativen Fehler von Z(u), ε(u) ≈ 1000. Das heiÿt, für ein 95%-Kon�denzintervall von 10%der Länge von z(u) benötigt man ungefähr 3.84 × 108 Iterationen.Um P (A(u)) zu bere
hnen genügt also der naive S
hätzer Z0(u) ni
ht, man benötigt daherbessere Ideen. Das Ziel dieses Kapitels ist es e�ziente S
hätzer für seltene Ereignisse vorzu-stellen.4.2 Light TailsDe�nition 4.3. Sei X eine Zufallsvariable. Dann ist die momentenerzeugende Funktion von

X gegeben dur
h:
MX(t) = E[etX ].De�nition 4.4 (Light Tails). Eine positive Zufallsvariable X heiÿt light-tailed falls es ein

t > 0 gibt mit MX(t) <∞.In diesem Kapitel wollen wir Methoden zur näherungsweisen Bere
hnung von den in Kapi-tel 1 gegebenen Problemen vorstellen. Wenn die S
hadenshöhenverteilung einer light-tailedVerteilung angehört verwendet man Importan
e Sampling als Varianzreduktionsmethode. Alsneues Maÿ verwendet man eine exponentiell veränderte Version des alten Maÿes. Das heiÿt,falls das alte Maÿ Di
hte f hat, dann hat das neue Maÿ die Di
hte
fθ(x) = eθxf(x)/MX(θ) (4.1)mit einem θ > 0.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 424.2.1 Zufällige SummenSeien Xi iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F und Di
hte f . Weiters sei N eine ganz-zahlige Zufallsvariable mit Werten in N0. In diesem Kapitel wollen wir z(u) = P
(
∑N

i=1Xi > u
)näherungsweise bere
hnen.Wir betra
hten zunä
hst den Fall N = n. Verwendet man ein exponentiell verändertes Maÿals Importan
e Sampling Maÿ so erhält man den S
hätzer:

Z(u) = exp

{

−θ
n∑

i=1

Xi

}

MX1(θ)
nI{∑n

i=1Xi>u}.Wobei die Xi na
h dem neuen Maÿ (4.1) simuliert werden. Es gilt:
E[Z(u)2] = E

[

exp

{

−2θ

n∑

i=1

Xi

}

MX1(θ)
2nI{∑n

i=1Xi>u}

]

≤ exp {−2θu}MX1(θ)
2n.Da man die Varianz von Z(u) ni
ht minimieren kann, minimiert man n log(MX1(θ)) − θu.Dur
h di�erenzieren erhält man:

n
MX1(θ)

′

MX1(θ)
− u = 0,

MX1(θ)
′

MX1(θ)
=
u

n
. (4.2)Man wählt θn als Lösung von Glei
hung 4.2.Bei zufälligem N kann man den S
hätzer

Z∗(u) = exp

{

−θN
N∑

i=1

Xi

}

MX1(θN )NI{∑N
i=1Xi>u}.verwenden. Man simuliert zunä
hst N und ans
hlieÿend (X1, . . . ,XN ) wobei die Xi na
h demexponentiell veränderten Maÿ mit Parameter θN simuliert werden.4.2.1.1 Numeris
he ErgebnisseFür die Tabelle 4.1 wurde für die Xi eine Exponential-Verteilung mit Parameter λ = 1 ge-wählt. Weiters ist N geometris
hverteilt mit ρ ∈ {0.25, 0.5, 0.75}. Bei der Monte Carlo Metho-de wurden 107 Iterationen verwendet und bei den zufälligen Quasi Monte Carlo Folgen wurdeder S
hätzer (3.38) mit 104 Monte Carlo Iterationen und 103 Quasi Monte Carlo Iterationenverwendet. Die Tabelle gibt zu jedem S
hätzer die halbe Länge des 95% Kon�denzintervallsin Prozent von dem ges
hätzten Wert von z(u) an. Dabei enthält die Spalte CMC die theore-tis
hen Werte des S
hätzer Z0(u) = I{∑N

i=1Xi>u}.Man sieht das Z(u) etwas besser funktioniert als der S
hätzer Z0(u). Des Weiteren sieht man,dass die Quasi Monte Carlo Methoden keine zusätzli
he Varianzreduktion bringen.4.2.2 Ruinwahrs
heinli
hkeitIn diesem Kapitel wollen wir Ψ(u) näherungsweise bere
hnen. Sei (Yi)i≥1 iid mit Verteilung
F und (Zi)i≥1 iid exponentialverteilt mit Parameter λ. Dann gilt mit Lemma 1.7

Ψ(u) = P

(

sup
n≥1

n∑

i=1

Yi − cZi > u

)

= P

(

sup
n≥1

Sn > u

)

.
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ρ z(u) CMC Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.6168 0.203872 0.115124 0.150649 0.1377290.25 1e-05 19.6 1.82448 1.82688 1.85616 1.84180.25 1e-08 619.8 12.4534 14.6799 31.3053 16.10520.25 1e-11 19599.64 34.7308 21.7074 42.2564 34.35220.5 0.01 0.6168 0.66094 0.397021 0.344567 0.4860560.5 1e-05 19.6 5.41593 5.39571 5.24081 5.531270.5 1e-08 619.8 69.0665 50.068 46.3478 28.86730.5 1e-11 19599.64 65.4584 118.993 152.282 74.84950.75 0.01 0.6168 1.90059 1.73156 2.96925 1.111240.75 1e-05 19.6 16.7235 10.7559 10.9785 12.77630.75 1e-08 619.8 125.836 68.5473 126.12 93.60640.75 1e-11 19599.64 194.676 151.113 98.4937 106.13Tabelle 4.1: Exponentiale S
hadenshöhen mit λ = 1.Für die in diesem Kapitel bes
hriebene Methode bere
hnet man zunä
hst γ als Lösung von:

0 = λ(MY1(γ) − 1) − cγ. (4.3)Man verwendet Importan
e Sampling. Beim neuen Maÿ sind die Zi exponentialverteilt mitParameter λL = MY1(γ)λ und die Verteilung der (Yi)i≥1 wird dur
h die Radon-Nikodym-Di
hte dFL

dF = eγx/MY1(γ) de�niert. Für die Radon-Nikodym-Di
hte des gemeinsamen Maÿes
P von Y1 und Z1 bezügli
h des neuen Maÿes PL gilt damit:

dP

dPL
(y, z) = e−γyMY1(γ)

1

MY1(γ)
e−λz+λMY1

(γ)z = exp {cγz − γy} .Man bere
hnet den S
hätzer Z(u) wie folgt:1. Man setzt S = 0.2. Man simuliert Z1 als exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter λL und Y1 alsZufallsvariable mit Verteilungsfunktion FL. Man setzt S = S + Y1 − cZ1.3. Falls S > u, setzt man Z(u) = e−γS . Ansonsten, gehe zu 2.Da EL[cZ1 − Y1] > 0 gilt, werden für die Bere
hnung von Z(u) mit Wahrs
heinli
hkeit 1 nurendli
h viele S
hritte benötigt. Für die Analyse der Varianz des S
hätzers Z(u) benötigt manfolgendes Lemma, einen Beweis �ndet man in [Gra92℄.Lemma 4.2. Sei die Verteilung der Yi light-tailed und E[cZ1 − Y1] < 0. Weiters sei γ > 0eine Lösung von Glei
hung 4.3. Dann existiert eine Konstante C mit:
Ψ(u) ∼ Ce−γu.Satz 4.3. Sei die Verteilung der Yi light-tailed und E[cZ1 − Y1] < 0. Dann hat der S
hätzer

Z(u) bes
hränkten relativen Fehler.Beweis. Der Beweis folgt aus:
E[Z(u)2] ≤ e−2γu ∼ Ψ(u)2/C2.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 444.3 Zufällige Summen mit subexponentiellen VerteilungenSeien X1,X2, . . . iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F ∈ S, F stetig mit Di
hte fund N eine ganzzahlige Zufallsvariable mit Werten in N
0 wel
he unabhängig von (Xi)i≥1 ist.Die Zufallsvariable SN =

∑N
i=1Xi wird als zufällige Summe bezei
hnet. In diesem Kapitelwird ein historis
her Überbli
k über e�ziente Methoden zur näherungsweisen Bere
hnung von

P (SN > u) gegeben.Notation. Für festes N = n sei Sn =
∑n

i=1Xi.4.3.1 Der bedingte Monte Carlo S
hätzerDer erste S
hätzer für den man zeigen konnte, dass er asymptotis
h e�zient ist stammt vonAsmussen und Binswanger [AK97℄ und verwendet die Ordnungsstatistik
X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(N).Asmussen und Binswanger verwendeten den S
hätzer:

Z1(u) = P (SN > u|N,X(1),X(2), . . . ,X(N−1)).Man simuliert zunä
hst N , ans
hlieÿend X1, . . . ,XN verwirft dann X(N) und bere
hnet Z1.Lemma 4.4. Sei F stetig, S∗
N−1 = SN −X(N) und a ∨ b = max(a, b). Dann gilt:

P (SN > u|N,X(1),X(2), . . . ,X(N−1)) =
F ((u− S∗

N−1) ∨X(N−1))

F (X(N−1))
. (4.4)Beweis. Aus der De�nition von X(n) und X(n−1) folgt: X(n) ≥ X(n−1). Aus

P (X1 > x|X1 ≥ x0) =
P (X1 > (x ∨ x0))

P (X1 > x0)
=
F (x ∨ x0)

F (x0)folgt:
P (X(N) > x|N,X(1),X(2), . . . X(N−1)) = P (X1 > x|X1 ≥ X(N−1)) =

F (X(N−1) ∨ x)
F (X(N−1))

.Damit gilt:
P (SN > u|N,X(1),X(2), . . . ,X(N−1))

= P (X(N) + S∗
N−1 > u|N,X(1),X(2), . . . ,X(N−1))

= P (X(N) > u− S∗
N−1|N,X(1),X(2), . . . ,X(N−1))

=
F ((u− S∗

N−1) ∨X(N−1))

F (X(N−1))
.Satz 4.5 ([AK97℄). Sei L(x) slowly varying und stetig, F (x) = L(x)/(1+x)α und E[N2(α+1)] <

∞. Dann ist der S
hätzer Z1 asymptotis
h e�zient.Lemma 4.6. Sei F (x) stetig mit Di
hte f(x). Dann gilt
fX(n−1)

(x) = n(n− 1)F (x)n−2F (x)f(x) ≤ n(n− 1)F (x)f(x).
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hte von X(n) ist
fX(n)

(x) = nF (x)n−1f(x).Sei Mn−1 = max(X1, . . . ,Xn−1). Es gilt:
P (X(n−1) ≤ x) = P

(
n⋃

i=1

{Xj ≤ x|j 6= i} ∩
{

Xi ≥ max
j 6=i

Xj

})

iid
= nP ({X1 ≤ x, . . . ,Xn−1 ≤ x} ∩ {Xn ≥Mn−1})
= nP (Mn−1 ≤ x,Xn ≥Mn−1)

iid
= n

∫ x

0

∫ ∞

y1

(n− 1)F (y1)
n−2f(y1)f(y2) dy2dy1

=

∫ x

0
n(n− 1)F (y1)

n−2F (y1)f(y1) dy1.Daraus folgt:
fX(n−1)

(x) = n(n− 1)F (x)n−2F (x)f(x).Aus F (x) ≤ 1 folgt:
n(n− 1)F (x)n−2F (x)f(x) ≤ n(n− 1)F (x)f(x).Beweis Satz 4.5. Wir zeigen zunä
hst, dass für festes N = n,

E[Z1(u)
2] ≤ n(n− 1)

[
1

2
F
(u

2

)2
− F

(u

n

)2
log
(

F
(u

2

))] (4.5)gilt.
E[Z1(u)

2] = E





(

F (u− S∗
n−1)

F (X(n−1))

)2

I{X(n−1)≤u/n}



 (4.6)
+ E





(

F ((u− S∗
n−1) ∨X(n−1))

F (X(n−1))

)2

I{u/n<X(n−1)≤u/2}



 (4.7)
+ E

[

1I{u/2<X(n−1)}
] (4.8)Man kann den ersten Summanden (4.6) wie folgt bes
hränken:Für X(n−1) ≤ u

n gilt F (u− S∗
n−1) ≤ F

(
u
n

), somit gilt:
E





(

F (u− Sn−1)

F (X(n−1))

)2

I{X(n−1)<u/n}





≤ F
(u

n

)2
∫ u

n

0

fX(n−1)
(y)

F (y)2
dy

≤ n(n− 1)F
(u

n

)2
∫ u

n

0

f(y)

F (y)
dy

≤ −n(n− 1)F
(u

n

)2
log
(

F
(u

n

))

.
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hränkt werden. Für u
n < X(n−1) ≤ u

2 gilt F ((u−
S∗
n−1) ∨X(n−1)) ≤ F

(
u
n

), daraus folgt:
E





(

F ((u− Sn−1) ∨X(n−1)

F (X(n−1))

)2

I{X(n−1)<u/n}





≤ F
(u

n

)2
∫ u

2

u
n

fX(n−1)
(y)

F (y)2
dy

≤ n(n− 1)F
(u

n

)2
∫ u

2

u
n

f(y)

F (y)
dy

≤ −n(n− 1)F
(u

n

)2 [

log
(

F
(u

2

))

− log
(

F
(u

n

))]

.Um eine obere S
hranke für (4.8) zu erhalten, s
hreibt man:
E
[

I{X(n−1)>u/2}
]

=

∫ ∞

u
2

fX(n−1)
(y) dy

= n(n− 1)

∫ ∞

u
2

F (y)n−2F (y)f(y) dy

≤ n(n− 1)

∫ ∞

u
2

F (y)f(y) dy

≤ n(n− 1)
1

2
F
(u

2

)2
.Dur
h Addition dieser drei Ergebnisse erhält man (4.5).Aus (4.5), Lemma 2.14 und V ar[Z1(u)] ≤ E[Z1(u)

2] folgt
V ar[Z1] ≤ E

[

N2

(
1

2
F
(u

2

)2
+ F

( u

N

)2 ∣∣
∣log

(

F
(u

2

))∣
∣
∣

)]

≤ E[N2]
1

2
C+(ε)222(α−ε)(1 + u)−2(α−ε)

+ E[C+(ε)2N2−2ε+2α(1 + u)−2(α−ε) ∣∣log(C−(ε)(1 + u)−α−ε)
∣
∣]

= (D1(ε) +D2(ε) |log(1 + u)|)(1 + u)2(ε−α).Für Konstanten D1(ε) und D2(ε) wel
he ni
ht von u abhängen. Zusammen mit Lemma 2.7und L(x) slowly varying folgt:
lim inf
u→∞

|log(V ar[Z1(u)])|
|2 log(z(u))| ≥ lim inf

u→∞
log((D1(ε) +D2(ε) |log(1 + u)|)(1 + u)2(ε−α))

2 log(cL(u)/(1 + u)α)

= lim
u→∞

−2(α− ε) log(1 + u)

2 log(cL(u)) − 2α log(1 + u)

+ lim
u→∞

log(D1(ε) +D2(ε) |log(1 + u)|)
2 log(cL(u)) − 2α log(1 + u)

= lim
u→∞

−2(α− ε) log(1 + u)

−2α log(1 + u)
= 1 − ε

α
.mit ε→ 0 folgt, dass Z1 asymptotis
h e�zient ist.Bemerkung 4.2. Für F lognormalverteilt, kann man zeigen, dass Z1 asymptotis
h e�zient ist.Für einen Beweis siehe [Bin97℄
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β weibullverteilt, E[zN ] < ∞ für ein z > 1 und

P (N = 2) > 0. Dann ist Z1 ni
ht asymptotis
h e�zient.Beweis. Für n = 2 gilt:
E[Z2

1 |N = 2] =

∫ ∞

0

F ((u− y) ∨ y)2
F (y)2

fX(1)
(y) dy ≥

∫ u/2

0

F (u− y)2

F (y)2
fX(1)

(y) dy

=

∫ u/2

0
2
F (u− y)2

F (y)
f(y) dy = 2βγ

∫ u/2

0
F (u− y)2yβ−1 dy

≥ 2βγ(u/2)β−1

∫ u/2

0
F (u− y)2 dy = 2βγ(u/2)β−1

∫ u

u/2
F (y)2 dy

≥
∫ u

u/2
2βγyβ−1e−2γyβ

dy = e−2γ(u/2)β − e−2γuβ

= e−21−βγuβ

(1 + o(1)).Zusammen mit Lemma 2.6 folgt:
lim inf
u→∞

log(V ar[Z1(u)])

2 log(z(u))
≤ lim

u→∞
log(E[Z1(u)

2|N = 2]P (N = 2) − E[Z1(u)
2])

2 log(E[N ]F (u))

≤ lim
u→∞

21−βγuβ

2γuβ
= 2−β < 1.4.3.2 Eine Importan
e Sampling MethodeDa der S
hätzer Z1 für die Weibull-Verteilung ni
ht asymptotis
h e�zient ist, geben Asmus-sen, Binswanger und Højgaard [ABH00℄ eine Importan
e Sampling Methode an, wel
he beiWeibull-, Pareto- und Lognormal-Zufallsvariablen asymptotis
h e�zient ist. Bezei
hne H(x)die Verteilungsfunktion des Importan
e Sampling Maÿes und h(x) die dazugehörige Di
hte.Für H(x) muss dabei folgende Bedingung erfüllt sein:Bedingung 1. Für K die Verteilung mit Di
hte k(x) = f(x)2/(ch(x)), mit

c =
∫∞
0 f(x)2/h(x) dx gelte, K ∈ S und K(x)

log
≤ F (x)2.Verwendet man ein H mit H(x) ∼ c1/ log(x), zum Beispiel

h(x) =

{
η

x log(x)2
a < x,

γg(x) 0 ≤ x ≤ a,mit a > e, η > 0, g(x) eine beliebige Di
htefunktion auf [0, a] und γ > 0 mit
∫ ∞

0
h(x) dx = η

∫ ∞

a

1

x log(x)2
dx+ γ =

η

log(a)
+ γ = 1,dann ist Bedingung 1 für die Verteilungen Weibull, Lognormal und Regular Varying erfüllt.Wir zeigen dies für F (x) = (1 + x)−α, die anderen Fälle gehen analog benötigen aber einengröÿeren Aufwand. Für x > a gilt:

k(x) =
f(x)2

ch(x)
=
α2(1 + x)−2(α+1)

cη/(x log(x)2)
=
α2x log(x)2

cη(1 + x)
(1 + x)−2α−1.Zusammen mit Satz 2.11 folgt:

K(x) ∼ αx log(x)2

2cη(1 + x)
(1 + x)−2α =

αx log(x)2

2cη(1 + x)
F (x)2.
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log
≤ F (x)2. K(x) ist regular varying da log(x) und x/(1 + x) slowly varyingsind. Damit gilt, K ∈ SAls S
hätzer verwendet man bei festem N = n

Z2(u) =
f(X1)

h(X1)
· · · f(Xn)

h(Xn)
I{Sn>u},wobei die X1,X2, . . . ,Xn iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion H(x) sind.Satz 4.8 ([ABH00℄). Sei F ∈ S und Bedingung 1 erfüllt, dann ist Z2 asymptotis
h e�zient.Beweis.

E[Z2(u)
2] =

∫

· · ·
∫

{x1+···+xn>u}

f(x1)
2

h(x1)2
· · · f(xn)

2

h(xn)2
h(x1) · · · h(xn) dx1 . . . dxn

= cn
∫

· · ·
∫

{x1+···+xn>u}
k(x1)k(x2) · · · k(xn) dx1dx2 . . . dxn

= cnPK(X1 + · · · +Xn > u) = cnK
n∗

(u).Aus Bedingung 1 und Proposition 2.3 folgt cnKn∗
(u) ∼ ncnK(u). Der Satz folgt mit ncnK(u)

log
≤

n2F (u)2.Korollar 4.9. Sei F ∈ S, Bedingung 1 erfüllt, N eine positive ganzzahlige Zufallsvariablemit E[N(c+ ε)N ] <∞ für ein ε > 0 und die X1,X2, . . . sind iid Zufallsvariablen mit Vertei-lungsfunktion H(x). Dann ist der S
hätzer
Z∗

2 (u) =
f(X1)

h(X1)
· · · f(XN )

h(XN )
I{SN>u},asymptotis
h e�zient.Beweis. Aus dem Beweis von Satz 4.8 folgt: E[Z∗

2 (u)2|N = n] = cnK
n∗

(u). Aus Lemma2.4 folgt die Existenz einer Konstanten L mit cnKn∗
(u)/K(u) ≤ Lcn(1 + ε/c)n = L(c +

ε)n. Zusammen mit Proposition 2.3 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt
E[Z∗

2 (u)] ∼ E[NcN ]K(u). Das Korollar folgt aus E [NcN]K(u)
log
≤ E[N ]2F (u)2.Wir wollen zeigen, dass es für die Verteilungen Weibull, Lognormal, Regular Varying undfür alle z > 1 eine Verteilung H(x) gibt bei der die Konstante c < z ist. Daraus folgt, dassman für alle N mit E[(1+ ε)N ] <∞ für ein ε > 0 einen asymptotis
h e�zienten S
hätzer für

P (SN > u) �ndet. Sei
γ(a) = 1 − 1

log(a)
, ε(a) =

∫ ∞

a
f(x)2x log(x)2 dxund a so groÿ, dass

F (a)2

γ(a)
+ ε(a) < z.So ein a existiert da lima→∞ γ(a) = lima→∞ F (a) = 1 und lima→∞ ε(a) = 0. Sei

h(x) =

{
1

x log(x)2
x > a,

γ(a) f(x)
F (a) 0 ≤ x ≤ a.
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c =

∫ ∞

0

f(x)2

h(x)
dx

=
1

γ(a)

∫ a

0
f(x)F (a) dx+

∫ ∞

a
f(x)2x log(x)2 dx

=
F (a)2

γ(a)
+ ε(a) < z.4.3.3 Hazard Rate TwistingIm Jahr 2002 stellten Juneja und Shahabuddin [JS02℄ eine weitere Importan
e Sampling Me-thode zur Bere
hnung von P (SN > u) vor. Die Idee ist, das neue Maÿ dur
h die Veränderungder Hazard Rate λ(x) auf (1−θ)λ(x), 0 < θ < 1 zu konstruieren. Die Di
hte des neuen Maÿesist dann gegeben dur
h:

fθ(x) = (1 − θ)λ(x) exp {−(1 − θ)Λ(x)} .Beispiel 4.1. Verwendet man als ursprüngli
hes Maÿ eine Pareto-Verteilung mit F (x) = 1/(1+
x)α so gilt für das neue Maÿ F θ(x) = 1/(1+x)(1−θ)α, es ist also wieder eine Pareto-Verteilung.Betra
hten wir nun das Problem P (Sn > u) mit n fest. Beim Hazard Rate Twisting verwendetman den S
hätzer:

Z3(u) =
f(X1)

fθ(X1)
· · · f(Xn)

fθ(Xn)
I{Sn>u} =

1

(1 − θ)n
exp

{

−θ
n∑

i=1

Λ(Xi)

}

I{Sn>u},mit X1,X2, . . . ,Xn iid mit Verteilungsfunktion F θ. Um zu zeigen, dass Z3 asymptotis
h e�-zient ist, brau
hen wir.Lemma 4.10. Es existiere ein d > 0, sodass die Hazard Rate λ für alle x > d fallend unddi�erenzierbar ist. Sei limx→∞ λ(x) = 0. Dann gilt für alle ε > 0

n∑

i=1

Λ(xi) ≥ Λ

(
n∑

i=1

xi

)

− ε,für alle (x1, . . . , xn) ≥ 0 mit ∑n
i=1 xi groÿ genug.Beweis. Sei ∑n

i=1 xi ≥ nd. Bezei
hne x(i) die i-te Ordnungsstatistik, mit x(n) als Maximum.Dann gilt für alle x ∈
[∑n

i=2 x(i),
∑n

i=1 xi
], dass x ≥ x(n) ≥ d und damit λ′(x) ≤ 0. Aus

Λ′(x) = λ(x) und Λ′′(x) = λ′(x) folgt die Taylorentwi
klung um ∑n
i=2 x(i):

Λ

(
n∑

i=1

xi

)

= Λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

+ x(1)λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

+ x2
(1)

λ′(ξ)
2

, (4.9)für ein ξ ∈ [∑n
i=2 x(i),

∑n
i=1 xi

] mit λ′(ξ) ≤ 0. Wegen der Monotonie von λ(x) für x ≥ d gilt:
x(1)λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

≤ x(1)λ(x(n)). (4.10)Sei aε,n ≥ d eine Zahl mit λ(x) ≤ ε/(nd) für alle x ≥ aε,n. Wir behaupten, dass für
∑n

i=1 xi/n ≥ aε,n

x(1)λ(x(n)) ≤ Λ(x(1)) +
ε

n
(4.11)
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∑n

i=1 xi/n) ≤ ε/n. Für x(1) > d gilt: (x(1) −
d)λ(x(n)) ≤

∫ x(1)

d λ(x) dx ≤ Λ(x(1)) und damit x(1)λ(x(n)) ≤ Λ(x(1)) + dλ(x(n)) ≤ Λ(x(1)) +
ε/n. Somit gilt unsere Behauptung.Aus (4.9), (4.10) und (4.11) folgt mit λ′(ξ) ≤ 0:

Λ

(
n∑

i=1

xi

)

≤ Λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

+ Λ(x(1)) +
ε

n
.Wiederholt man dieses Argument n mal so folgt das Lemma.Satz 4.11 ([JS02℄). Sei F ∈ S. Es existiere ein d > 0, sodass λ(x) für alle x > d fallendund di�erenzierbar ist. Sei limx→∞ λ(x) = 0. Weiters sei b > 0 eine Konstante. Dann ist Z3asymptotis
h e�zient, für θ = 1 − b/Λ(u).Beweis. Aus der De�nition von Z3 und Lemma 4.10 folgt für u groÿ genug und 0 < θ < 1,

Z3(u) ≤
1

(1 − θ)n
e−θ(Λ(u)−ε) ≤ 1

(1 − θ)n
e−θΛ(u)+ε. (4.12)Setzt man für θ = 1−b/Λ(u), quadriert beide Seiten und bildet den Erwartungswert bezügli
hdes neuen Maÿes Pθ so erhält man,

EPθ
[Z3(u)

2] ≤ e2(ε+b)
(

Λ(u)

b

)2n

e−2Λ(u).Aus Proposition 2.3 folgt P (Sn > u) ∼ nF (u) = ne−Λ(u). Damit gilt:
lim
u→∞

log(V arPθ
[Z3(u)])

2 log(P (Sn > u))
≥ lim

u→∞
log(EPθ

[Z3(u)
2])

2 log(P (Sn > u))

≥ lim
u→∞

log

(

e2(ε+b)
(

Λ(u)
b

)2n
e−2Λ(u)

)

2 log(ne−Λ(u))

≥ lim
u→∞

−2Λ(u) + 2(ε+ b) + 2n log(Λ(u)) − 2n log(b)

−2Λ(u) + 2 log(n)
= 1Somit ist Z3 asymptotis
h e�zient.Um den minimalen Wert der re
hten Seite der Unglei
hung (4.12) zu �nden, logarithmiertman diese, di�erenziert ans
hlieÿend na
h θ und setzt das Ergebnis glei
h Null, dana
h erhältman

− n

1 − θ
− Λ(u) = 0 und damit θ = 1 − n

Λ(u)
.Daraus folgt dass θ = 1 − n/Λ(u) der optimale Wert für θ ist.Bemerkung 4.3. Bei zufälligem N gibt es Beispiele bei denen Z3 ni
ht asymptotis
h e�zientist (siehe [JS02℄).4.3.4 Weighted Delayed Hazard Rate TwistingUm Hazard Rate Twisting au
h für zufälliges N brau
hbar zu ma
hen, entwi
kelten Junejaund Shahabuddin [JS02℄ Weighted Delayed Hazard Rate Twisting, die Idee hierbei ist die ur-sprüngli
he Di
hte f(x) erst ab einem x∗u zu verändern und zusätzli
h die Teile unters
hiedli
hzu gewi
hten. Man erhält damit die neue Di
hte

fθu,x∗u(x) =







f(x)
1+ω für x ≤ x∗u,(

1 − F (x∗u)
1+ω

)
fθu (x)

F θu (x∗u)
für x > x∗u.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 51Bedingung 2. Sei E[zN ] <∞ für ein z > 1. Dann werden die Parameter ω, θu und x∗u wiefolgt gewählt:
• Für das Gewi
ht ω gilt 0 < ω < z − 1;
• Für ein b > 0 ist θu = 1 − b/Λ(u);
• Sei a eine Konstante mit 0 < a < 1/[z−1(1 + ω)] − 1.Dann ist x∗u die Lösung von

Λ(x∗u) = log(Λ(u)) − 1

2
log(aωb2). (4.13)Als S
hätzer wird

Z4(u) =
f(X1)

fθu,x∗u(X1)
· · · f(XN )

fθu,x∗u(XN )
I{SN>u}verwendet. Dabei sind die X1,X2, . . . iid mit Verteilungsfunktion Fθu,x∗u. Es wird zunä
hst Nsimuliert und ans
hlieÿent Z4 bere
hnet.Wir wollen zeigen, dass Z4 asymptotis
h e�zient ist, brau
hen dazu aber no
h Annahmen für

F .Annahme 1. Es existiere ein d > 0, so dass die Hazard Rate λ(x) für alle x > d di�eren-zierbar und fallend ist. Weiters hat λ(x) die Form:
λ(x) =

L(x)

xβ
,mit 0 < β ≤ 1 und L(x) ist slowly varying.Bemerkung 4.4. Eine Verteilung wel
he Annahme 1 erfüllt ist subexponentiell.Annahme 2. Ist β = 1, so gibt es Konstanten p1, p2 (p1 < p2) und x0 > 0 mit

log(x)p1 ≤ Λ(x) ≤ log(x)p2 ,für alle x > x0.Satz 4.12 ([JS02℄). Sei F ∈ S eine Verteilungsfunktion, wel
he die Annahmen 1 und 2erfüllt. Weiters sei E[zN ] < ∞ für ein z > 1 und die Parameter der Importan
e SamplingVerteilung Fθu,x∗u erfüllen die Bedingung 2. Dann ist Z4 asymptotis
h e�zient.Um diesen Satz zu beweisen zerlegt man {SN > u} in folgende Teilmengen:
• Sei X(0) = 0. Für n > 0 und 0 ≤ k ≤ n− 1 sei

An,k =
{
N = n, Sn > u,X(k) < x∗u,X(k+1) ≥ x∗u

}
.

• Sei An =
⋃n−1
k=0 An,k und

Bn =
{
N = n, Sn > u,X(n) < x∗u

}
.

• Sei ψ = −2/ log((1 + a)(1 + ω)z−1), dann ist A =
⋃⌊ψΛ(u)⌋
n=1 An, A′ =

⋃∞
n>ψΛ(u)An und

B =
⋃∞
n=1Bn.Nun gilt:

{SN > u} = A ∪A′ ∪B.Wir benötigen nun ein paar te
hnis
he Lemmas. Sei d ≥ 0 jene Zahl ab der die Hazard Ratefallend und di�erenzierbar ist, weiters bezei
hne x eine beliebige Zahl gröÿer als d, dann gilt.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 52Lemma 4.13. Unter Annahme 1 , gilt für alle n und (x1, . . . xn) mit xi ≥ x für 1 ≤ i ≤ n:
n∑

i=1

Λ(xi) ≥ λ

(
n∑

i=1

xi

)

+ (n− 1)Λ(x) − (n− 1)xλ(x(n)). (4.14)Beweis. Aus (4.9) folgt für ∑n
i=1 xi/n ≥ d:

Λ

(
n∑

i=1

xi

)

≤ Λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

+ x(1)λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

. (4.15)Dur
h Addition und Subtraktion von Λ(x(1)), kann man die re
hte Seite als,
Λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

+ Λ(x(1)) −
∫ x(1)

0

(

λ(x) − λ

(
n∑

i=2

x(i)

))

dx (4.16)s
hreiben. Da λ(x) monoton fallend ist für alle x ≥ x und Λ(0) = 0 gilt:
∫ x(1)

0

(

λ(x) − λ

(
n∑

i=2

x(i)

))

dx ≥
∫ x

0

(

λ(x) − λ

(
n∑

i=2

x(i)

))

dx ≥ Λ(x) − xλ(x(n)).Kombiniert man dieses Ergebnis mit (4.15) und (4.16) erhält man die Unglei
hung:
Λ

(
n∑

i=1

xi

)

+ Λ(x) − xλ(x(n)) ≤ Λ

(
n∑

i=2

x(i)

)

+ Λ(x(1)).Wiederholt man dieses Argument n− 1 mal so erhält man die Aussage des Lemmas.Lemma 4.14. Sei x∗u de�niert dur
h Λ(x∗u) = log(Λ(u))− log(c1) für eine Konstante c1 > 0,weiters sei c2 eine positive Konstante. Dann gilt unter den Annahmen 1 und 2:
lim
u→∞

x∗uλ
(

u

c2Λ(u)

)

= 0, (4.17)
lim
u→∞

x∗uΛ(u)

u
= 0. (4.18)Beweis. Für jedes L̄ slowly varying, jedes ε > 0 und u groÿ genug gilt

u−ε ≤ L̄(u) ≤ uε (4.19)Für 0 < β < 1 folgt aus Satz 2.11 und (4.19), dass
u

c2Λ(u)
∼ (1 − β)uβ

c2L(u)
≥ uβ−ε, (4.20)für u groÿ genug gilt. Da λ(x) fallend ist für alle x ≥ d, gilt für jedes groÿ genuge u und jedes

ε mit β > ε > 0:
λ

(
u

c2Λ(u)

)

≤ λ(uβ−ε). (4.21)Aus (4.19) folgt λ(x) ≤ x−(β−ε) für x groÿ genug. Zusammen mit (4.21) folgt daraus:
λ

(
u

c2Λ(u)

)

≤ 1

u(β−ε)2 . (4.22)
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x∗u ≤ Λ(x∗u)

1/(1−β−ε) = (log(Λ(u)) − log(c1))
1/(1−β−ε). (4.23)Die Aussage (4.17) folgt aus (4.22) und (4.23). Die Aussage (4.18) folgt aus (4.20) und (4.23).Betra
hten wir nun den Fall β = 1 (d.h. λ(x) = L(x)/x). In diesem Fall ist Λ(x) slowlyvarying (siehe Satz 2.11), daraus folgt, dass für alle ε > 0, u/(c2Λ(u)) ≥ u1−ε/2 für u groÿgenug gilt. Damit gilt für alle u groÿ genug:

λ

(
u

c2Λ(u)

)

≤ λ(u1−ε/2) ≤ 1

u1−ε . (4.24)Die untere S
hranke für die Hazard Funktion gegeben dur
h Annahme 2 liefert eine obereS
hranke für x∗u, nämli
h:
x∗u ≤ exp

{

Λ(x∗u)
1/p1

}

= exp
{

log(Λ(u) − log(c1))
1/p1

}

≤ K4 exp
{

c3 log(Λ(u))1/p1
}

,mit geeignet gewählten Konstanten K4 und c3. Verwendet man nun die obere S
hranke derHazard Funktion aus Annahme 2 so erhält man eine obere S
hranke für x∗u:
x∗u ≤ K4 exp

{

c3 log(log(u)p2)1/p1
}

,für u groÿ genug. Verwendet man diese S
hranke zusammen mit (4.24) so folgt (4.17). Aussage(4.18) folgt ähnli
h mit der Tatsa
he dass Λ(u)/u ≤ 1/u1−ε für alle ε > 0 und u groÿgenug.Lemma 4.15. Unter den Annahmen 1, 2 und für u groÿ genug gilt:1. Es existiert eine Konstante K1 > 0 mit:
EP ∗ [Z4(u)

2IA] ≤ K1Λ(u)2 exp {−2Λ(u− x∗uψΛ(u))} . (4.25)2. Es existiert eine Konstante K2 > 0 mit:
EP ∗ [Z4(u)

2IA′ ] ≤ K2e
−2Λ(u). (4.26)3.

EP ∗ [Z4(u)
2IB ] ≤ e−2Λ(u) (4.27)Dabei bedeutet EP ∗ [·], dass der Erwartungswert bezügli
h dem Importan
e Sampling Maÿ be-re
hnet wird.Beweis. Für x ≤ x∗u gilt:

f(x)

fθu,x∗u(x)
= (1 + ω),und für x > x∗u gilt:

f(x)

fθu,x∗u(x)
=

1 + ω

ω + F (x∗u)
F θu

(x∗u)
f(x)

fθu
(x)

=

(
1 + ω

1 − θu

)(
F θu

(x∗u)
1 + ω − F (x∗u)

)
1

eθuΛ(x)
.1.) Auf der Menge An,k gilt:

Z4(u) = (1 + ω)n
(

F θu
(x∗u)

(1 − θu)(1 + ω − F (x∗u))

)n−k
exp

{

−θu
n∑

i=k+1

Λ(X(i))

}

. (4.28)



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 54Es gilt X(i) ≥ x∗u für k + 1 ≤ i ≤ n. Verwendet man (4.14) mit x = x∗u (wobei u so groÿ ist,dass x∗u > d gilt) so erhält man:
n∑

i=k+1

Λ(X(i)) ≥ Λ

(
n∑

i=k+1

X(i)

)

+ (n− k − 1)Λ(x∗u) − (n− k − 1)x∗uλ(X(n)).Auf der Menge An,k, mit n ≤ ψΛ(u) gilt:
n∑

i=k+1

X(i) ≥ u− kx∗u ≥ u− nx∗u ≥ u− ψΛ(u)x∗u,und damit:
n∑

i=k+1

Λ(X(i)) ≥ Λ(u− ψΛ(u)x∗u) + (n− k − 1)Λ(x∗u) − (n− k − 1)x∗uλ(X(n)). (4.29)Aus (4.28), (4.29), θu = 1 − b/Λ(u), und F θu
(x∗u) = e−(1−θu)Λ(x∗u) folgt, dass für alle u groÿgenug und n ≤ ψΛ(u), X(n) ≥ u/n ≥ u/(ψΛ(u)) gilt:

Z4(u)IAn,k
≤ (1 + ω)n

(

Λ(u)e−(1−θu)Λ(x∗u)

b(1 + ω − F (x∗u))

)n−k

× exp {−θu (Λ(u− ψΛ(u)x∗u) + (n− k − 1)Λ(x∗u))}

× exp

{

θu(n− k − 1)x∗uλ
(

u

ψΛ(u)

)}

≤ (1 + ω)n

(

Λ(u)e−Λ(x∗u)

b(1 + ω − F (x∗u))

)n−k

× exp

{

−Λ(u− x∗uψΛ(u)) + b
Λ(u− x∗uψΛ(u))

Λ(u)
+ θuΛ(x∗u)

}

× exp

{

(n− k)x∗uλ

(
u

ψΛ(u)

)}

≤ (1 + ω)n

(

Λ(u)e−Λ(x∗u)ex
∗
uλ(u/(ψΛ(u)))

b(1 + ω − F (x∗u))

)n−k

× exp {−Λ(u− x∗uψΛ(u)) + Λ(x∗u) + b} . (4.30)Aus der Tatsa
he, dass P ∗(X ≤ x∗u) ≤ 1/(1 +ω) und P ∗(X > x∗u) = (1 +ω−F (x∗u))/(1 +ω)erhält man mit pn = P (N = n):
P ∗(An,k) ≤

(
n

k

)
1

(1 + ω)k

(
1 + ω − F (x∗u)

1 + ω

)n−k
pn. (4.31)Quadriert man die Unglei
hung (4.30), bildet auf beiden Seiten den Erwartungswert undsummiert über k = 0, . . . n− 1 so erhält man:

E[Z2
4IAn ] ≤ e2Λ(x∗u)+2be−2Λ(u−x∗uψΛ(u))(1 + ω)npn

×
n−1∑

k=0

(
n

k

)(

Λ(u)2e−2Λ(x∗u)e2x
∗
uλ(u/(ψΛ(u)))

b2(1 + ω − F (x∗u))

)n−k

.Verwendet man a ∗ω = (Λ(u)e−Λ(x∗u)/b)2 (siehe (4.13)), 1−F (x∗u) ≥ 0, wählt u so groÿ, dass
exp {2x∗uΛ(u/(ψΛ(u)))} ≤ (1 + ε0) mit (1 + a(1 + ε0)) < z/(1 + ω) (dies geht wegen (4.17))und verwendet den binomis
hen Lehrsatz ∑n

k=0

(n
k

)
pkqn−k = (p+ q)n, so erhält man:

EP ∗ [Z2
4IAn ] ≤ e2Λ(x∗u)+2be−2Λ(u−x∗uψΛ(u))(1 + ω)npn(1 + a(1 + ε0))

n.
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4IA] kann dur
h die re
hte Seite summiert über alle n bes
hränkt werden. DieSumme ist endli
h, da (1 + ω)n(1 + a(1 + ε0))

n < zn und E[zN ] < ∞. (4.25) erhält man indem man Λ(x∗u) = log(Λ(u)) − 1/2 log(aωb2) in die letzte Unglei
hung einsetzt und über alle
n summiert.2.) Aus (4.28) folgt auf An,k:

Z4 ≤ (1 + ω)n

(

e−Λ(x∗u)

(1 − θu)(1 + ω − F (x∗u))

)n−k

. (4.32)Wie im Beweis von (1) quadriert man diese Unglei
hung, bildet den Erwartungswert undsummiert über alle k. Das führt auf:
EP ∗ [Z2IAn ] ≤ [z−1(1 + ω)(1 + a)]npnz

n ≤ c4[z
−1(1 + ω)(1 + a)]n,mit c4 einer geeignete Konstante. Summiert man beide Seiten über alle n > ψΛ(u) so erhältman (4.26) (da ψ = −2/(log(1 + a)(1 + ω)z−1) und z−1(1 + ω)(1 + a) < 1).3.) Für n < u/x∗u gilt P ∗(Bn) = 0. Für n ≥ u/x∗u gilt auf Bn, Z4 = (1 + ω)n. Daraus folgt,

EP ∗[Z2
4IB] ≤

∑

n≥u/x∗u

[(1 + ω)z−1]npnz
n ≤ c4

∑

n≥u/x∗u

[(1 + ω)z−1]n

≤ c4[(1 + ω)z−1]u/x
∗
u−1

1 − (1 + ω)z−1
= c5e

log((1+ω)z−1)u/x∗u = c5e
−c6u/x∗ufür c5 und c6 positive Konstanten. Aus (4.18) folgt dass ec5u/x∗ue−2Λ(u) → 0 für u → ∞ unddamit folgt(4.27).Beweis Satz 4.12. Um zu zeigen, dass Z4 asymptotis
h e�zient ist brau
ht man zunä
hst

E[Z4(u)] ∼ E[N ]F (u) = E[N ]e−Λ(u). Da na
h dem Lemma 4.15,
V ar[Z4] ≤ E[Z2

4 ] ≤ K1Λ(u)2e−2Λ(u−ψx∗uΛ(u)) + (K2 + 1)e−2Λ(u) ≤ K3Λ(u)2e−2Λ(u−ψx∗uΛ(u)),für u groÿ genug gilt, genügt es,
lim
u→∞

Λ(u− ψx∗uΛ(u))

Λ(u)
= 1, (4.33)zu zeigen. Für u groÿ genug gilt u − ψx∗uΛ(u) > d. Da λ(x) di�erenzierbar und fallend für

x > d ist, ist Λ(x) konkav für x > d. Daraus folgt:
Λ(u− x∗uψΛ(u)) − Λ(d)

(u− x∗uψΛ(u)) − d
≥ Λ(u) − Λ(d)

u− d
.Zusammen mit Λ(x) ist ni
ht fallend folgt:

Λ(u) ≥ Λ(u− x∗uΛ(u)) ≥ Λ(d) +
u− x∗uψΛ(u) − d

u− d
(Λ(u) − Λ(d)).Dividiert man dur
h Λ(u) und bildet u→ ∞ dann folgt mit (4.18) die Glei
hung (4.33).Bemerkung 4.5. Da man ni
ht nur EP ∗[Z4] bere
hnen will sondern au
h ein Kon�denzintervallangeben mö
hte, sollte au
h der S
hätzer für EP ∗ [Z2

4 ] asymptotis
h e�zient sein. Um das zugarantieren müssen die Parameter au
h die folgenden Bedingungen erfüllen. Für ω gilt:
0 < ω < z1/3 − 1,und x∗u wird dur
h die Glei
hung,

Λ(x∗u) = log(Λ(u)) − 1

4
log(aω3b4),bestimmt, wobei a > 0, (1 + a)(1 + ω)3 < z erfüllen muss.
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he IdeeAus der De�nition der subexponentiellen Verteilungen folgt, dass si
h die Summe subexpo-nentieller Zufallsvariablen glei
h wie deren Maximum verhält. Das heiÿt aber au
h, dass dieSumme groÿ wird wenn ein Summand groÿ wird. Um diese Erkenntnis in die Algorithmenein�ieÿen zu lassen verwenden Asmussen und Kroese [AK04℄ die Identität:
P (Sn > u) = nP (Sn > u,Mn = Xn), (4.34)wobei Mk = max {X1, . . . ,Xk}. Diese Identität gilt da die Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn iidsind. Sei f die Di
hte von F und f∗ die Di
hte des Importan
e Sampling Maÿes (z.B.: f∗ = fθmit dem fθ aus Kapitel 4.3.3). Man verwendet den S
hätzer:

n
f(Xn)

f∗(Xn)
I{Sn>u,Mn=Xn}, (4.35)wobei X1, . . . ,Xn−1 na
h dem ursprüngli
hen Maÿ f und Xn na
h dem Importan
e SamplingMaÿ f∗ simuliert werden. Verbindet man die Idee mit bedingtem Monte Carlo, so erhält manden S
hätzer

Z5(u) = nP (Sn > u,Mn = Xn|X1, . . . ,Xn−1) = nF (Mn−1 ∨ (u− Sn−1)). (4.36)Fall 1, F ist regular varying: Das heiÿt f(x) = L(x)/(1 + x)α+1, x ≥ 0, α > 0 und
L(x) slowly varying. Aus Satz 2.11 folgt F (x) ∼ L(x)/(α(x+ 1)α). Die Importan
e SamplingDi
hte f∗ wird analog wie beim Hazard Rate Twisting wieder regular varying gewählt, mitdem Parameter α∗ = b/ log(u).Satz 4.16 ([AK04℄). (a) Mit f∗ = α∗/(1 + x)α

∗+1 ist der S
hätzer (4.35) asymptotis
he�zient für festes n; (b) Gibt es Konstanten u0, z0 sodass L(uz)/L(u) entweder monotonfallend oder monoton steigend in u > u0 für alle z > z0 ist. Dann ist
c1n

2 log(u)eine asymptotis
he obere S
hranke für den quadrierten relativen Fehler, wobei c1 eine Kon-stante ist wel
he ni
ht von n abhängt. (
) Falls N eine Zufallsvariable mit E[N3α+3] < ∞,dann ist der S
hätzer asymptotis
h e�zient.Für den Beweis brau
hen wir die Di
hte g∗ wel
he proportional zu L(x)2/(1 + x)1+2α−α∗ ist(diese Di
hte hängt von u über α∗ = b/ log(u) ab). Wir de�nieren g∗ = f2/(c∗f∗) mit
c∗ =

∫

f2/f∗ ∼ c2 log(u) mit c2 = b−1

∫ ∞

0

L(x)2

(1 + x)2α+1
dx.Lemma 4.17. Sei X∗ eine Zufallsvariable mit Di
hte g∗. Dann (a) gibt es zu jedem ε > 0eine Konstante cε mit P (X∗ > u) ≤ cε(1 + u)−(2α−ε) für alle u groÿ genug; (b) unter denBedingungen von Satz 4.16 (b), gilt P (X∗ > u) ∼ c3F (u)2.Beweis. Es gilt:

P (X∗ > u) ∼ c4

∫ ∞

u

L(x)2

(1 + z)2α−α∗+1
dz ∼ c4

∫ ∞

u

L(z)2

z2α−α∗+1
dz.(a) folgt nun da man α∗ für u groÿ genug mit ε bes
hränken kann und Satz 2.11 mit ∫∞

u L(z)2/
z1+β dz ∼ L(u)2/uβ . Für (b) substituiert man z = uy und erhält:

P (X∗ > u) ∼ c4
L(u)2

u2α−α∗

∫ ∞

1

L(uy)2/L(u)2

(1 + y)2α−α∗+1
dy.Nun gilt uα∗ → eb und L(uy)/L(u) → 1 für alle y. Verwendet man glei
hmäÿige Konvergenzfür y ∈ [0, z0] und monotone Konvergenz für y ∈ (z0,∞), dann kann man Grenzwert undIntegral vertaus
hen und erhält die Aussage des Lemmas.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 57Beweis Satz 4.16. Sei A = {x1 + · · · + xn > u,maxk≤n xk = xn}. Dann ist das zweite Mo-ment von (4.35) gegeben dur
h:
n2

∫

· · ·
∫

A

f2(xn)

f∗(xn)
dxn

n−1∏

i=1

(f(xi) dxi) = n2c∗
∫

· · ·
∫

A
g∗(xn) dxn

n−1∏

i=1

(f(xi) dxi)

= n2c∗P ∗∗(Mn = Xn, Sn > u),wobei P ∗∗ das Maÿ ist, bei dem die Xi unabhängig sind, Xn die Di
hte g∗ und der Rest dieDi
hte f hat.Sei β ∈ (2/3, 1) und sei u′ = uβ/(n− 1) und u′′ = u− (n− 1)u′ = u(1− uβ−1). Dann gilt auf
{Mn−1 < u′}, Xn > u′′. Daraus folgt:

P ∗∗(Mn = Xn, Sn > u) ≤ P ∗∗(Xn > u′′) + P ∗∗(Mn−1 > u′,Xn > u′)

≤ P ∗∗(Xn > u′′) + nP ∗∗(Xn > u′)P ∗∗(X1 > u′).Seien δ, ε > 0 sodass 2α+ δ < 2α+ δ+2εβ < 3αβ. Mit Lemma 4.17 (a) kann der zweite Termmit,
c5n

(
n− 1

uβ

)2α−ε(n− 1

uβ

)α−ε
= c5n

(n− 1)3α−2ε

u3αβ−2εβ
≤ c5n

(n− 1)3α−2ε

u2α+δ
,bes
hränkt werden. Weiters folgt, dass (u(1−uβ−1))−(2α−ε) eine obere S
hranke für den erstenTerm ist. Na
hdem der asymptotis
he Anteil der beiden S
hranken u−(2α−ε) ist, folgt der Teil(a) des Satzes.Teil (b) des Satzes folgt analog in dem man Teil (b) Anstelle von Teil (a) des Lemmasanwendet. Der Teil (
) des Satzes folgt in dem man auf N = n bedingt und dominierteKonvergenz verwendet.Kommen wir zum bedingten S
hätzer. Ab jetzt sei F (x) = L(x)/(1 + x)α mit L(x) slowlyvarying.Satz 4.18. Der S
hätzer Z5 hat bes
hränkten relativen Fehler, falls

lim sup
u→∞

E[L(u/N)2N2α+2]

L1(u)2
<∞, (4.37)für eine Funktion L1(x) mit L1(x) ∼ L(x) gilt.Bemerkung 4.6. In [AK04℄ wird der Satz für die etwas stärkere Bedingung

lim sup
u→∞

E[L(u/2N)N2α+4]

L1(u)
<∞gezeigt.Bemerkung 4.7. Die Bedingung (4.37) ist in den meisten Fällen ni
ht viel stärker als

E[N2α+2] <∞.Lemma 4.19. Es gilt: Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≥ u/n.Beweis. Entweder ist Mn−1 > u/n oder
u− Sn−1 ≥ u− (n− 1)Mn−1 ≥ u− (n− 1)

u

n
≥ u

n
.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 58Beweis Satz 4.18. Es gilt Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≥ u/n. Für das zweite Moment von Z5 gilt:
E[Z2

5 ] = n2E
[
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

2
]
≤ n2F (u/n)2

≤ n2 L(u/n)2

(1 + u/n)2α
≤ n2+2α L(u)2

(1 + u)2α
L(u/n)2

L(u)2
.Mit Lemma 2.7 folgt die Aussage des Satzes bei festem n. Bei zufälligen N gilt:

E[Z2
5 ] = E[E[Z2

5 |N ]] ≤ L(u)2

(1 + u)2α
E[N2+2αL(u/N)2]

L(u)2
.Fall 2, F ist weibullähnli
h: Das heiÿt, es gilt f(x) ∼ cxγe−x

β mit 0 < β < 1. Für denS
hwanz der Verteilung gilt dann F (x) ∼ cx1+γ−βe−x
β
/β. Wir werden nur den S
hätzer Z5betra
hten.Satz 4.20 ([AK04℄). Sei β < β̄ = log(3/2)/ log(2) ≈ 0.585, d.h 21+β < 3, dann ist derS
hätzer Z5 asymptotis
h e�zient für jedes feste n.Für den Beweis verwenden wir n + 1 statt n. In Abbildung 4.1, wird der Träger der ge-meinsamen Di
hte von (Mn, Sn) dur
h die Geraden y = x und y = nx bes
hränkt. Fürden Beweis zerlegt man für jedes u den Träger der gemeinsamen Di
hte in 2n − 1 Berei
he

0, 1′, . . . , (n−1)′, 1′′, . . . , (n−1)′′ wie dies in Abbildung 4.1 gezeigt wird (d.h k′ ist das Dreie
kwel
hes dur
h die Geraden u = x + y, y = kx und y = (k + 1)x bestimmt wird). Auf denBerei
hen 1′, . . . , k′ gilt x ≤ u− y und auf den Berei
hen 0, 1′′, . . . , (n − 1)′′ gilt x ≥ u− y.Mit γ1, γ2, . . . werden bestimmte Potenzen von x oder y bezei
hnet und c1, c2, . . . bezei
hnenKonstanten. Um zu zeigen, dass Z5 asymptotis
he e�zient ist genügt es das zweite Momentdur
h ckuγke−2xβ zu bes
hränken.Lemma 4.21. Sei kx ≤ y ≤ (k + 1)y, für ein k = 1, . . . , n − 1. Dann gilt für die bedingteDi
hte g(·|x) von Sn gegeben Mn = Xn = x:
g(y|x) ≤ c1(1 + x)γ1 exp

{

−(k − 1)xβ − (y − kx)β
}

, kx ≤ y ≤ (k + 1)x.Beweis. Es gilt: f(x) ≤ c2(1 + x)γe−x
β
ψ(x) mit

c3 = sup
y≥a

ψ(y) <∞, ψ(y) ≤ c4f(y), y ≤ a, (4.38)für ein a > 0. Sei S das kompakte Simplex ⊂ R
n−1 wel
hes dur
h die Bedingungen,

0 ≤ x1 ≤ x, . . . , 0 ≤ xn ≤ x, x1 + · · · + xn−1 = y − x,de�niert wird. Sei λ das Lebesgue Maÿ auf S, dann gilt:
g(y|x) =

∫

S
f(x1) . . . f(xn−1) dλ(x1, . . . , xn−1)

≤ [c2(1 + x)γ2 ]n−1 sup
S

exp
{

−xβ1 − · · · − xβn−1

}

×
∫

S
ψ(x1) . . . ψ(xn−1) dλ(x1, . . . , xn−1)

≤ c5(1 + x)γ1 sup
S

exp
{

−xβ1 − · · · − xβn−1

}

,
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Abbildung 4.1: Der Träger der Di
hte von (Mn, Sn) und die Unterteilung in 2n− 1 Berei
he.wobei im letzten S
hritt (4.38) verwendet wurde um ein λ-Integral über einen Berei
h derForm:
S ∩ {x1 ≤ a, . . . , xk ≤ a, xk+1 > a, . . . xn−1 > a} ,dur
h ck4 [c3(x− a)]n−k−1 zu bes
hränken. Aus der Konkavität von xβ1 + · · ·+ xβn−1 folgt, dasses sein Minimum auf S in einer E
ke annimmt. In unserem Fall wird diese dadur
h, dass k−1der xi glei
h x, eines glei
h y − kx und der Rest glei
h 0 ist bestimmt. Damit kann man dasSupremum dur
h exp
{
−(k − 1)xβ − (y − kx)β

} bes
hränken.Beweis des Satzes 4.20. Sei h(x, y) die gemeinsame Di
hte vonMn und Sn. Weiters sei u groÿgenug. Dann gilt für das zweite Moment des S
hätzers Z5:
E[Z2

5 ] =

∫∫

k(x, y) dxdy mit k(x, y) ≤ c9(x ∨ (u− y))2γ7 exp
{

−2(x ∨ (u− y))β
}

h(x, y).Betra
hten wir die Zerlegung des Trägers von h(x, y) in die Berei
he 0, 1′, . . . , (n−1)′, 1′′, . . . ,
(n−1)′′ aus Abbildung 4.1. Wir werden den Satz beweisen, indem wir zeigen, dass die Integraleüber diese Berei
he 0, 1′, . . . ni
ht s
hneller als cmuγme−2uβ wa
hsen. Bei den Berei
hen k′ und
k′′ wird wieder verwendet, dass eine konkave Funktion ihr Minimum in einem Extrempunktannimmt (die E
kpunkte sind in Abbildung 4.1 markiert).Im Berei
h 0 gilt x > u− y und x > u/2. Zusammen mit der Di
hte von Mn,

fMn(x) = nf(x)F (x)n−1 ≤ nf(x), (4.39)und der Bedingung an β erhält man:
I0 ≤ c9e

−2(u/2)β

∫ ∞

u/2
x2γ7fMn(x) dx

≤ c10e
−2(u/2)β

∫ ∞

u/2
x2γ7+γe−x

β

dx ≤ c6u
γ3e−3(u/2)β ≤ c6u

γ3e−2uβ

.
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h k' gilt u− y ≥ x und aus Lemma 4.21 folgt:
h(x, y) ≤ c7(1 + x)γ4 exp

{

−kxβ − (y − kx)β
}

.Da x ≤ u für x ∈ k′ gilt:
Ik′ ≤ c7u

γ5

∫∫

k′
exp

{

−kxβ − (y − kx)β − 2(u− y)β
}

dxdy.Da die Flä
he von k′ kleiner ist als u2, rei
ht es zu zeigen, dass der negative Exponent anallen drei E
kpunkten gröÿer oder glei
h ist wie 2uβ . Für den Punkt (0, 0) ist das klar. Dieanderen zwei E
kpunkte (auf der Geraden x + y = u) sind (u/(k + 1), ku/(k + 1)) und
(u/(k + 2), (k + 1)u/(k + 2)) auf wel
hen der negative Exponent glei
h (k + 2)uβ/(k + 1)βbeziehungsweise (k + 3)uβ/(k + 2)β ist. Beide sind gröÿer als 2uβ , da für β < β̄ die Funktion
(x+ 2)/(x + 1)β an der Stelle x = 1 glei
h 3/2β > 2 ist und für x ≥ 1 monoton steigend ist.Im Berei
h k� gilt u− y ≤ x. Mit den glei
hen Argumenten wie bei k′ gilt:

Ik′′ ≤ c8u
γ6

∫∫

k′′
exp

{

−(k + 2)xβ − (y − kx)β
}

dxdy.Wir müssen wieder zeigen, dass der negative Exponent auf den vier E
kpunkten gröÿer oderglei
h ist wie 2uβ . Die beiden E
kpunkte auf der Geraden u = x + y sind dieselben wiebei k′, verhalten si
h also wie gewüns
ht. Die anderen beiden auf der Geraden x = u/2 sind
((u/2), (k+1)u/2) und ((u/2), ku/2), damit ist der negative Exponent mindestens (k+2)xβ =
(k + 2)uβ/2β ≥ 2uβ.4.3.6 Numeris
he ErgebnisseIm Zuge dieser Diplomarbeit wurden numeris
he Verglei
he zwis
hen den einzelnen S
hät-zern angestellt. Analog wie in [AK04℄ wurde für die Verteilung der Xi eine Pareto-Vertei-lung mit F (x) = (1 + x)−α, α ∈ {0.5, 1.5} und eine Weibull-Verteilung mit F (x) = e−x

β ,
β ∈ {0.25, 0.5, 0.75} gewählt. Als Verteilung für N wurde eine Geometris
he-Verteilung mit
P (N = n) = pn = ρn(1 − ρ), ρ ∈ {0.25, 0.5, 0.75} gewählt. Die Werte für u wurden sogewählt, dass für die Standard-Approximation A(u) = ρ/(1 − ρ)F (u) von P (SN > u),
A(u) ∈

{
10−k|k ∈ {2, 5, 8, 11}

} gilt.Als S
hätzer wurden Z1, Z3, Z4 und Z5 so wie die asymmetris
hen Versionen von Z3 und Z4,
Z∗

3 und Z∗
4 (siehe (4.35)) verwendet. Aus P (Sn > u) ∼ nF (u) folgt, dass ein Teil der Varianzeines S
hätzers von N kommt um diesen Teil zu verkleinern verwenden Asmussen und Kroese[AK04℄ no
h weitere Varianzreduktionste
hniken, nämli
h Strati�kation und Kontrollvaria-blen. Da diese Methoden vor allem bei Z5 zu einer signi�kanten Varianzreduktion führen,wird hier au
h der Kontrollvariablen S
hätzer

Z6(u) = N(F (MN−1 ∨ (u− SN )) − F (u)) + E[N ]F (u)verwendet.Für die S
hätzer Z3 und Z∗
3 wurden die Parameter über die Cross Entropy Methode bestimmt(siehe [AKR05℄ und [AK04℄), damit ergibt si
h bei Pareto für Z3, θ = 1−n/(α log(u)) und für

Z∗
3 , θ = 1−1/(α log(u)), bei Weibull ergibt si
h für Z3, θ = 1−n/uβ und für Z∗

3 , θ = 1−1/uβ .Für die S
hätzer Z4 und Z∗
4 wurden die Parameter wie in [JS02℄ vorges
hlagen gewählt, dasheiÿt a = 0.5(ρ−1/4 − 1), ω = a und b = 1.In [AK04℄ wurde die Monte Carlo Methode als Integrationsmethode verwendet, hier werdenzusätzli
h vers
hiedene zufällige Quasi Monte Carlo Methoden verwendet. Diese sind die Hal-ton Folge mit zufälligem Startpunkt, die Halton Folge mit zufälligem Shift und die Sobol Folgemit zufälligem Shift. Verglei
he dazu Kapitel 3.5.
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Abbildung 4.2: Verglei
h der vers
hiedenen S
hätzer mit Xi ∼ Pareto(0.5), N ∼Geometris
h(0.75) und 107 Iterationen.Zur Implementation sollte man no
h erwähnen, dass zur Bere
hnung von P (SN > u), P (SN >
u) = ρP (SN∗ > u) mit P (N∗ = n) = ρn−1(1 − ρ), n = 1, 2, . . . verwendet wurde.Für die Tabellen wurden bei der Monte Carlo Methode 107 Iterationen verwendet und beiden zufälligen Quasi Monte Carlo Folgen wurde der S
hätzer (3.38) mit 104 Monte CarloIterationen und 103 Quasi Monte Carlo Iterationen verwendet. Die Tabellen geben zu jedemS
hätzer die halbe Länge des 95% Kon�denzintervalls in Prozent von dem ges
hätzten Wertvon P (SN > u) an.Bei den Abbildungen ist die y�A
hse der dekadis
he Logarithmus der halben Länge des Kon�-denzintervalls in Prozent von dem ges
hätzten Wert von P (SN > u). Die x�A
hse ist entwederder negative dekadis
he Logarithmus von A(u), in diesem Fall sind die Iterationen glei
h wiebei den Tabellen gewählt. Oder die x�A
hse ist der negative dekadis
he Logarithmus der An-zahl der Iterationen. Bei den zufälligen Quasi Monte Carlo Methoden wird der S
hätzer (3.38)mit einer Monte Carlo Iteration verwendet.Nun zu den Ergebnissen: Bei der Monte Carlo Methode als Integrationsmethode wurden dieErgebnisse von [AK04℄ bestätigt. Sie lauten (bei [AK04℄ wird Z1 nur bei Pareto eingesetzt):Bei Pareto ist der S
hätzer Z5 mit Abstand der Beste. Dana
h kommen Z1, Z∗

3 , Z4 und Z∗
4 .Mit Abstand am s
hle
htesten funktioniert Z3. Tabelle 4.2 und Abbildung 4.2 zeigen hierfürtypis
he Ergebnisse (weitere Tabellen �ndet man im Anhang). In Abbildung 4.2 fällt auf, dass

Z1 fast konstant in u ist, dies weist auf einen bes
hränkten relativen Fehler (wie in Satz 4.18bewiesen) hin. Das Z3 am s
hle
htesten funktioniert sollte klar sein, da dieser S
hätzer alseinziger ni
ht asymptotis
h e�zient ist.Für Weibull mit Parameter β ∈ {0.25, 0.5} gilt ähnli
hes wie im Fall von Pareto, nur dasder S
hätzer Z1 bei ma
hen Parametern s
hle
hter funktioniert als Z∗
3 oder Z4 (siehe dazuTabelle 4.3).Wie man in Tabelle 4.4 sehen kann, funktionieren alle S
hätzer eher s
hle
ht wenn man alsParameter β = 0.75 wählt. Dies liegt vermutli
h daran, dass si
h bei diesen Parametern dieZufallsvariablen ni
ht wie Subexponentielle Verteilungen verhalten, die S
hätzer aber für einsol
hes Verhalten gebaut wurden.Betra
hten wir nun die Ergebnisse der zufälligen Quasi Monte Carlo Methoden. Verglei
htman die Werte aus den Tabellen 4.5, 4.6 und 4.7 mit jenen in 4.2, dann sieht man dass zufälli-
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ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0709337 0.245927 0.152019 0.0320192 0.181985 0.2250410.25 1e-05 0.101527 0.474178 0.260133 0.0309927 0.419141 0.5075230.25 1e-08 0.134486 1.04589 0.335458 0.0309726 0.580912 0.7029040.25 1e-11 0.121469 1.55656 0.396564 0.0310187 0.712162 0.8582240.5 0.01 0.110578 1.01681 0.192466 0.0446832 0.250323 0.4040710.5 1e-05 0.150737 1.24397 0.300788 0.0438575 0.512641 0.8112180.5 1e-08 0.160579 2.62713 0.380248 0.0438134 0.69991 1.105070.5 1e-11 0.146654 4.4705 0.445161 0.0438299 0.853862 1.338810.75 0.01 0.140988 10.9961 0.231754 0.0544624 0.310728 0.7484760.75 1e-05 0.176487 15.4324 0.341221 0.0536804 0.587561 1.393030.75 1e-08 0.250063 24.2861 0.422997 0.053652 0.791019 1.86840.75 1e-11 0.186687 10.2378 0.491684 0.0536937 0.9597 2.24754Tabelle 4.2: Monte Carlo, Pareto α = 0.5.

ρ A(u) Z1 Z3 Z∗
3 Z5 Z4 Z∗

40.25 0.01 0.0783198 0.230822 0.152844 0.0347246 0.18269 0.2280490.25 1e-05 0.206779 0.457125 0.261003 0.0318766 0.417807 0.5109650.25 1e-08 0.124994 0.966677 0.335714 0.0311081 0.580673 0.7014480.25 1e-11 0.103493 1.185 0.397385 0.0310238 0.712585 0.860590.5 0.01 0.134595 1.27175 0.199539 0.0515948 0.253841 0.4208790.5 1e-05 0.309638 1.25663 0.303388 0.0451837 0.510882 0.8189140.5 1e-08 0.221284 3.32428 0.380655 0.04405 0.700264 1.102180.5 1e-11 0.177946 4.91162 0.446225 0.0439144 0.853694 1.350270.75 0.01 0.188564 7.21851 0.256774 0.0707371 0.324918 0.8256920.75 1e-05 0.877328 7.75925 0.34644 0.0562171 0.585054 1.415430.75 1e-08 0.480319 8.17936 0.425159 0.0541064 0.793852 1.894940.75 1e-11 0.194989 18.7337 0.492953 0.0538432 0.959641 2.26036Tabelle 4.3: Monte Carlo, Weibull β = 0.25.
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.126496 0.233499 0.196451 0.0816907 0.207221 0.2831830.25 1e-05 2.43995 0.681537 1.58726 0.509574 1.37195 3.055930.25 1e-08 35.3823 1.33921 2.63379 1.60625 1.77094 4.707140.25 1e-11 12.5569 1.87728 1.6203 5.16912 1.74298 3.291690.5 0.01 0.176711 1.16293 0.327993 0.135162 0.259869 0.485870.5 1e-05 2.67687 3.38564 3.6928 1.1027 3.27079 7.741370.5 1e-08 15.0031 7.64137 20.5753 13.8269 14.6166 29.4380.5 1e-11 156.14 12.6488 103.424 135.153 76.9772 10.41670.75 0.01 0.138264 5.63039 0.346059 0.141403 0.187249 0.518620.75 1e-05 0.86498 60.5845 2.24038 0.707829 1.31046 4.062560.75 1e-08 7.30507 28.9771 20.3177 5.20206 12.9297 40.43910.75 1e-11 72.292 85.9775 158.206 39.4037 62.7605 170.818Tabelle 4.4: Monte Carlo, Weibull β = 0.75.
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ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0304892 0.47404 0.0389226 0.00533793 0.183855 0.1497950.25 1e-05 0.0989457 0.364633 0.0542908 0.00179215 0.554858 0.5530850.25 1e-08 0.104048 1.02951 0.0815402 0.00175175 0.684424 0.6653260.25 1e-11 0.102424 1.31823 0.108607 0.00178142 1.09055 1.230010.5 0.01 0.0650057 1.61285 0.052433 0.00715903 0.203731 0.216760.5 1e-05 0.115388 1.31475 0.0731977 0.00218993 0.527186 0.6005040.5 1e-08 0.13477 4.56097 0.106559 0.00218794 0.781265 0.9615760.5 1e-11 0.132439 4.26906 0.139426 0.00216647 0.94012 1.197430.75 0.01 0.100922 7.76638 0.0671537 0.00890435 0.241429 0.4355520.75 1e-05 0.168343 14.6354 0.0931499 0.00400524 0.516359 1.115850.75 1e-08 0.170186 12.8119 0.132731 0.00411195 0.741105 1.549560.75 1e-11 0.266647 16.2308 0.173972 0.00406479 0.962545 2.11343Tabelle 4.5: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Pareto α = 0.5.

ρ A(u) Z1 Z3 Z∗
3 Z5 Z4 Z∗

40.25 0.01 0.0425335 0.216809 0.0446267 0.00638282 0.19843 0.2195580.25 1e-05 0.159087 0.404159 0.0728369 0.0022525 0.565779 0.6428790.25 1e-08 0.101989 0.851055 0.103463 0.00223542 0.862156 1.003760.25 1e-11 0.082276 1.49688 0.131789 0.0022817 1.13471 1.29950.5 0.01 0.0759319 2.17178 0.0634074 0.00775638 0.218215 0.2972190.5 1e-05 0.125074 1.07093 0.101662 0.00290459 0.528646 0.743110.5 1e-08 0.129715 2.32658 0.142509 0.00288855 0.7923 1.129560.5 1e-11 0.197014 6.70379 0.179644 0.00285513 0.981351 1.51550.75 0.01 0.105836 4.13657 0.0835719 0.0104983 0.246723 0.5090850.75 1e-05 0.156181 4.2885 0.129272 0.00633178 0.542166 1.192770.75 1e-08 0.186769 7.93837 0.175139 0.00633472 0.786188 1.73480.75 1e-11 0.207784 16.563 0.222267 0.00640217 0.973231 2.16741Tabelle 4.6: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Pareto α = 0.5.ges Quasi Monte Carlo vor allem bei den Methoden Z∗
3 und Z5 zu signi�kanten Verbesserungengegenüber Monte Carlo führt. Au
h bei den S
hätzern Z4 und Z∗

4 kommt es dur
h den Einsatzvon zufälligem Quasi Monte Carlo zu einer signi�kanten Verbesserung allerdings benötigt mandazu eine gröÿere Anzahl von Quasi Monte Carlo Iterationen als in den Tabellen verwendet.Abbildung 4.4 zeigt die beiden S
hätzer mit der Monte Carlo Methode und jeweils der bestenzufälligen Quasi Monte Carlo Methode. Abbildung 4.3 zeigt die vier Integrationsmethodenbei Z∗
3 im Verglei
h, man sieht deutli
h, dass die zufälligen Quasi Monte Carlo Methoden eines
hnellere Konvergenzrate haben als die Monte Carlo Methode. Verglei
ht man die zufälligenQuasi Monte Carlo Methoden untereinander so stellt man fest, dass in den meisten Fällendie Halton Folge mit zufälligem Startpunkt am besten funktioniert, dana
h kommt die SobolFolge mit zufälligem Shift und die Halton Folge mit zufälligem Shift. Interessant ist, dass vorallem die asymmetris
hen Methoden Z∗

3 und Z∗
4 vom zufälligen Quasi Monte Carlo pro�tie-ren. So ist zum Beispiel Z∗

3 kombiniert mit zufälligem Quasi Monte Carlo besser als jede hierbetra
htete Form von Z1 (siehe Abbildung 4.5), dies ist bemerkenswert, da bei Monte Carlo
Z1 besser ist als Z∗

3 . Wenn man die Anzahl der Iterationen groÿ genug wählt gilt eine analogeAussage für Z4 und Z∗
4 (siehe Abbildung 4.4).Kommen wir nun zum besten S
hätzer Z5 und den dazu gehörigen KontrollvariablenS
hätzer Z6. Verglei
ht man bei Z5 die Monte Carlo Methode und die zufälligen Quasi MonteCarlo Methoden so fällt auf, dass die zufälligen Quasi Monte Carlo Methoden ein viel klei-
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ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0411862 0.183975 0.0405653 0.00553618 0.18775 0.2285260.25 1e-05 0.0925088 0.382731 0.0594117 0.00206109 0.572338 0.7062060.25 1e-08 0.0878573 0.857917 0.0859691 0.00204584 0.874281 1.067880.25 1e-11 0.0884307 1.68391 0.111077 0.00203357 1.12625 1.376480.5 0.01 0.0754512 0.937699 0.0572468 0.00734643 0.203553 0.2620660.5 1e-05 0.118051 1.20296 0.0850626 0.00268454 0.513222 0.6946330.5 1e-08 0.153699 2.83567 0.119942 0.00269742 0.762979 1.084970.5 1e-11 0.147885 8.77427 0.152944 0.00266885 0.980636 1.43850.75 0.01 0.107587 4.81702 0.0784889 0.0100241 0.251066 0.5210530.75 1e-05 0.171235 12.676 0.119331 0.00601054 0.542522 1.18320.75 1e-08 0.15942 9.64883 0.163994 0.00602119 0.77893 1.709970.75 1e-11 0.152873 15.3041 0.203839 0.0060031 0.975364 2.19017Tabelle 4.7: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Pareto α = 0.5.
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ρ A(u) Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.0305524 0.0148244 0.0160266 0.01446460.25 1e-05 0.00137541 0.00118966 0.00121305 0.00119430.25 1e-08 3.21911e-05 4.84192e-05 2.95408e-05 3.3069e-050.25 1e-11 2.56853e-07 3.01545e-07 1.19868e-06 3.60678e-070.5 0.01 0.0517288 0.0276689 0.0292519 0.02841660.5 1e-05 0.00147144 0.00138275 0.00133059 0.00131890.5 1e-08 5.43469e-05 5.58883e-05 2.6883e-05 0.0001254580.5 1e-11 4.16477e-07 3.46019e-07 3.18171e-07 2.24239e-070.75 0.01 0.0912163 0.0544717 0.0582597 0.05729460.75 1e-05 0.0016776 0.0014665 0.00146688 0.001482380.75 1e-08 3.72004e-05 2.69142e-05 2.44095e-05 2.25985e-050.75 1e-11 2.8046e-07 3.81549e-07 3.19441e-07 3.77026e-07Tabelle 4.8: Kontrollvariablen, Pareto α = 1.5.neres Kon�denzintervall liefern als die Monte Carlo Methode. Eine mögli
he Erklärung dafürist die e�ektive Dimension von Z5(u), im Pareto Fall kann man zeigen, dass für u → ∞ diee�ektive Dimension gegen 1 strebt und Z5 dann nur von N abhängt (diese Aussagen sindder Inhalt des nä
hsten Kapitels). Dies ist au
h eine Erklärung dafür, dass Z6 viel besserfunktioniert als Z5. Tabelle 4.8 zeigt typis
he Ergebnisse für Z6, man sieht, dass der relativeFehler von Z6(u) gegen Null strebt für u → ∞. Weiters fällt auf, dass zufällige Quasi MonteCarlo Methoden nur bei A(u) = 10−2 etwas bringen. Man sollte aber au
h erwähnen, dass einrelatives Kon�denzintervall der Länge 10−4% oder kleiner bei 107 Iterationen bedeutet, dassman bei nur einer Iteration ein relatives Kon�denzintervall von einer Länge kleiner als einProzent erhält. Abbildung 4.6 und 4.7 zeigen die S
hätzer Z5 und Z6 im verglei
h. Man siehtdass bei diesen Parametern die Monte Carlo Version von Z6 zwar viel besser sein kann als dievon Z5, dass die zufälligen Quasi Monte Carlo Versionen der S
hätzer ähnli
he Ergebnissenliefern. Vergröÿert man u so gilt diese Beoba
htung ni
ht mehr.4.3.7 Die e�ektive Dimension von Z5In diesem Kapitel sei N eine ganzzahlige Zufallsvariable mit E[zN ] < ∞ für ein z > 1 und

P (N = n) = pn. Weiters sei F ∈ S die Verteilung der Xi. Sei EX [·] = E[·|N ] die bedingteErwartung gegeben N . Weiters sei für eine Funktion g(X1,X2, . . .) = g(X). In diesem Kapitelwollen wir den Ein�uss von N auf Z5(u) untersu
hen. Dazu bere
hnen wir zunä
hst denANOVA Term gN (n) von N bezügli
h Z5 und dessen Varianz (verglei
he Kapitel 3.4).Lemma 4.22. Für den ANOVA Term gN (n) von Z5(u) gilt:
gN (n) = P (Sn > u) − P (SN > u) = F

n∗
(u) − E[Z5].Beweis. Es gilt:

gN (n) = E[NF (MN−1 ∨ (u− SN−1)) − E[Z5]|N = n]

= nE[P (Sn > u,Mn = Xn|X1, . . . ,Xn−1)] − E[Z5]

= nP (Sn > u,Mn = Xn) − P (SN > u) = P (Sn > u) − P (SN > u).Dabei ist die erste Glei
hung die De�nition der ANOVA und die letzte Glei
hung folgt ausder Identität 4.34.Lemma 4.23. Für die Varianz von gN gilt:
lim
u→∞

V ar[gN (N)]

F (u)2
= V ar[N ].
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lim
u→∞

V ar[gN (N)]

F (u)2
= lim

u→∞

( ∞∑

n=0

pn
F
n∗

(u)2

F (u)2
− P (SN > u)2

F (u)2

)

= lim
u→∞

∞∑

n=0

pn
F
n∗

(u)2

F (u)2
− lim
u→∞

P (SN > u)2

F (u)2

=
∞∑

n=0

pn

(

lim
u→∞

F
n∗

(u)

F (u)

)2

− E[N ]2 (4.40)
=

∞∑

n=0

n2pn − E[N ]2 (4.41)
= E[N2] − E[N ] = V ar[N ].Glei
hung (4.40) folgt aus Lemma 2.6 und Glei
hung (4.41) folgt aus Proposition 2.3. DieVertaus
hung von Summe und Grenzwert ist wegen dem Satz von der dominierten Konvergenzerlaubt, da na
h Lemma 2.4 (F

n∗
(u)/F (u))2 ≤ Kzn mit E[zN ] < ∞ gilt und somit eineintegrierbare Majorante existiert.Na
h dem wir die asymptotis
he Varianz von gN kennen, brau
hen wir no
h die asymptotis
heVarianz von Z5.Lemma 4.24. Für festes N = n gilt:

lim
u→∞

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
= 1,glei
hmäÿig auf Mn−1 ∈ [0, x̄] für jedes x̄ > 0.Beweis. Für Mn−1 ∈ [0, x̄] und u > nx̄ gilt:

u ≥Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≥ u− Sn−1 ≥ u− (n− 1)Mn−1 ≥ u− (n− 1)x̄.Daraus folgt: F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1)) ≥ F (u) und somit:
lim
u→∞

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
≥ lim

u→∞
F (u)

F (u)
= 1.Zusammen mit Proposition 2.2 folgt:

lim
u→∞

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
≤ lim

u→∞
F (u− (n− 1)x̄)

F (u)
= 1.Korollar 4.25. Es gilt:

lim
u→∞

Z5(u)
2

F (u)2
= N2.Beweis. Für jedes N gilt na
h der De�nition von Z5(u) und dem Lemma 4.24:

lim
u→∞

Z5(u)
2

F (u)2
= lim

u→∞
(NF (MN−1 ∨ (u− SN−1)))

2

F (u)2

= N2

(

lim
u→∞

F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2

= N2.
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he Varianz von Z5 bere
hnen können, benötigen wir eine integrier-bare Majorante für Z5(u)
2.Bedingung 3. Es existiert eine Funktion M(X,N) mit
M(X,N) ≥

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2für alle u > 0, mit EX [M(X,N)] <∞ für alle N und E[N2M(X,N)] <∞.Lemma 4.26. Sei Bedingung 3 erfüllt. Dann gilt:
lim
u→∞

V ar[Z5(u)]

F (u)2
= V ar[N ]Beweis. Mit dem Satz von der dominierter Konvergenz und Lemma 2.6 gilt:

lim
u→∞

V ar[Z5(u)]

F (u)2
= lim

u→∞
E[Z5(u)

2] − E[Z5(u)]
2

F (u)2

= lim
u→∞

(

E

[

N2F (MN−1 ∨ (u− SN−1))
2

F (u)2

]

− P (SN > u)2

F (u)2

)

= lim
u→∞

E

[

N2EX

[
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

2

F (u)2

]]

− lim
u→∞

P (SN > u)2

F (u)2

= E

[

N2EX

[(

lim
u→∞

F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2
]]

− E[N ]2

= E[N2] − E[N ]2 = V ar[N ].Satz 4.27. Sei Bedingung 3 erfüllt. Dann gilt:
lim
u→∞

V ar[Z5(u)]

P (SN > u)2
=
V ar[N ]

E[N ]2
.Beweis. Der Satz folgt aus P (SN > u) ∼ E[N ]F (u) (Lemma 2.6) und Lemma 4.26.Satz 4.28. Sei Bedingung 3 erfüllt. Dann gilt:

lim
u→∞

V ar[gN (N)]

V ar[Z5(u)]
= 1.Beweis. Aus Lemma 4.23 und Lemma 4.26 folgt:

lim
u→∞

V ar[gN (N)]

V ar[Z5(u)]
= lim

u→∞
V ar[gN (N)]/F (u)2

V ar[Z5(u)]/F (u)2
=
V ar[N ]

V ar[N ]
= 1.Korollar 4.29. Für u → ∞ geht die e�ektive Dimension von Z5(u) in beiden Sinnen gegen

1 (verglei
he De�nition 3.16).Beweis. Das Korollar folgt unmittelbar aus Satz 4.28 und der De�nition 3.16.Es folgt ein nützli
hes Lemma zur Bestimmung einer Majorante M(X,N) für Bedingung 3.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 70Lemma 4.30. Es existiere ein x0, sodass die Hazard Rate λ(x) für alle x ≥ x0 monoton fällt.Dann gilt auf {Mn−1 ≥ x0}:
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
≤ F (Mn−1)

F (Mn−1 + Sn−1)
≤ F (Mn−1)

F (nMn−1)
. (4.42)Beweis. Die zweite Unglei
hung folgt mit Sn−1 ≤ (n− 1)Mn−1 aus der Ersten. Für die ersteUnglei
hung unters
heidet man zwei Fälle.Fall 1: u− Sn−1 ≤Mn−1 oder u ≤Mn−1 + Sn−1. Hier gilt:

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
=
F (Mn−1)

F (u)
≤ F (Mn−1)

F (Mn−1 + Sn−1)
.Fall 2: u− Sn−1 > Mn−1 oder u > Sn−1 +Mn−1.Es gibt ein z > 0 mit u = Mn−1 + Sn−1 + z und u− Sn−1 = Mn−1 + z. Damit gilt:

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
=
F (u− Sn−1)

F (u)
=

F (Mn−1 + z)

F (Mn−1 + Sn−1 + z)
.Aus λ(x) monoton fallend für x ≥ x0 undMn−1 > x0 folgt λ(Mn−1+Sn−1+x) ≤ λ(Mn−1+x).Damit gilt:

∫ z

0
λ(Mn−1 + Sn−1 + y) dy ≤

∫ z

0
λ(Mn−1 + y) dy,

∫ Mn−1+Sn−1+z

Mn−1+Sn−1

λ(x) dx ≤
∫ Mn−1+z

Mn−1

λ(x) dx,

Λ(Mn−1 + Sn−1 + z) − Λ(Mn−1 + Sn−1) ≤ Λ(Mn−1 + z) − Λ(Mn−1),

−Λ(Mn−1 + z) + Λ(Mn−1 + Sn−1 + z) ≤ −Λ(Mn−1) + Λ(Mn−1 + Sn−1),

exp {−Λ(Mn−1 + z) + Λ(Mn−1 + Sn−1 + z)} ≤ exp {−Λ(Mn−1) + Λ(Mn−1 + Sn−1)} ,
F (Mn−1 + z)

F (Mn−1 + Sn−1 + z)
≤ F (Mn−1)

F (Mn−1 + Sn−1)
.

4.3.7.1 Der Regular Varying FallIn diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass Regular-Varying-Verteilungen die Bedingung 3 er-füllen.Lemma 4.31. Sei L(x) slowly varying und existiere eine stetige Verteilung F ∈ S mit F (x) =
L(x)/(x+ 1)α und α > 0. Für jedes γ > 0, gibt es eine Konstanten c2 mit

L(x/n)

L(x)
≤ c2n

γ ,für alle x > 0 und alle ganzen Zahlen n ≥ 1.Beweis. Für L werden wir die Darstellung aus Satz 2.9,
L(x) = c(x) exp

{∫ x

z

δ(u)

u
du

}

, x > z,mit z > 0, δ und c meÿbare Funktionen mit limx→∞ c(x) = c0 ∈ (0,∞) und limx→∞ δ(x) = 0,verwenden. Seien ci, (i ≥ 3) Konstanten. Aus der De�nition von c(x) und δ(x) folgt, dass es ein
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x0 > z gibt, sodass x0 ≥ 1, ∞ > c3 ≥ c(x) ≥ c4 > 0 für alle x ≥ x0 und −γ/2 ≤ δ(x) ≤ γ/2für alle x > x0.Aus F (x) ≤ 1 folgt L(x) ≤ (1+x)α für alle x ≥ 0. Da F (x) und (x+1)α stetig sind ist L(x)stetig. Aus F (x) > 0 für alle x > 0 (F ∈ S) folgt, inf0≤x≤x̄ L(x) > 0 für alle ∞ > x̄ > 0. Wirwollen L(x) ≥ 1/(c5(1+x)γ) für alle x ≥ 0 zeigen. Na
hdem für alle x̄ > 0, inf0≤x≤x̄ L(x) > 0gilt, rei
ht es limx→∞(1 + x)γL(x) = ∞ zu zeigen. Für x ≥ x0 gilt:

(1 + x)γL(x) = c(x) exp

{∫ x

z

δ(u)

u
du+ γ log(1 + x)

}

= c(x) exp

{∫ x0

z

δ(u)

u
du+

∫ x

x0

δ(u)

u
du+ γ log(1 + x)

}

≥ c(x) exp

{

c9 −
γ

2

∫ x

x0

1

u
du+ γ log(1 + x)

}

= c(x) exp
{

−γ
2

log(x) + γ log(1 + x) + c10

}

= c11c(x)

√
(

(x+ 1)2

x

)γ

→ ∞.Für x/n ≤ x0 gilt x ≤ nx0 und damit:
L(x/n)

L(x)
≤ c5(1 + x)γ

(

1 +
x

n

)α
≤ c5(1 + nx0)

γ(1 + x0)
α

≤ c5(1 + x0)
αxγ0(1/x0 + n)γ ≤ c6(1 + n)γ ≤ c6(2n)γ .Für x/n > x0 gilt:

L(x/n)

L(x)
=

c(x/n)

c(x)
exp

{
∫ x/n

z

δ(u)

u
du−

∫ x

z

δ(u)

u
du

}

≤ c7 exp

{

−
∫ x

x/n

δ(u)

u
du

}

≤ c7 exp

{

γ

2

∫ x

x/n

1

u
du

}

= c7 exp
{γ

2
(log(x) − log(x/n))

}

= c7 exp
{γ

2
log(n)

}

= c7n
γ/2 ≤ c7n

γ .Lemma 4.32. Sei γ > 0, dann erfüllt M(X,N) = cN2(γ+α) die Bedingung 3, dabei ist c eineKonstante die nur von γ abhängt.Beweis. Wir zeigen zunä
hst, dassM(X,N) eine Majorante ist. AusMN−1∨(u−SN−1) ≥ u/n(Lemma 4.19) und Lemma 4.31 folgt:
(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2

≤
(
F (u/N)

F (u)

)2

=

(
L(u/N)

L(u)

(1 + u)α

(1 + u/N)α

)2

≤
(

c1N
γNα (1 + u)α

(N + u)α

)2

≤ cN2γN2α = cN2(γ+α).



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 72Da cN2(γ+α) nur von N abhängt gilt EX [cN2(γ+α)] = cN2(γ+α) <∞ aus E[zN ] <∞ für ein
z > 1 folgt: E[N2M(X,N)] = E[cN2(γ+α)+2] <∞.4.3.7.2 Der Lognormal FallIn diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass die Lognormal-Verteilung (verglei
he Kapitel 2.2)die Bedingung 3 erfüllt. Da wir die Verteilungsfunktion F nur asymptots
h kennen (Lemma2.15), brau
hen wir die folgenden Abs
hätzungen.Lemma 4.33. Sei

G(x) = exp

{−(log(x/η))2

2σ2

}

.Dann gilt F (x) ≤ G(x) für alle x ≥ x1 = η exp
{
σ/

√
2π
}.Beweis. Aus

G(x) =

∫ ∞

x

log(y/η)

σ2y
exp

{−(log(y/η))2

2σ2

}

dy =

∫ ∞

x
g(y) dy

F (x) =

∫ ∞

x

1

y
√

2πσ2
exp

{

−(log(y/η))2

2σ2

}

dy =

∫ ∞

x
f(y) dy,und g(x) ≥ f(x) für alle x ≥ η exp

{
σ/

√
2π
} folgt die Aussage des Lemmas.Lemma 4.34. Sei

H(x) =
1

x
exp

{

−(log(x/η))2

2σ2

}

.Dann gilt F (x) ≥ H(x) für alle x ≥ x2.Beweis. Aus
H(x) =

∫ ∞

x

σ2 + log(y/η)

σ2y2
exp

{

−(log(y/η))2

2σ2

}

dy =

∫ ∞

x
h(y) dy

F (x) =

∫ ∞

x

1

y
√

2πσ2
exp

{

−(log(y/η))2

2σ2

}

dx =

∫ ∞

x
f(y) dyund limx→∞ f(x)/g(x) = 0 folgt die Existenz einer Konstanten x2 mit F (x) ≥ H(x) für alle

x ≥ x2.Um zu zeigen, dass Bedingung 3 erfüllt ist, brau
hen wir eine integrierbare Majorante für
(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)

)2

.Da na
h Lemma 2.18 die Hazard Rate λ(x) für alle x ≥ x0 monoton fallend ist, de�niert man
x̄ = max {x0, x1, x2, η}. Wir unters
heiden die Fälle Mn−1 > x̄ und Mn−1 ≤ x̄. Beginnen wirmit Mn−1 > x̄. Hier gilt mit Lemma 4.30:

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
≤ F (Mn−1)

F (nMn−1)
≤ G(Mn−1)

H(nMn−1)

= nMn−1 exp

{
(log(nMn−1/η))

2 − (log(Mn−1/η))
2

2σ2

}

.Für die Di
hte von Mn−1 gilt:
fMn−1(x) = (n− 1)(F (x))n−2f(x) ≤ (n− 1)f(x).
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E

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)

)2

I{Mn−1>x̄}

]

≤ (n− 1)

∫ ∞

η

(
G(x)

H(nx)

)2

f(x) dx

≤ n2(n− 1)√
2πσ2

∫ ∞

η
x exp

{
2(log(nx/η))2 − 2(log(x/η))2 − (log(x/η))2

2σ2

}

dx.Sei A(n) = η2n2(n − 1)/
√

2πσ2 exp
{
(log(n))2/(σ2)

}. Substituiert man in der letzten Glei-
hung y = x/η so erhält man mit ausquadrieren:
=

η2n2(n − 1)√
2πσ2

∫ ∞

1
y exp

{
2(log(y))2 + 4 log(n) log(y) + 2(log(n))2 − 3(log(y))2

2σ2

}

dy

= A(n)

∫ ∞

1
y exp

{
4 log(n) log(y) − (log(y))2

2σ2

}

dy

= A(n)

∫ n4

1
y exp

{

− log(y) log(y/n4)

2σ2

}

dy

︸ ︷︷ ︸

I1

+A(n)

∫ ∞

n4

y exp

{

− log(y) log(y/n4)

2σ2

}

dy

︸ ︷︷ ︸

I2

.Für I1 gilt:
I1 =

∫ n4

1
y exp

{
log(y) log(n4/y)

2σ2

}

dy

≤
∫ n4

1
n4 exp

{
(log(n4))2

2σ2

}

dy ≤ n8 exp

{
16(log(n))2

2σ2

}

.Für I2 gilt:
I2 ≤

∫ ∞

n4

y exp

{

−(log(y/n4))2

2σ2

}

dy.Substituiert man t = y/n4 so erhält man:
I2 ≤ n8

∫ ∞

1
t exp

{

−(log(t))2

2σ2

}

= cn8,mit einer Konstante c < ∞. Falls E[zN ] < ∞ für ein z > 1 dann gilt mit dem oben Bere
h-netem:
EX

[(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2

I{MN−1>x̄}

]

≤ B(N),mit E[N2B(N)] <∞. Des Weiteren ist
(

G(MN−1)

H(NMN−1)

)2

I{MN−1>x̄}eine integrierbare Majorante für
(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2

I{MN−1>x̄}.
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hten wir den Fall Mn−1 ≤ x̄. Falls u ≤ nx̄ dann gilt:
E

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)

)2

I{Mn−1≤x̄}

]

≤ E

[
1

(F (nx̄))2

]

≤ 1

(H(nx̄))2

≤ n2x̄2 exp

{
(log(nx̄/η))2

σ2

}

.Falls u > nx̄ gilt:
Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≥ u− Sn−1 ≥ u− (n− 1)Mn−1 ≥ u− (n − 1)x̄ ≥ x̄.Da λ(x) für x ≥ x̄ ≥ x0 monoton fallend und Λ(x) ≥ 0 ist, gilt:

F (u− (n − 1)x̄)

F (u)
= eΛ(u)−Λ(u−(n−1)x̄)

= exp

{
∫ u

u−(n−1)x̄
λ(x)

}

dx

= exp

{∫ nx̄

x̄
λ(y + (u− nx̄)) dy

}

≤ exp

{∫ nx̄

x̄
λ(y) dy

}

= eΛ(nx̄)−Λ(x̄)

≤ eΛ(nx̄) ≤ 1

F (nx̄)
≤ 1

H(nx̄)
.Zusammen mit dem Fall u ≤ nx̄ gilt:

E

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)

)2

I{Mn−1≤x̄}

]

≤ E

[
1

(H(nx̄))2

]

= n2x̄2 exp

{
(log(nx̄/η))2

2σ2

}

. (4.43)Da E[zN ] <∞ für ein z > 1, gilt
EX

[(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2

I{MN−1≤x̄}

]

≤ C(N),und E[N2C(N)] <∞. Des Weiteren ist
1

(H(Nx̄))2eine integrierbare Majorante für
(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)

)2

I{MN−1≤x̄}.Setzt man beide Fälle zusammen folgt, dass Bedingung 3 erfüllt ist.
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hten wir F (x) = e−x
β . Wir werden die Bedingung 3 für deterministi-s
he S
hadensanzahl N = n+1 zeigen, falls β < log(3/2)/ log(3) = 1− log(2)/ log(3) ≈ 0.369.Das heiÿt, wir su
hen eine integrierbare Majorante für

(
F (Mn ∨ (u− Sn))

F (u)

)2

. (4.44)Lemma 4.35. Für β < log(3/2)/ log(3) und N = n+ 1, ist
M(X,n + 1) = M(X) =

(
F (Mn)

F (Mn + Sn)

)2

= exp
{

−2(Mn)
β + 2(Mn−1 + Sn−1)

β
}eine integrierbare Majorante für (4.44).Beweis. Aus der Monotonie der Hazard Rate λ(x) = βxβ−1 und Lemma 4.30 folgt, dass M(X)eine Majorante für (4.44) ist. Es bleibt die Integrierbarkeit zu zeigen. Ab jetzt bezei
hnen ckund γk Konstanten. Aus Lemma 4.21 folgt für die gemeinsame Di
hte h(x, y) von (Mn, Sn)auf kx ≤ y ≤ (k + 1)x, k ∈ {1, . . . , n− 1}:

h(x, y) ≤ c2(1+x)γ2 exp
{

−kxβ − (y − kx)β
}

≤ c2(1+x)γ2 exp
{

−kxβ
}

, kx ≤ y ≤ (k+1)x.Daraus folgt:
E[M(X)] = E

[(
F (Mn)

F (Mn + Sn)

)2
]

≤
∫ ∞

0

n−1∑

k=1

∫ (k+1)x

kx
c2(1 + x)γ2 exp

{

−2xβ + 2(x+ y)β − kxβ
}

dydx

≤
n−1∑

k=1

∫ ∞

0

∫ (k+1)x

kx
c2(1 + x)γ2 exp

{

2((k + 2)x)β − (k + 2)xβ
}

dydx

≤
n−1∑

k=1

∫ ∞

0
c2(1 + x)γ2+1 exp

{

(2(k + 2)β − (k + 2))xβ
}

dx.Falls 2(k + 2)β − (k + 2) < 0 für alle k ∈ {1, . . . , n− 1} dann existieren alle Integrale unddamit gilt: E[M(X)] <∞. Es gilt:
2(k + 2)β − (k + 2) < 0 oder (k + 2)β <

k + 2

2
oder β < log((k + 2)/2)

log(k + 2)
,und:

log((k + 2)/2)

log(k + 2)
= 1 − log(2)

log(k + 2)
< 1 − log(2)

log(3)
≈ 0.369.Womit alles gezeigt wäre.Bemerkung 4.8. Da γ2 no
h von n abhängt ist M(X,N) bei zufälligem N im Allgemeinenni
ht integrierbar.



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 764.3.8 Der relative Fehler von Z6In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass mit den Bedingungen von Kapitel 4.3.7 (d.h. E[zN ] <
∞ für ein z > 1, Bedingung 3, F ist stetig und subexponentiell) , der relative Fehler von

Z6(u) = N(F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1)) − F (u)) + E[N ]F (u)für u→ ∞ gegen Null strebt.Lemma 4.36. Es gilt:
lim
u→∞

Z6(u)
2

F (u)2
= E[N ]2.Beweis. Für jedes N gilt na
h der De�nition von Z6(u) und Lemma 4.24:

lim
u→∞

Z6(u)
2

F (u)2
= lim

u→∞

(
N(F (MN−1 ∨ (u− SN−1)) − F (u)) + E[N ]F (u)

)2

F (u)2

= lim
u→∞

(

N

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)

+ E[N ]

)2

=

(

N

(

lim
u→∞

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

)

+ E[N ]

)2

= (N(1 − 1) + E[N ])2 = E[N ]2.Satz 4.37. Sei Bedingung 3 erfüllt. Dann gilt für den relativen Fehler von Z6:
lim
u→∞

√

V ar[Z6(u)]

P (SN > u)
= 0.Beweis. Wegen P (SN > u) ∼ E[N ]F (u) (Lemma 2.6) und E[N ] > 0 ist der Satz äquivalentzu:

lim
u→∞

V ar[Z6(u)]

F (u)2
= 0.Es gilt:

Z6(u)
2

F (u)2
=

(
NF (MN−1 ∨ (u− SN−1)) −NF (u) + E[N ]F (u)

)2

F (u)2

= N2F (MN−1 ∨ (u− SN−1))
2

F (u)2

− 2N(N − E[N ])
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
+ (N − E[N ])2.Zusammen mit Bedingung 3 folgt:

Z6(u)
2

F (u)2
≤ N2M(X,N) + 2

∣
∣N2 −NE[N ]

∣
∣
√

M(X,N) + (N − E[N ])2 = M̄(X,N).



Kapitel 4. Methoden zur Simulation seltener Ereignisse 77Aus E[N2M(X,N)] < ∞ folgt: E[M̄(X,N)] < ∞ und somit hat Z6(u)
2/F (u)2 eine inte-grierbare Majorante. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz und Lemma 2.6 folgt:

lim
u→∞

V ar[Z6(u)]

F (u)2
= lim

u→∞
E[Z6(u)

2] − E[Z6(u)]
2

F (u)2

= lim
u→∞

E

[
Z6(u)

2

F (u)2

]

− lim
u→∞

E[Z6(u)]
2

F (u)2

= E

[

lim
u→∞

Z6(u)
2

F (u)2

]

− lim
u→∞

P (SN > u)2

F (u)2

= E[E[N ]2] − E[N ]2 = 0.Bemerkung 4.9. Da die Bedingungen von Satz 4.37 die Glei
hen sind wie die von Satz 4.28,folgt, dass die Aussage des Satzes 4.37 für Regular-Varying- und Lognormal-Verteilungengültig ist. Für die Weibull-Verteilung mit Parameter 0 < β < 1 − log(2)/ log(3) ist er unterder zusätzli
hen Annahme, dass N bes
hränkt ist, gültig.4.3.9 Die Ges
hwindigkeit der KonvergenzIn den Kapiteln 4.3.7 und 4.3.8 haben wir gesehen, dass der relative Fehler von Z6 gegen Nullstrebt und si
h die Varianz von Z5 asymptotis
h wie die Varianz von gN (n) = P (Sn > u) =
F
n∗

(u) verhält. In diesem Kapitel wollen wir für Pareto mit F (x) = (1 + x)−α quantitativeAusdrü
ke für diesen Sa
hverhalt herleiten. Dazu brau
hen wir zwei te
hnis
he Lemmas (dieAussagen der Lemmas sind allgemein bekannt wir wiederholen hier die Beweise).Lemma 4.38. Für α > 0, c ≥ 1 und 0 ≤ x ≤ c gilt: cα − (c− x)α ist monoton wa
hsend in
α.Beweis. Sei f(α) = cα−(c−x)α. Dann ist f(α) monoton wa
hsend genau dann wenn f ′(α) =
log(c)cα − log(c− x)(c− x)α ≥ 0 gilt. Aus cα ≥ (c− x)α ≥ 0 und log(c) ≥ log(c− x) folgt:

log(c)cα ≥ log(c− x)(c − x)α,

log(c)cα − log(c− x)(c− x)α ≥ 0,

f ′(α) ≥ 0.Korollar 4.39. Für α ≤ 1 gilt: cα − (c− x)α ≤ x.Lemma 4.40 (Bernoulli). Für α ≥ 1, c > 0 und x > −c gilt:
(c+ x)α ≥ cα + αcα−1x.Beweis. Da f(x) = (c + x)α konvex ist kann diese Funktion dur
h ihre Tangente im Punkt

x = 0 na
h unten abges
hätzt werden.Lemma 4.41. Sei F (x) = (1 + x)−α und u > 0. Dann gilt:
1 − F

n∗
(u)2

n2F (u)2
≤ 2(n − 1)u−α.
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F
n∗

(x) = P

(
n∑

i=1

Xi > x

)

≥ P

(
n⋃

i=1

{

Xi > x,max
j 6=i

(Xj) ≤ x

})

=

n∑

i=1

P (Xi > x)P (max
j 6=i

(Xi) ≤ x) = nF (x)F (x)n−1. (4.45)Daraus folgt:
1 − F

n∗
(u)2

n2F (u)2
≤ 1 − n2F (u)2F (u)2(n−1)

n2F (u)2
= 1 − F (u)2(n−1)

= 1 −
(

1 − 1

(1 + u)α

)2(n−1)

≤ 1 −
(

1 − 2(n − 1)

(1 + u)α

)

≤ 2(n− 1)u−α.Dabei folgt die vorletzte Unglei
hung aus der Bernoulli's
hen Unglei
hung.Lemma 4.42. Sei F (x) = (1 + x)−α und u > 2(α+1)/α. Dann gibt es eine Konstante k2sodass:
E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

2]

F (u)2
− 1 ≤ k2n

3α+1u−α/(α+1).Beweis. Sei x0 > 0. Wir unters
heiden die Fälle Mn−1 ≤ x0/(n − 1), hier gilt:
Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≥ u− Sn−1 ≥ u− (n− 1)Mn−1 ≥ u− x0,und Mn−1 > x0/(n − 1), es gilt: Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≥ u/n (siehe Lemma 4.19). Es gilt:

E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))
2]

F (u)2
− 1 =

E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))
2I{Mn−1≤x0/(n−1)}]

F (u)2

+
E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

2I{Mn−1>x0/(n−1)}]

F (u)2
− 1

≤ F (u− x0)
2

F (u)2
+

(

1 − F

(
x0

n− 1

)n−1
)

F (u/n)2

F (u)2
− 1

=

(
(1 + u)2α

(1 + u− x0)2α
− 1

)

+

(

1 −
(

1 − 1

(1 + x0/(n− 1))α

)n−1
)

(1 + u)2α

(1 + u/n)2α
.Sei

B1 =
(1 + u)2α

(1 + u− x0)2α
− 1

=
(1 + u)2α − (1 + u− x0)

2α

(1 + u− x0)2α

=
(1/u+ 1)2α − (1/u− x0/u+ 1)2α

(1/u− x0/u+ 1)2α
.
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B1 ≤ (1/u+ 1)2α − (1/u+ 1)2α + 2α(1/u + 1)2α−1x0/u

(1/u − x0/u+ 1)2α

≤ 2α(1/u + 1)2α−1

(1/u− x0/u+ 1)2α
x0

u
≤ c1

x0

u
,für eine Konstante c1.Für α ≤ 1/2 und x0 < u/2 gilt mit Korollar 4.39

B1 ≤ 1

(1/u− x0/u+ 1)2α
x0

u
≤ c2

x0

u
,für eine Konstante c2. Insgesamt folgt B1 ≤ c3x0/u für alle x0 < u/2.Aus

(1 + u)2α

(1 + u/n)2α
= n2α (1 + u)2α

(n+ u)2α
≤ n2α,und der Bernoulli's
hen Unglei
hung folgt:

B2 =

(

1 −
(

1 − 1

(1 + x0/(n − 1))α

)n−1
)

(1 + u)2α

(1 + u/n)2α

≤ n2α

(

1 −
(

1 − n− 1

(1 + x0/(n − 1))α

))

≤ n2α(n− 1)α+1 1

(n − 1 + x0)α
≤ n3α+1x−α0 .Setzt man x0 = uβ mit β = 1/(α + 1) dann gilt: x0 < u/2 für u > 2(α+1)/α und damit:

E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))
2]

n2F (u)2
− 1 ≤ B1 +B2 ≤ c3u

α/(α+1) + n3α+1uα/(α+1) ≤ k2n
3α+1uα/(α+1).Satz 4.43. Sei F (x) = (1 + x)−α und E[N3α+3] < ∞. Dann existiert ein u0 und eineKonstante k, sodass für alle u > u0:

0 ≤ 1 − V ar[gN (N)]

V ar[Z5(u)]
≤ ku−α/(α+1).Beweis. Sei P (N = n) = pn, P (SN > u) = µ, A(u) =
∑∞

n=1 pnn
2F (u)2−µ2 und c1 = 2E[N3].Dann gilt:

V ar[gN (N)] =
∞∑

n=0

pnF
n∗

(u)2 − µ2 = A(u) +
∞∑

n=1

pn

(

F
n∗

(u) − n2F (u)2
)

= A(u) +

∞∑

n=1

pnn
2F (u)2

(

F
n∗

(u)2

n2F (u)2
− 1

)

≥ A(u) − 2u−αF (u)2
∞∑

n=1

pnn
3

= A(u) − c1u
−αF (u)2.
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V ar[Z5(u)] =

∞∑

n=0

pnn
2E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

2] − µ2

= A(u) +
∞∑

n=1

pn
(
n2E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

2] − n2F (u)2
)

= A(u) +

∞∑

n=1

pnn
2F (u)2

(
E[F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

2]

F (u)2
− 1

)

≤ A(u) + k2u
−α/(α+1)F (u)2

∞∑

n=1

pnn
3α+3

= A(u) + c2u
−α/(1+α)F (u)2.Für c2 = k2E[N3α+3]. Aus P (SN > u) ∼ E[N ]F (u) und E[N2] − E[N ]2 = V ar[N ] > 0 folgtdie Existenz einer Konstanten c3 > 0 und eines u0 > 0 mit:

A(u) =

∞∑

n=1

pnn
2F (u)2 − µ2 = E[N2]F (u)2 − P (SN > u)2 ≥ c3F (u)2, für u > u0.Zusammen folgt:
1 − V ar[gN (N)]

V ar[Z5(u)]
≤ 1 − A(u) − c1u

−αF (u)2

A(u) + c2u−α/(α+1)F (u)2

≤
(
c2u

−α/(α+1) + c1u
−α)F (u)2

(c3 + c2u−α/(α+1))F (u)2

≤ c4u
−α/(α+1).Für eine Konstante c4 > 0.Kommen wir zu Z6:Lemma 4.44. Sei F (x) = (1 + x)−α und E[cN ] < ∞ für ein c > 1. Dann existiert ein K1mit:

E

[

N2

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)2
]

≤ K1u
− 2α

2+α , für u > u0.Beweis. Für ein x0 = uβ mit 0 < β < 1 und alle u > u0 gilt:
EX

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

)2
]

= EX

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

)2

I{Mn−1≤x0/(n−1)}

] (4.46)
+ EX

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

)2

I{Mn−1>x0/(n−1)}

]

. (4.47)Zu 4.46: Auf der Menge {Mn−1 ≤ x0/(n − 1)} gilt: Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≤ u und
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1)) ≤ F (u− Sn−1) ≤ F (u− x0).
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∣
∣
∣
∣

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

∣
∣
∣
∣

=
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

≤ F (u− x0)

F (u)
− 1 =

(1 + u)α

(1 + u− x0)α
− 1

=

(
1 + 1

u

)α −
(
1 + 1

u − x0
u

)α

(
1 + 1

u − x0
u

)α .Für α ≤ 1 gilt mit Korollar 4.39
∣
∣
∣
∣

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

∣
∣
∣
∣
≤ x0

u

(

1 − x0 − 1

u

)−α
.Für α > 1 gilt mit Lemma 4.40

∣
∣
∣
∣

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

∣
∣
∣
∣
≤ x0

u

α
(
1 + 1

u

)α−1

(
1 − x0−1

u

)α .Damit gibt es für alle u > u0 ein K > 0 mit:
EX

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

)2

I{Mn−1≤x0/(n−1)}

]

≤ K
(x0

u

)2
.Zu 4.47: Aus Mn−1 ∨ (u− Sn−1) ≥ u/n folgt:

∣
∣
∣
∣

F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

∣
∣
∣
∣

≤ 1 +
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)

≤ 1 +
F
(
u
n

)

F (u)

= 1 +
(1 + u)α
(
1 + u

n

)α

= 1 + nα
(1 + u)α

(n+ u)α
≤ 1 + nα.Des Weiteren gilt:

EX [I{Mn−1>x0/(n−1)}] = P

(

Mn−1 >
x0

n− 1

)

= 1 − F

(
x0

n− 1

)n−1

= 1 −
(

1 − (n− 1)α

((n − 1) + x0)α

)n−1

Bernoulli
≤ (n− 1)α+1

((n − 1) + x0)α

≤ (n− 1)α+1x−α0 .Daraus folgt:
EX

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

)2

I{Mn−1>x0/(n−1)}

]

≤ (1 + nα)2EX [I{Mn−1>x0/(n−1)}]

≤ (1 + nα)2(n− 1)α+1x−α0 .
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2 = u−2α/(2+α) und für alle

u > u0:
EX

[(
F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

F (u)
− 1

)2
]

≤ C(n)u−
2α

2+α .Dabei ist C(n) eine Funktion mit E[N2C(N)] <∞.Es gilt:
E

[

N2

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)2
]

= E

[

N2EX

[(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)2
]]

≤ E[N2C(N)]u−
2α

2+α = K1u
− 2α

2+α .Lemma 4.45. Sei F (x) = (1 + x)−α und E[cN ] < ∞ für ein c > 1. Dann existiert ein K2mit:
E

[

N

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)]

≤ K2u
− α

1+α , für u > u0. (4.48)Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.44 gilt:
EX

[(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)

I{Mn−1≤x0/(n−1)}

]

≤ K
x0

u
und

EX

[(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)

I{Mn−1>x0/(n−1)}

]

≤ (1 + nα)(n− 1)α+1x−α0 .Mit x0 = uβ und β = 1/(1 + α) gilt: x−α0 = x0/u = u1/(1+α). Analog wie im Beweis vonLemma 4.44 folgt:
E

[

N

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

F (u)
− 1

)]

≤ K2u
− α

1+α .Lemma 4.46. Sei F (x) = (1 + x)−α und E[cN ] < ∞ für ein c > 1. Dann existiert ein K3mit:
E[N ]2 − E[Z6(u)]

2

F (u)2
≤ K3u

−α, für u > u0.Beweis. Sei u > u0. Es gilt:
E[N ]2 −

(
E [Z6(u)]

F (u)

)2

=

(

E[N ] +
P (SN > u)

F (u)

)(

E[N ] − P (SN > u)

F (u)

)

≤ K0

(

E[N ] − P (SN > u)

F (u)

)

, (4.49)
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E[N ] − P (SN > u)

F (u)
=

∞∑

n=0

(

n− P (Sn > u)

F (u)

)

pn

≤
∞∑

n=0

n

(

1 − F
n∗

(u)

nF (u)

)

pn. (4.50)Es gilt:
F
n∗

(u) = P (Sn > u)

≥ P

(
n⋃

i=1

{

Xi > u,max
j 6=i

Xj ≤ u

})

iid
= nF (u)F (u)n−1.Mit der Bernoulli's
hen Unglei
hung folgt:

1 − F
n∗

(u)

nF (u)
≤ 1 − F (u)n−1 = 1 −

(

1 − 1

(1 + u)α

)n−1

≤ n− 1

(1 + u)−α
≤ nu−α. (4.51)Daraus folgt, mit (4.49) und (4.50), die Aussage des Lemmas.Satz 4.47. Sei F (x) = (1 + x)−α und E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann existiert ein K4 mit:

V ar[Z6(u)]

F (u)2
≤ K4u

− α
1+α , für u > u0.Beweis. Es gilt:

V ar(Z6(u))

F (u)2
=

E[(NF (MN−1 ∨ (u− SN−1)) −NF (u) + E[N ]F (u))2]

F (u)2

− E[Z6(u)]
2

F (u)2

= E

[

N2

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1)) − F (u)

F (u)

)2
]

+ 2E[N ]E

[

N

(
F (MN−1 ∨ (u− SN−1)) − F (u)

F (u)

)]

+ E[N ]2 − E[Z6(u)]
2

F (u)2
,Mit den Lemmas 4.44, 4.45 und 4.46 gilt:

V ar(Z6(u))

F (u)2
≤ K1u

−2α/(α+2) + 2E[N ]K2u
−α/(α+1) +K3u

−α ≤ K4u
−α/(α+1).Korollar 4.48. Sei F (x) = (1 + x)−α und E[cN ] < ∞ für ein c > 1. Dann existiert ein K5mit:

V ar[Z6(u)]

P (SN > u)2
= K5u

− α
1+α , für u > u0.Beweis. Das Korollar folgt aus P (SN > u) ∼ E[N ]F (u) (Lemma 2.6).



Kapitel 5Momente seltener EreignisseSei (Xi)i≥1 eine Folge iid verteilter Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Sei N einevon (Xi)i≥1 unabhängige Zufallsvariable mit Werten in N
0. Weiters sei pn = P (N = n),

SN =
∑N

i=1Xi und für festes n sei Sn =
∑n

i=1Xi. Sei x+ = max(0, x).Im Kollektiven Risikomodell kann der Gesamts
haden dur
h SN bes
hrieben werden (verglei-
he Kapitel 1.2). Bei einer Stop-Loss-Rü
kversi
herung übernimmt die Rü
kversi
herung denS
haden der einen vorgegebenen Wert u übersteigt. Der von der Rü
kversi
herung übernom-mene S
haden ist dann (SN −u)+. In diesem Kapitel wollen wir den Erwartungswert und daszweite Moment von (SN − u)+ untersu
hen.In diesem Kapitel sei F ∈ S und F stetig mit Di
hte f . Um zu garantieren, dassE[(SN−u)+] <
∞ gilt, sei E[X1] <∞.De�nition 5.1 (Mean Ex
ess Funktion). Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunk-tion F und E[X] <∞ . Dann wird die Mean Ex
ess Funktion de�niert dur
h:

e(u) = E[(X − u)|X > u] =
1

F (u)

∫ ∞

u
(x− u) dF (x).Lemma 5.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und E[X] < ∞. Danngilt:

e(u) =
1

F (u)

∫ ∞

u
F (x) dx.Beweis. Mit partieller Integration folgt:

e(u) =
1

F (u)

∫ ∞

u
(x− u) dF (x)

= − 1

F (u)

∫ ∞

u
(x− u) dF (x)

= − 1

F (u)

(

(x− u)F (x)

∣
∣
∣
∣
∣

∞

u

−
∫ ∞

u
F (u) dx

)

=
1

F (u)

∫ ∞

u
F (x) dx.Lemma 5.2. Sei F (x) eine stetige Verteilung mit Di
hte f(x) und Hazard Rate λ(x). Weiterssei limx→∞ λ(x) = 0. Dann gilt:

lim
u→∞

e(u) = ∞.84



Kapitel 5. Momente seltener Ereignisse 85Beweis. Mit der Regel von de l'Hõpital gilt:
lim
u→∞

e(u) = lim
u→∞

1

F (u)

∫ ∞

u
F (x) dx = lim

u→∞
F (u)

f(u)
= lim

u→∞
1

λ(u)
= ∞.5.1 Der Erwartungswert von (SN − u)+5.1.1 Eine Asymptotik für E[(SN − u)+]Satz 5.3. Sei F ∈ S. Dann gilt:

E
[
(Sn − u)+

]
∼ ne(u)F (u). (5.1)Bemerkung 5.1. Für F regular varying wird in [KM97℄ eine äquivalente Asymptotik für

E[(SN − u)+] hergeleitet.Bemerkung 5.2. Aus Lemma 5.1 folgt:
ne(u)F (u) = n

∫ ∞

u
F (x) dx. (5.2)Beweis. Mit partieller Integration folgt:

E
[
(Sn − u)+

]
=

∫ ∞

u
(x− u) dFn∗(x)

= −(x− u)F
n∗

(x)

∣
∣
∣
∣

∞

u

+

∫ ∞

u
F
n∗

(x) dx

= n

∫ ∞

u
F (x) dx+ n

∫ ∞

u
F (x)

(

F
n∗

(x)

nF (x)
− 1

)

dx.Damit gilt:
E [(Sn − u)+]

ne(u)F (u)
= 1 +

n
∫∞
u F (x)

(
F

n∗

nF (x)
− 1
)

dx

n
∫∞
u F (x) dx

︸ ︷︷ ︸

=A

. (5.3)Für A = A(u) gilt
|A(u)| ≤ sup

x>u

∣
∣
∣
∣
∣

F
n∗

(x)

nF (x)
− 1

∣
∣
∣
∣
∣

∫∞
u F (x) dx
∫∞
u F (x) dx

= sup
x>u

∣
∣
∣
∣
∣

F
n∗

(x)

nF (x)
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
. (5.4)Aus F ∈ S und Proposition 2.3 folgt: limu→∞A(u) = 0. Aus (5.3) folgt damit der Satz.Satz 5.4. Sei F ∈ S und E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:

E
[
(SN − u)+

]
∼ E[N ]e(u)F (u). (5.5)Beweis. Aus (5.3) und (5.4) und Lemma 2.4 folgt die Existenz eines ε > 0 mit

∣
∣
∣
∣

E [(Sn − u)+]

e(u)F (u)

∣
∣
∣
∣
≤ n

(

1 + sup
x>u

∣
∣
∣
∣
∣

F
∗n

(u)

nF (u)
− 1

∣
∣
∣
∣
∣

)

≤ n(2 +K0(c− ε)n) ≤ Kcn. (5.6)Zusammen mit dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt:
lim
u→∞

E [(SN − u)+]

E[N ]e(u)F (u)
=

1

E[N ]
E

[

N lim
u→∞

EX [(SN − u)+]

Ne(u)F (u)

]

=
1

E[N ]
E[N ] = 1.
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hätzer für E[(SN − u)+]Analog wie den S
hätzer Z5 für P (SN > u) in Kapitel 4.3 , kann man für E[(SN −u)+] einene�ektiven S
hätzer konstruieren. Sei
Z7(u) = NE

[

(SN − u)+I{MN=XN}

∣
∣
∣
∣
N,X1, . . . ,XN−1

]

.Lemma 5.5. Es gilt:
E[Z7] = E[(SN − u)+].Beweis. Das Lemma folgt aus

E
[
(Sn − u)+

]
= E

[
n∑

i=1

(Sn − u)+I{Mn=Xi}

]

=

n∑

i=1

E
[
(Sn − u)+I{Mn=Xi}

]

iid
= nE

[
(Sn − u)+I{Mn=Xn}

]
.Lemma 5.6. Es gilt:

Z7(u) = N
(
(MN−1 + SN−1 − u)+ + e(MN−1 ∨ (u− SN−1))

)
F (MN−1 ∨ (u− SN−1)).Beweis. Es gilt:

Z7(u) = NE

[

(SN − u)+I{MN=XN}

∣
∣
∣
∣
N,X1, . . . ,XN−1

]

= NE

[

(SN − u)I{MN=XN}I{XN≥u−SN−1}

∣
∣
∣
∣
N,X1, . . . ,XN−1

]

= N

∫ ∞

MN−1∨(u−SN−1)
(x+ SN−1 − u) dF (x)

= −N(x+ SN−1 − u)F (x)

∣
∣
∣
∣

∞

MN−1∨(u−SN−1)

+ N

∫ ∞

MN−1∨(u−SN−1)
F (x) dx

= N(MN−1 ∨ (u− SN−1) + SN−1 − u)F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

+ Ne(MN−1 ∨ (u− SN−1))F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

= N(MN−1 + SN−1 − u)+F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

+ Ne(MN−1 ∨ (u− SN−1))F (MN−1 ∨ (u− SN−1)).5.1.3 Die e�ektive Dimension des S
hätzersAnalog wie bei P (SN > u) kann man für Z7(u) zeigen, dass die Varianz von Z7 nur von Nabhängt.Lemma 5.7. Für den ANOVA Term der zu N gehörenden Variable gilt:
gN (n, u) = E[(Sn − u)+] − E[Z7(u)].
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h der De�nition der ANOVA gilt:
gN (n, u) = E[Z7|N = n] − E[Z7]

= E

[

NE

[

(SN − u)+I{MN=XN}

∣
∣
∣
∣
N,X1, . . . ,XN−1

]
∣
∣
∣
∣
∣
N = n

]

− E[Z7]

= E[N(SN − u)+I{MN=XN}|N = n] − E[Z7]

= E[n(Sn − u)+I{Mn=Xn}] − E[Z7] = E[(Sn − u)+] − E[Z7].Lemma 5.8. Sei F ∈ S und E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:
lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

e(u)2F (u)2
= V ar[N ]. (5.7)Beweis. Es gilt:

lim
u→∞

V ar[gN (n, u)]

(e(u)F (u))2
= lim

u→∞

E
[

EX [(SN − u)+]
2
]

e(u)2F (u)2
− lim
u→∞

E[Z7(u)]
2

e(u)2F (u)2
.Sei c− 1 > ε > 0. Dann folgt analog wie im Beweis von Satz 5.4

(
EX [(SN − u)+]

e(u)F (u)

)2

≤ K2N
2(c− ε)N ≤ K1c

N .Zusammen mit Satz 5.3 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:
lim
u→∞

E
[

EX [(SN − u)+]
2
]

e(u)2F (u)2
= E

[(

lim
u→∞

EX [(SN − u)+]

e(u)F (u)

)2
]

= E[N2].Aus Satz 5.4 folgt:
lim
u→∞

E[Z7(u)]
2

e(u)2F (u)2
= E[N ]2.Damit gilt:

lim
u→∞

V ar[gN (n, u)]

(e(u)F (u))2
= E[N2] −E[N ]2 = V ar[N ].Notation. Sei

B(u) =

∫∞
MN−1∨(u−SN−1) x− (u− SN−1) dF (x)

e(u)F (u)
.Lemma 5.9. Sei limu→∞ e(u) = ∞. Dann gilt:

lim
u→∞

∫∞
MN−1∨(u−SN−1) x− (u− SN−1) dF (x)

e(u)F (u)
= 1. (5.8)



Kapitel 5. Momente seltener Ereignisse 88Beweis. Für u > MN−1 + SN−1 gilt mit partieller Integration:
B(u) =

∫∞
(u−SN−1)(x+ SN−1 − u) dF (x)

e(u)F (u)

=

∫∞
(u−SN−1) F (x) dx

e(u)F (u)

=

∫∞
u F (x) dx

e(u)F (u)
+

∫ u
u−SN−1

F (x) dx

e(u)F (u)

≤ 1 +
SN−1F (u− SN−1)

e(u)F (u)
.Damit gilt B(u) ≥ 1. Es bleibt no
h

lim
u→∞

SN−1F (u− SN−1)

e(u)F (u)
= 0 (5.9)zu zeigen. Dies gilt wegen limu→∞ SN−1/e(u) = 0 (e(u) → ∞) und limu→∞ F (u−SN−1)/F (u) =

1 (siehe Proposition 2.2).Bedingung 4. Es existiere eine Funktion M(X,N) mit
M(X,N) ≥ B(u)2für alle u > 0 und E[N2M(X,N)] <∞.Lemma 5.10. Sei F ∈ S, E[cN ] < ∞ für ein c > 1 und limu→∞ e(u) = ∞. Weiters seiBedingung 4 erfüllt. Dann gilt:

lim
u→∞

V ar[Z7(u)
2]

e(u)2F (u)2
= V ar[N ].Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

lim
u→∞

V ar[Z7(u)
2]

e(u)2F (u)2
= lim

u→∞
E
[
N2B(u)2

]
− lim
u→∞

E[Z7]
2

e(u)2F (u)2

= E

[

N2
(

lim
u→∞

B(u)
)2
]

− E[N ]2

= E[N2] − E[N ]2 = V ar[N ].Satz 5.11. Sei F ∈ S, E[cN ] < ∞ für ein c > 1 und limu→∞ e(u) = ∞. Weiters seiBedingung 4 erfüllt. Dann gilt:
lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

V ar[Z7(u)]
= 1Beweis. Aus Lemma 5.10 und 5.8 folgt:

lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

V ar[Z7(u)]
= lim

u→∞
V ar[gN (N,u)]

e(u)2F (u)2
e(u)2F (u)2

V ar[Z7(u)]
=
V ar[N ]

V ar[N ]
= 1.



Kapitel 5. Momente seltener Ereignisse 895.1.4 Der Regular Varying FallIn diesem Kapitel sei F (x) = L(x)/(1 + x)α für L(x) slowly varying und α > 1. Weiterssei f(x) = l(x)/(1 + x)α+1 mit l(x) slowly varying die Di
hte von F . Aus Satz 2.11 folgt
L(x) ∼ l(x)/αLemma 5.12. Es gilt:

e(u) ∼ 1 + u

α− 1
.Beweis. Aus Satz 2.11 folgt:

e(u) =
(1 + u)α

L(u)

∫ ∞

u

L(u)

(1 + x)α
dx ∼ (1 + u)α

L(u)

L(u)

(α− 1)(1 + u)α−1
=

1 + u

α− 1
.Korollar 5.13. Es gibt Konstanten c1 und c2 mit

c1(1 + u) ≤ e(u) ≤ c2(1 + u), für u ≥ 0.Notation.
C(u, n) =

(
((Mn−1 − (u− Sn−1))

+ + e(Mn−1 ∨ (u− Sn−1)))F (Mn−1 ∨ (u− Sn−1))

e(u)F (u)

)2Lemma 5.14. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Für festes n gilt:
lim
u→∞

E[C(u, n)] = 1.Weiters existiert eine Funktion M(n) mit E[N2M(N)] <∞ und
M(n) ≥ E[C(u, n)].Beweis. Es gilt:

E[C(u, n)] = E[C(u, n)I{Mn−1>(u−Sn−1)}] + E[C(u, n)I{Mn−1≤(u−Sn−1)}].Auf {Mn−1 ≤ (u− Sn−1)} gilt mit Korollar 5.13:
C(u, n) =

(
e(u− Sn−1)F (u− Sn−1)

e(u)F (u)

)2

≤
(
c2(1 + (u− Sn−1))F (u− Sn−1)

c1(1 + u)F (u)

)2

≤
(
c2F (u− Sn−1)

c1F (u)

)2

.Sei γ > 0 und c3 eine Konstante. Dann folgt aus Lemma 4.31 und 4.19:
F (u− Sn−1)

F (u)
≤ F (u/n)

F (u)
=
L(u/n)

L(u)

(1 + u)α

(1 + u/n)α
≤ c3n

α+γ .Aus Lemma 5.9 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:
lim
u→∞

E[C(u, n)I{Mn−1≤(u−Sn−1)}] = E
[

lim
u→∞

C(u, n)I{Mn−1≤(u−Sn−1)}
]

= 1.



Kapitel 5. Momente seltener Ereignisse 90Auf {Mn−1 > (u− Sn−1)} gilt für eine Konstante c4:
C(u, n) =

(
(Mn−1 + Sn−1 − u+ e(Mn−1))F (Mn−1)

e(u)F (u)

)2

≤
(
c4n(1 +Mn−1)F (Mn−1)

(1 + u)F (u)

)2

.Zusammen mit Lemma 4.19 folgt:
E[C(u, n)I{Mn−1>(u−Sn−1)}] ≤ E

[(
c4n(1 +Mn−1)F (Mn−1)

(1 + u)F (u)

)2

I{Mn−1>(u−Sn−1)}

]

≤ E

[(
c4n(1 +Mn−1)F (Mn−1)

(1 + u)F (u)

)2

I{Mn−1>u/n}

]

≤ c24n
2

((1 + u)F (u))2

∫ ∞

u/n
(1 + x)2F (x)2fMn−1(x) dx

≤ c24n
3

((1 + u)F (u))2

∫ ∞

u/n

(1 + x)2L(x)2

(1 + x)2α
l(x)

(1 + x)α+1
dx

=
c24n

3

((1 + u)F (u))2

∫ ∞

u/n
L(x)2l(x)(1 + x)−(3α−1) dx.Aus Satz 2.11 und Lemma 4.31 folgt:

E[C(u, n)I{Mn−1>(u−Sn−1)}] ≤ c5n
3

3α((1 + u)F (u))2
L(u/n)3

(1 + u/n)3α

=
c6n

3F (u/n)3

((1 + u)F (u))2

≤ c7n
3+2α+2γ F (u/n)

(1 + u)2
.Damit gilt:

lim
u→∞

E[C(u, n)I{Mn−1>(u−Sn−1)}] = 0 und E[C(u, n)I{Mn−1>(u−Sn−1)}] ≤ c7n
3+2α+2γ .Für ein γ > 0 sei

M(n) = (c2c3/c1)
2n2α+2γ + c7n

3+2α+2γ .Dann gilt: E[C(u, n)] ≤M(n) und E[N2M(N)] <∞.Lemma 5.15. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:
lim
u→∞

E[Z7(u)
2]

(e(u)F (u))2
= E[N2].Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

lim
u→∞

E[Z7(u)
2]

(e(u)F (u))2
= lim

u→∞
E[N2C(u,N)] = E[N2 lim

u→∞
EX [C(u,N)]] = E[N2].Satz 5.16. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:

lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

V ar[Z7(u)]
= 1.Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 5.11.
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hätzerAnalog wie Z6 de�niert man den S
hätzer
Z8(u) = Z7(u) −Ne(u)F (u) + E[N ]e(u)F (u).Satz 5.17. Sei

lim
u→∞

E[Z7(u)
2]

(e(u)F (u))2
= E[N2], lim

u→∞
E[Z7(u)]

e(u)F (u)
= E[N ] und lim

u→∞
E[NZ7(u)]

e(u)F (u)
= E[N2].Dann gilt:

lim
u→∞

V ar[Z8(u)]

E[Z8(u)]2
= 0Beweis. Wegen E[Z8(u)] ∼ E[N ]e(u)F (u) genügt es

lim
u→∞

V ar[Z8(u)]

(e(u)F (u))2
= 0zu zeigen. Es gilt:

lim
u→∞

V ar[Z8(u)]

(e(u)F (u))2
= lim

u→∞
E[(Z7(u) −Ne(u)F (u) + E[N ]e(u)F (u))2]

(e(u)F (u))2
− lim
u→∞

E[Z8(u)]
2

(e(u)F (u))2

= lim
u→∞

(

E

[
Z7(u)

2

(e(u)F (u))2

]

− 2E

[
Z7(u)(N − E[N ])

e(u)F (u)

])

+ E[(N − E[N ])2] − E[N ]2

= E[N2] − 2(E[N2] − E[N ]2) + E[N2] − E[N ]2 − E[N ]2 = 0.Satz 5.18. Im Regular Varying Fall strebt der relative Fehler des S
hätzers Z8(u) gegen 0.Beweis. Analog wie
lim
u→∞

E[Z7(u)
2]

(e(u)F (u))2
= E[N2],kann man au
h

lim
u→∞

E[Z7(u)]

e(u)F (u)
= E[N ] und lim

u→∞
E[NZ7(u)]

e(u)F (u)
= E[N2]zeigen. Damit sind die Bedingungen von Satz 5.17 erfüllt und der relative Fehler des S
hätzers

Z8(u) strebt gegen 0.5.1.6 Numeris
he ErgebnisseDie Tabellen und Abbildungen in diesem Kapitel haben die glei
hen Bezei
hnungen wie inKapitel 4.3.6, nur das eine zusätzli
he Spalte mit dem asymptotis
hen Ergebnis (5.5) eingefügtwurde.Die S
hlüsse die man aus den Ergebnissen für die S
hätzer Z7 und Z8 ziehen kann sind dieGlei
hen wie die für die S
hätzer Z5 und Z6. Das heiÿt, bei Z7(u) bringt zufälliges QuasiMonte Carlo eine wesentli
he Verbesserung gegenüber der Monte Carlo Methode. Bei Z8 istdiese Verbesserung nur bei kleinen Werten von u zu beoba
hten. Des Weiteren sieht man, dass
Z8 bessere Ergebnisse liefert als Z7. Tabelle 5.3 zeigt die Ergebnisse für den naiven S
hätzer
Z11(u) = (SN −u)+ dabei bedeutet NaN , dass der ges
hätzte Erwartungswert glei
h Null ist.Verglei
ht man die Werte von Z11 mit denen von Z7 und Z8 so sieht man, dass beide zu einerdeutli
hen Varianzreduktion gegenüber Z11 führen. Abbildung 5.1 zeigt die drei S
hätzer imVerglei
h.
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ρ A(u) Assymptotik Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.0271057 0.0613586 0.0139085 0.0173345 0.01549170.25 1e-05 0.000429596 0.0325854 0.00312694 0.00376291 0.003465580.25 1e-08 6.80864e-06 0.0310972 0.00176345 0.00231347 0.002068940.25 1e-11 1.0791e-07 0.0309957 0.00174933 0.00224986 0.002038070.5 0.01 0.0420638 0.105485 0.0334741 0.0383703 0.03639710.5 1e-05 0.000666667 0.0459152 0.00400508 0.00474443 0.004430350.5 1e-08 1.0566e-05 0.0439571 0.00221101 0.0028874 0.002698690.5 1e-11 1.67459e-07 0.0438368 0.00216992 0.00282774 0.002697410.75 0.01 0.0652766 0.17919 0.0770163 0.0850738 0.08290860.75 1e-05 0.00103456 0.057048 0.00625184 0.0087881 0.008496880.75 1e-08 1.63967e-05 0.0538494 0.00407842 0.0063134 0.006017180.75 1e-11 2.59871e-07 0.0537112 0.00397696 0.00638494 0.00601432Tabelle 5.1: S
hätzer Z7 mit Pareto α = 2.5 als S
hadenshöhenverteilung.
ρ A(u) Assymptotik Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.0271057 0.0409056 0.0132841 0.0165181 0.01483690.25 1e-05 0.000429596 0.00392768 0.00246088 0.00285833 0.00265720.25 1e-08 6.80864e-06 0.00020998 0.000176135 0.000270594 0.0001500570.25 1e-11 1.0791e-07 1.22294e-05 6.60328e-06 7.98124e-06 1.90169e-050.5 0.01 0.0420638 0.0848076 0.033074 0.0369746 0.03566410.5 1e-05 0.000666667 0.00513937 0.00301751 0.00335592 0.003300250.5 1e-08 1.0566e-05 0.000263732 0.000143791 0.000169905 0.0001864860.5 1e-11 1.67459e-07 1.64812e-05 7.89949e-06 9.75356e-06 9.48594e-060.75 0.01 0.0652766 0.166166 0.0766017 0.0833548 0.08113150.75 1e-05 0.00103456 0.00774374 0.0039618 0.00437595 0.004403090.75 1e-08 1.63967e-05 0.000433403 0.000172121 0.000246539 0.0002244790.75 1e-11 2.59871e-07 2.5672e-05 1.08625e-05 1.23332e-05 1.18425e-05Tabelle 5.2: S
hätzer Z8 mit Pareto α = 2.5 als S
hadenshöhenverteilung.Bemerkung 5.3. Wählt man für die Xi eine Regular-Varying-Verteilung mit Parameter 1 <

α ≤ 2. Dann gilt V ar[X1] = ∞ und damit V ar[Z11] = ∞. Hingegen gilt: V ar[Z7] < ∞ und
V ar[Z8] <∞.Bemerkung 5.4. Die S
hätzer Z7 und Z8 benötigen die Mean-Ex
ess-Funktion. Ist diese ni
htbekannt so kann der Aufwand für eine Iteration signi�kant ansteigen.5.2 Das zweite Moment von (SN − u)+Um zu garantieren, dass E[((SN − u)+)2] < ∞ gilt, sei ab jetzt E[X2

1 ] < ∞. Sei F ∈ S und
FI ∈ S. Weiters sei µ = E[X1] und eI die Mean Ex
ess Funktion bezügli
h FI .5.2.1 Eine Asymptotik für E[((SN − u)+)2]Satz 5.19. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:

E
[(

(SN − u)+
)2
]

∼ 2µE[N ]eI(u)F I(u). (5.10)Bemerkung 5.5. Für F regular varying wird in [KM97℄ eine äquivalente Asymptotik für
E[((SN − u)+)2] hergeleitet.
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ρ A(u) Assymptotik Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.0271057 0.640233 0.397102 0.469472 0.4232990.25 1e-05 0.000429596 26.0236 22.1608 17.5052 20.34020.25 1e-08 6.80864e-06 NaN NaN NaN 196.0390.25 1e-11 1.0791e-07 NaN NaN NaN NaN0.5 0.01 0.0420638 0.682594 0.64985 0.621099 0.9023470.5 1e-05 0.000666667 22.7324 26.4131 24.8369 27.92530.5 1e-08 1.0566e-05 NaN NaN NaN NaN0.5 1e-11 1.67459e-07 NaN NaN NaN NaN0.75 0.01 0.0652766 0.55738 0.495581 0.454221 0.4297740.75 1e-05 0.00103456 28.4214 35.786 26.9431 32.72860.75 1e-08 1.63967e-05 NaN NaN NaN NaN0.75 1e-11 2.59871e-07 NaN NaN NaN NaNTabelle 5.3: S
hätzer Z11 mit Pareto α = 2.5 als S
hadenshöhenverteilung.
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E
[(

(Sn − u)+
)2
]

=

∫ ∞

u
(x− u)2 dFn∗(x)

= −(x− u)2F
n∗

(x)

∣
∣
∣
∣

∞

u

+ 2

∫ ∞

u
(x− u)F

n∗
(x) dx.Substituiert man y = (x− u)2 so erhält man:

E
[(

(Sn − u)+
)2
]

=

∫ ∞

0
F
n∗

(
√
y + u) dy

= n

∫ ∞

0
F (

√
y + u) dy

+ n

∫ ∞

0
F (

√
y + u)

(

F
n∗

(
√
y + u)

nF (
√
y + u)

− 1

)

dy. (5.11)Dur
h Substitution x =
√
y + u erhält man:

1

2

∫ ∞

0
F (

√
y + u) dy =

∫ ∞

u
(x− u)F (x) dx

= µ

∫ ∞

u
(x− u)fI(x) dx

= µeI(u)F I(u). (5.12)Des Weiteren gilt:
∣
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

0
F (

√
y + u)

(

F
n∗

(
√
y + u)

nF (
√
y + u)

− 1

)

dy

∣
∣
∣
∣
∣

≤
∫ ∞

0
F (

√
y + u)

∣
∣
∣
∣
∣

F
n∗

(
√
y + u)

nF (
√
y + u)

− 1

∣
∣
∣
∣
∣
dy

≤ sup
x≥0

∣
∣
∣
∣
∣

F
n∗

(
√
x+ u)

nF (
√
x+ u)

− 1

∣
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

0
F (

√
y + u) dy

≤ sup
x≥0

∣
∣
∣
∣
∣

F
n∗

(
√
x+ u)

nF (
√
x+ u)

− 1

∣
∣
∣
∣
∣
2µeI(u)F I(u). (5.13)Aus (5.11), (5.12) und (5.13) folgt:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n−
E
[

((Sn − u)+)
2
]

2µeI(u)F I(u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ n sup
x≥0

∣
∣
∣
∣
∣

F
n∗

(
√
x+ u)

nF (
√
x+ u)

− 1

∣
∣
∣
∣
∣
.Aus F ∈ S und Proposition 2.3 folgt:

lim
u→∞

E
[

((Sn − u)+)
2
]

2µeI(u)F I(u)
= n.Für alle ε > 0 gibt es eine K mit (Lemma 2.4):

∣
∣
∣
∣
∣
∣

E
[

((Sn − u)+)
2
]

2µeI(u)F I(u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ n

(

1 + sup
x≥0

∣
∣
∣
∣
∣

F
n∗

(
√
x+ u)

nF (
√
x+ u)

− 1

∣
∣
∣
∣
∣

)

≤ n(2 +K(1 + ε)n). (5.14)



Kapitel 5. Momente seltener Ereignisse 95Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:
lim
u→∞

E
[

((SN − u)+)
2
]

2µE[N ]eI(u)F I(u)
=

1

E[N ]
E



N lim
u→∞

EX

[

((SN − u)+)
2
]

2µNeI(u)F I(u)



 =
1

E[N ]
E[N ] = 1.

5.2.2 Ein S
hätzer für E[((SN − u)+)2]Analog wie den S
hätzer Z5 für P (SN > u) in Kapitel 4.3 , kann man für E[((SN − u)+)2]einen e�ektiven S
hätzer konstruieren. Sei
Z9(u) = NE

[
(
(SN − u)+

)2
I{MN=XN}

∣
∣
∣
∣
N,X1, . . . ,XN−1

]

.Lemma 5.20. Es gilt:
E[Z9] = E[((SN − u)+)2].Beweis. Das Lemma folgt aus

E
[(

(Sn − u)+
)2
]

= E

[
n∑

i=1

(
(Sn − u)+

)2
I{Mn=Xi}

]

=

n∑

i=1

E
[
((Sn − u)+)2I{Mn=Xi}

]

iid
= nE

[
((Sn − u)+)2I{Mn=Xn}

]
.Lemma 5.21. Für Z9 gilt:

Z9 = N((MN−1 − (u− SN−1))
+)2 F (MN−1)

+ 2µN(MN−1 − (u− SN−1))
+ F I(MN−1)

+ 2µNeI(MN−1 ∨ (u− SN−1))F I(MN−1 ∨ (u− SN−1)).Beweis. Mit partieller Integration folgt:
Z9(u) = NE

[
(
(SN − u)+

)2
I{MN=XN}

∣
∣
∣
∣
N,X1, . . . ,XN−1

]

= N

∫ ∞

MN−1∨(u−SN−1)
(x− (u− SN−1))

2 dF (x)

= −N(x− (u− SN−1))
2F (x)

∣
∣
∣
∣

∞

MN−1∨(u−SN−1)

+ 2N

∫ ∞

MN−1∨(u−SN−1)
(x− (u− SN−1))F (x) dx

= N((MN−1 − (u− SN−1))
+)2F (MN−1 ∨ (u− SN−1))

+ 2µN

∫ ∞

MN−1∨(u−SN−1)
(x− (u− SN−1)) dFI(x)

= N((MN−1 − (u− SN−1))
+)2 F (MN−1)

+ 2µN(MN−1 − (u− SN−1))
+ F I(MN−1)

+ 2µNeI(MN−1 ∨ (u− SN−1))F I(MN−1 ∨ (u− SN−1)).Wobei die letzte Glei
hung aus dem S
hätzer für E[(SN − u)+] folgt.
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hätzersAnalog wie bei P (SN > u) kann man für Z9(u) zeigen, dass die Varianz von Z9 nur von Nabhängt.Lemma 5.22. Für den ANOVA Term der zu N gehörenden Variable gilt:
gN (n, u) = E[((Sn − u)+)2] −E[Z9(u)].Beweis. Der Beweis ist Analog zu dem Beweis von Lemma 5.7.Lemma 5.23. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:

lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

(2µeI(u)F I(u))2
= V ar[N ]. (5.15)Beweis. Es gilt:

lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

(2µeI(u)F I(u))2
= lim

u→∞

E
[

EX
[
((SN − u)+)2

]2
]

(2µeI(u)F I(u))2
− lim
u→∞

E[Z9(u)]
2

(2µeI(u)F I(u))2
.Sei c− 1 > ε > 0. Dann folgt analog wie im Beweis von Satz 5.19

(

EX
[
((SN − u)+)2

]

2µeI(u)F I(u)

)2

≤ K0N
2(c− ε)N ≤ K1c

N .Zusammen mit Satz 5.19 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:
lim
u→∞

E
[

EX
[
((SN − u)+)2

]2
]

(2µeI(u)F I(u))2
= E



 lim
u→∞

(

EX
[
((SN − u)+)2

]

2µeI(u)F I(u)

)2


 = E[N2].Aus Satz 5.19 folgt:
lim
u→∞

E[Z9(u)]
2

(2µeI(u)F I(u))2
= E[N ]2.Damit gilt:

lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

(2µeI(u)F I(u))2
= E[N2] − E[N ]2 = V ar[N ].Lemma 5.24. Sei limu→∞ eI(u) = ∞. Dann gilt:

lim
u→∞

Z9(u)

2µNeI(u)F I(u)
= 1.Beweis. Für u > MN−1 + SN−1 gilt:

Z9(u)

2µNeI(u)F I(u)
=

eI(u− SN−1)F I(u− SN−1)

eI(u)F I(u)

=

∫∞
u−SN−1

F I(x) dx
∫∞
u F I(x) dx

=

∫∞
u F I(x) dx
∫∞
u F I(x) dx

+

∫ u
u−SN−1

F I(x) dx
∫∞
u F I(x) dx

≤ 1 +
SN−1F I(u− SN−1)

eI(u)F I(u)
.



Kapitel 5. Momente seltener Ereignisse 97Damit gilt Z9(u)/(2µNeI(u)F I(u)) ≥ 1. Aus limu→∞ e(u) = ∞ und Proposition 2.2 folgt:
lim
u→∞

SN−1F I(u− SN−1)

eI(u)F I(u)
= 0.Und damit das Lemma.Bedingung 5. Es existiere eine Funktion M(X,N) mit

M(X,N) ≥
(

Z9(u)

2µNeI(u)F I(u)

)2

,für alle u > 0 und E[N2M(X,N)] <∞.Lemma 5.25. Sei E[cN ] < ∞ für ein c > 1, limu→∞ eI(u) = ∞. Weiters sei Bedingung 5erfüllt. Dann gilt:
lim
u→∞

E[Z9(u)
2]

(2µeI(u)F I(u))2
= E[N2].Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz und Lemma 5.24 gilt:

lim
u→∞

E[Z9(u)
2]

(2µeI(u)F I(u))2
= lim

u→∞
E

[

N2

(
Z9(u)

2µNeI(u)F I(u)

)2
]

= E

[

N2

(

lim
u→∞

Z9(u)

2µNeI(u)F I(u)

)2
]

= E[N2].Satz 5.26. Sei E[cN ] < ∞ für ein c > 1, limu→∞ eI(u). Weiters sei Bedingung 5 erfüllt.Dann gilt:
lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

V ar[Z9]
= 1.Beweis. Aus Lemma 5.25 und Satz 5.19 folgt:

lim
u→∞

V ar[Z9(u)]

(2µeI(u)F I(u))2
= lim

u→∞
E[Z9(u)

2]

(2µeI(u)F I(u))2
− E[Z9(u)]

2

(2µeI(u)F I(u))2

= E[N2] − E[N ]2 = V ar[N ].Zusammen mit Lemma 5.23 gilt:
lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

V ar[Z9]
= lim

u→∞
V ar[gN (N,u)]

(2µeI(u)F I(u))2
(2µeI(u)F I(u))

2

V ar[Z9]

=
V ar[N ]

V ar[N ]
= 1.



Kapitel 5. Momente seltener Ereignisse 985.2.4 Der Regular Varying FallIn diesem Kapitel sei F (x) = L(x)/(1 + x)α mit L(x) slowly varying und α > 2. Weiters sei
f(x) = l(x)/(1+x)α+1 mit l(x) slowly varying und F I(x) = LI(x)/(1+x)α−1 . Aus Satz 2.11folgt L(x) ∼ l(x)/α und LI(x) ∼ L(x)/((α − 1)µ). Weiters seien ci und γ Konstanten.Notation.

D(u, n) = ((Mn−1 − (u− Sn−1))
+)2 F (Mn−1)

+ 2µ(Mn−1 − (u− Sn−1))
+ F I(Mn−1)

+ 2µeI(Mn−1 ∨ (u− Sn−1))F I(Mn−1 ∨ (u− Sn−1)).Lemma 5.27. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:
lim
u→∞

E[D(u, n)2]

(2µeI(u)F I(u))2
= 1.Des Weiteren existiert eine Funktion M(n) mit E[N2M(N)] <∞ und

M(n) ≥ E[D(u, n)2]

(2µeI(u)F I(u))2
.Beweis. Es gilt:

E[D(u, n)2]

(2µeI(u)F I(u))2
=
E
[
D(u, n)2I{Mn−1>(u−Sn−1)}

]

(2µeI(u)F I(u))2
+
E
[
D(u, n)2I{Mn−1≤(u−Sn−1)}

]

(2µeI(u)F I(u))2
.Auf {Mn−1 ≤ (u− Sn−1)} gilt mit Korollar 5.13 und Lemma 4.31:

D(u, n)2I{Mn−1≤(u−Sn−1)}
(2µeI(u)F I(u))2

≤
(

2µeI(u− Sn−1)F I(u− Sn−1)

2µeI(u)F I(u)

)2

≤
(
c2(1 + u− Sn−1)F I(u/n)

c1(1 + u)F I(u)

)2

≤
(
c3(1 + u)nγ+α−1

(1 + u)

)2

≤ c23n
2(γ+α−1).Aus Lemma 5.24 und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

lim
u→∞

E
[
D(u, n)2I{Mn−1≤(u−Sn−1)}

]

(2µeI(u)F I(u))2
= 1.Auf {Mn−1 > (u− Sn−1)} gilt mit Korollar 5.13:

D(u, n)

(2µeI(u)F I(u))
=

((Mn−1 − (u− Sn−1))
+)2F (Mn−1)

2µeI(u)F I(u)

+
2µ(Mn−1 − (u− Sn−1))

+ F I(Mn−1)

2µeI(u)F I(u)

+
2µeI(Mn−1)F I(Mn−1)

2µeI(u)F I(u)

≤ n2M2
n−1F (Mn−1)

2µc1(1 + u)F I(u)
+
nMn−1F I(Mn−1)

c1(1 + u)F I(u)

+
c4(1 +Mn−1)F I(Mn−1)

c1(1 + u)F I(u)
.
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E
[
D(u, n)2I{Mn−1>(u−Sn−1)}

]

(2µeI(u)F I(u))2

≤
∫ ∞

u/n

(
n2x2F (x)

2µc1(1 + u)F I(u)
+
nxF I(x) + c4(1 + x)F I(x)

c1(1 + u)F I(u)

)2

fMn−1(x) dx

≤ n

(c8(1 + u)F I(u))2

∫ ∞

u/n

(
n2(x+ 1)2L(x)

(1 + x)α
+
n(1 + x)LI(x) + c4(1 + x)LI(x)

(1 + x)α−1

)2
l(x)

(1 + x)α+1
dx

≤ n

(c8(1 + u)F I(u))2

∫ ∞

u/n

(
n2L(x) + n(1 + c4)LI(x)

(1 + x)α−2

)2
l(x)

(1 + x)α+1
dx

≤ n5(1 + c4)
2

(c8(1 + u)F I(u))2

∫ ∞

u/n

(L(x)2 + 2L(x)LI(x) + LI(x)
2)l(x)

(1 + x)3(α−1)
dx.Aus Satz 2.11 folgt:

E
[
D(u, n)2I{Mn−1>(u−Sn−1)}

]

(2µeI(u)F I(u))2
≤ n5(1 + c4)

2

(c8(1 + u)F I(u))2
c5LI(u/n)2L(u/n)

(1 + u/n)3α−4

=
c6n

5(1 + u/n)2F I(u/n)2F (u/n)

(1 + u)2F I(u)2

≤ c7n
5+2(α−1)+2γF (u/n).Daraus folgt:

lim
u→∞

E
[
D(u, n)2I{Mn−1>(u−Sn−1)}

]

(2µeI(u)F I(u))2
= 0 und

E
[
D(u, n)2I{Mn−1>(u−Sn−1)}

]

(2µeI(u)F I(u))2
≤ c7n

3+2(α+γ).Zusammen gilt:
lim
u→∞

E[D(u, n)2]

(2µeI(u)F I(u))2
= 1.Weiters erfüllt M(n) = c7n

3+2(α+γ) + c23n
2(α−1+γ) die geforderten Bedingungen.Lemma 5.28. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:

lim
u→∞

E[Z9(u)
2]

(2µeI(u)F I(u))2
= E[N2].Beweis. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt:

lim
u→∞

E[Z9(u)
2]

2µeI(u)F I(u)
= lim

u→∞
E

[

N2EX

[
Z9(u)

2

(2NµeI(u)F I(u))2

]]

= lim
u→∞

E

[

N2EX

[
D(u,N)2

(2µeI(u)F I(u))2

]]

= E

[

N2 lim
u→∞

EX
[
D(u,N)2

]

(2µeI(u)F I(u))2

]

= E[N2].Satz 5.29. Sei E[cN ] <∞ für ein c > 1. Dann gilt:
lim
u→∞

V ar[gN (N,u)]

V ar[Z9]
= 1.Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 5.26.
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hätzerAnalog wie Z6 de�niert man den S
hätzer:
Z10(u) = Z9(u) −N2µeI(u)F I(u) + E[N ]2µeI(u)F I(u).Satz 5.30. Sei

lim
u→∞

E[Z9(u)
2]

(2µeI(u)F I(u))2
= E[N2],

lim
u→∞

E[Z9(u)]

2µeI(u)F I(u)
= E[N ] und

lim
u→∞

E[NZ9(u)]

2µeI(u)F I(u)
= E[N2].Dann gilt:

lim
u→∞

V ar[Z10(u)]

E[Z10(u)]2
= 0.Beweis. Wegen E[Z10(u)] ∼ 2µE[N ]eI(u)F I(u) genügt es

lim
u→∞

V ar[Z10(u)]

(2µeI(u)F I(u))2
= 0zu zeigen. Es gilt:

lim
u→∞

V ar[Z10(u)]

(2µeI(u)F I(u))2
= lim

u→∞
E[(Z9(u) −N2µeI(u)F I(u) + E[N ]2µeI(u)F I(u))

2]

(2µeI(u)F I(u))2

− lim
u→∞

E[Z10(u)]
2

(2µeI(u)F I(u))2

= lim
u→∞

(

E

[
Z9(u)

2

(2µeI(u)F I(u))2

]

− 2E

[
Z9(u)(N − E[N ])

2µeI(u)F I(u)

])

+ E[(N − E[N ])2] − E[N ]2

= E[N2] − 2(E[N2] − E[N ]2) + E[N2] − E[N ]2 − E[N ]2 = 0.Satz 5.31. Im Regular Varying Fall strebt der relative Fehler des S
hätzers Z10(u) gegen 0.Beweis. Analog wie
lim
u→∞

E[Z9(u)
2]

(2µeI(u)F I(u))2
= E[N2],kann man au
h

lim
u→∞

E[Z9(u)]

2µeI(u)F I(u)
= E[N ] und lim

u→∞
E[NZ9(u)]

2µeI(u)F I(u)
= E[N2]zeigen. Damit sind die Bedingungen von Satz 5.30 erfüllt und der relative Fehler des S
hätzers

Z10(u) strebt gegen 0.



Tabellen
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.100194 0.233633 0.169615 0.0515125 0.19104 0.2490950.25 1e-05 0.125808 0.457606 0.260106 0.031258 0.41741 0.5084280.25 1e-08 0.100446 0.820439 0.335548 0.0310024 0.580609 0.7024550.25 1e-11 0.118369 1.44883 0.396976 0.0309895 0.711494 0.8604440.5 0.01 0.160934 6.91374 0.233882 0.0773502 0.272661 0.4810920.5 1e-05 0.217428 1.29275 0.301759 0.0441152 0.511355 0.8102250.5 1e-08 0.151257 2.97528 0.380545 0.0438264 0.701087 1.104830.5 1e-11 0.155917 7.53215 0.446488 0.0438214 0.849074 1.336520.75 0.01 0.211472 3.33903 0.329914 0.114256 0.349505 0.9536970.75 1e-05 0.187435 4.83928 0.341162 0.054009 0.587395 1.400430.75 1e-08 0.183463 8.42576 0.422321 0.0537007 0.791464 1.862980.75 1e-11 0.187144 13.5456 0.49173 0.0536942 0.961478 2.27914Tabelle 4: Monte Carlo, Pareto α = 1.5.

ρ A(u) Z1 Z3 Z∗
3 Z5 Z4 Z∗

40.25 0.01 0.10593 0.237619 0.166232 0.0538568 0.192957 0.2517970.25 1e-05 0.922503 0.459402 0.303229 0.0707226 0.42692 0.7201070.25 1e-08 0.262991 0.934183 0.351026 0.0549426 0.586173 0.7655650.25 1e-11 0.234998 1.45285 0.409611 0.0376957 0.717877 0.8829880.5 0.01 0.182153 3.20291 0.265366 0.0979785 0.28416 0.5133170.5 1e-05 1.5457 1.62981 0.647093 0.15641 0.623735 1.451050.5 1e-08 3.58252 3.43989 0.508814 0.0951585 0.73289 1.476020.5 1e-11 0.36435 4.48638 0.496458 0.0717051 0.877092 1.577960.75 0.01 0.210187 27.1862 0.400681 0.153787 0.309618 0.8654410.75 1e-05 3.28803 15.2276 2.52397 0.765279 1.82816 5.982540.75 1e-08 1.80261 17.4536 1.44642 0.256908 0.991823 3.421720.75 1e-11 0.547094 38.4249 0.654054 0.131032 1.11676 7.36663Tabelle 5: Monte Carlo, Weibull β = 0.5.
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Tabellen 102
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0362895 0.284737 0.0754897 0.0152355 0.224112 0.2659030.25 1e-05 0.115723 0.372484 0.0564645 0.00212978 0.550009 0.5538660.25 1e-08 0.0799597 0.782267 0.0817748 0.00176114 0.708281 0.6646240.25 1e-11 0.0897694 1.51139 0.109232 0.00174533 1.09311 1.230670.5 0.01 0.082243 1.98046 0.134267 0.0273729 0.279247 0.4467860.5 1e-05 0.12237 3.06404 0.0740393 0.0025512 0.521818 0.60540.5 1e-08 0.210317 3.32778 0.10686 0.00215533 0.779883 0.9477370.5 1e-11 0.151967 3.73402 0.140287 0.00215247 0.942118 1.243220.75 0.01 0.132249 8.25527 0.23545 0.0554712 0.324491 0.8302250.75 1e-05 0.170699 14.0674 0.0934318 0.00438199 0.520323 1.105010.75 1e-08 0.176988 7.14021 0.133516 0.00408351 0.737833 1.554290.75 1e-11 0.183743 73.8341 0.173009 0.00398136 0.969865 2.07648Tabelle 6: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Pareto α = 1.5.

ρ A(u) Z1 Z3 Z∗
3 Z5 Z4 Z∗

40.25 0.01 0.0332019 0.170928 0.0374937 0.00697224 0.185625 0.1760470.25 1e-05 0.141046 0.387267 0.0574431 0.00430902 0.552247 0.5516350.25 1e-08 0.071377 0.76317 0.082911 0.00218785 0.686945 0.6814170.25 1e-11 0.0916567 1.70822 0.110271 0.00180894 1.07839 1.266480.5 0.01 0.078963 0.944481 0.0756074 0.0123906 0.225249 0.288840.5 1e-05 0.190016 1.23653 0.0830183 0.00624068 0.524828 0.6106720.5 1e-08 0.264518 2.72032 0.109007 0.00266471 0.778345 0.9414350.5 1e-11 0.179932 5.49886 0.140361 0.00224299 0.929868 1.23130.75 0.01 0.134778 9.40633 0.134559 0.0225998 0.281336 0.626440.75 1e-05 0.300715 12.4514 0.115229 0.0104829 0.521979 1.14670.75 1e-08 0.191081 15.7538 0.136361 0.00465075 0.750308 1.566550.75 1e-11 0.203639 10.2119 0.171091 0.00409965 0.963569 2.09055Tabelle 7: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Weibull β = 0.25.
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0382664 0.194911 0.0676506 0.0159892 0.232575 0.2858250.25 1e-05 1.03276 0.403845 0.167334 0.0399082 0.666167 1.257030.25 1e-08 0.441037 0.785646 0.132934 0.0653996 0.750644 0.9021970.25 1e-11 0.228507 2.32522 0.164214 0.0141375 1.10754 1.328530.5 0.01 0.0840824 1.62512 0.171846 0.0375037 0.305937 0.5131710.5 1e-05 2.34265 1.18645 0.510166 0.120603 0.711413 1.645730.5 1e-08 1.67348 3.23956 0.35897 0.0772496 0.879493 3.551630.5 1e-11 0.554314 4.43227 0.234396 0.0335038 1.02489 1.64580.75 0.01 0.101539 12.5349 0.302726 0.0775536 0.277222 0.7237290.75 1e-05 3.66504 7.18935 2.65497 0.614349 3.68757 6.512480.75 1e-08 1.65373 14.0636 1.98728 0.557374 1.25895 2.681850.75 1e-11 0.951689 14.082 0.535293 0.17546 1.13377 2.78319Tabelle 8: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Weibull β = 0.5.



Tabellen 103
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0385661 0.133742 0.108554 0.0251682 0.265785 0.3739590.25 1e-05 2.35233 0.628165 1.56903 0.379471 6.54236 6.03110.25 1e-08 2.48063 1.36032 16.828 2.2351 4.42792 7.994240.25 1e-11 6.03693 2.65288 1.05337 2.20201 2.83279 7.139760.5 0.01 0.0626377 1.11791 0.225034 0.0500384 0.253236 0.4651970.5 1e-05 2.49727 5.69024 3.44252 0.953892 4.89768 10.2310.5 1e-08 36.1305 9.36725 18.7254 21.7306 78.8234 65.43710.5 1e-11 19.7876 8.10815 17.0898 7.62897 28.0128 46.1520.75 0.01 0.0465576 3.78341 0.260959 0.0646953 0.129963 0.3987410.75 1e-05 0.605374 26.9761 2.14284 0.488028 1.36221 4.472410.75 1e-08 7.26108 36.5081 17.0376 4.85339 15.4329 54.56880.75 1e-11 85.6778 70.1467 97.348 52.7205 158.162 100.475Tabelle 9: Quasi Monte Carlo, Start Halton, Weibull β = 0.75.

ρ A(u) Z1 Z3 Z∗
3 Z5 Z4 Z∗

40.25 0.01 0.0541289 0.209823 0.0839172 0.0164132 0.239357 0.3149570.25 1e-05 0.119954 0.391516 0.0739545 0.00259372 0.575595 0.6379970.25 1e-08 0.0991259 0.805249 0.103457 0.00224408 0.863505 1.007330.25 1e-11 0.129698 1.30838 0.13422 0.00226836 1.11516 1.309980.5 0.01 0.103151 1.78466 0.145721 0.0299532 0.282871 0.4721060.5 1e-05 0.260271 1.34894 0.103221 0.00323616 0.534018 0.755580.5 1e-08 0.137188 6.28181 0.142252 0.00285771 0.782907 1.161020.5 1e-11 0.145834 6.01847 0.1797 0.00285579 0.996142 1.46470.75 0.01 0.14624 9.19138 0.244249 0.0586736 0.33135 0.8752050.75 1e-05 0.199976 5.07137 0.132271 0.00664332 0.54376 1.195390.75 1e-08 0.234734 6.58221 0.178978 0.00632522 0.786767 1.714360.75 1e-11 0.158032 20.0952 0.222459 0.00635828 0.979248 2.24987Tabelle 10: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Pareto α = 1.5.
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0467925 0.177704 0.0443883 0.00809969 0.206629 0.2372450.25 1e-05 0.116209 0.375225 0.0739614 0.00481775 0.578131 0.6449130.25 1e-08 0.10396 0.896383 0.103948 0.00262478 0.876133 0.9869570.25 1e-11 0.0874967 1.3991 0.134223 0.0022792 1.10835 1.310020.5 0.01 0.0929195 1.59615 0.0868109 0.013644 0.235506 0.3508120.5 1e-05 0.912365 1.27597 0.108684 0.00721335 0.530287 0.7665590.5 1e-08 0.139504 2.4408 0.144557 0.00336316 0.787455 1.140910.5 1e-11 0.140161 6.47862 0.178899 0.00293327 0.999692 1.498140.75 0.01 0.145274 14.7441 0.1476 0.0250155 0.287252 0.6634630.75 1e-05 0.372585 6.72683 0.146068 0.0120562 0.547249 1.220690.75 1e-08 0.227378 14.6094 0.179325 0.00728795 0.783471 1.748620.75 1e-11 0.214455 106.093 0.22005 0.00647137 0.983155 2.21111Tabelle 11: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Weibull β = 0.25.



Tabellen 104
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.055641 0.229018 0.0771246 0.0175031 0.246213 0.3317520.25 1e-05 1.30241 0.396117 0.178141 0.0478944 0.660764 1.000240.25 1e-08 0.22133 0.957343 0.190948 0.0355087 0.900176 1.17150.25 1e-11 0.493758 1.35402 0.160255 0.0135949 1.15504 1.391210.5 0.01 0.108648 1.24965 0.181598 0.0403114 0.306887 0.543830.5 1e-05 2.07502 1.50823 0.430048 0.136834 0.794933 1.577710.5 1e-08 0.953908 6.69036 0.441602 0.0752378 0.865263 1.557980.5 1e-11 0.297397 3.96941 0.277442 0.0277461 1.06122 1.71470.75 0.01 0.116785 9.19319 0.315121 0.0808711 0.280653 0.7814360.75 1e-05 3.5088 8.00089 1.78616 0.852754 3.43088 6.152930.75 1e-08 10.4996 25.7722 0.725857 0.22839 1.23895 9.252970.75 1e-11 0.584828 11.7087 0.500166 0.0820694 1.16524 3.16015Tabelle 12: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Weibull β = 0.5.

ρ A(u) Z1 Z3 Z∗
3 Z5 Z4 Z∗

40.25 0.01 0.0566557 0.148909 0.118532 0.028202 0.283457 0.4109860.25 1e-05 2.27598 0.626869 1.01714 0.396361 2.11139 5.039740.25 1e-08 12.8379 1.83778 10.787 2.47972 3.81521 4.350440.25 1e-11 11.2131 3.52818 1.0207 1.43854 10.9786 7.197050.5 0.01 0.0810533 2.90145 0.233506 0.0587765 0.266722 0.500690.5 1e-05 2.5864 3.54848 3.69535 0.977149 5.19156 10.84840.5 1e-08 63.6585 6.93358 18.7677 9.43198 102.94 25.40820.5 1e-11 73.3996 12.2123 27.6111 18.2433 31.7924 10.9250.75 0.01 0.0514013 5.88149 0.260223 0.0700811 0.135845 0.4204450.75 1e-05 0.658835 18.8351 2.11316 0.518129 1.3982 4.553750.75 1e-08 7.15493 48.1023 22.1521 4.93937 15.0376 47.24250.75 1e-11 56.1426 106.369 62.1398 37.1379 125.109 53.03Tabelle 13: Quasi Monte Carlo, Shift Halton, Weibull β = 0.75.
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.0523786 0.668367 0.0797566 0.0147825 0.235298 0.3054880.25 1e-05 0.106112 0.403082 0.0604489 0.00241158 0.568771 0.6914820.25 1e-08 0.102178 0.923581 0.0859342 0.00209024 0.865836 1.072240.25 1e-11 0.0909363 1.15519 0.109354 0.00206869 1.12453 1.379060.5 0.01 0.102438 2.14835 0.140794 0.0286296 0.274016 0.4755040.5 1e-05 0.999556 1.14039 0.0865186 0.00306617 0.509144 0.6972280.5 1e-08 0.136769 3.71212 0.120818 0.0026488 0.763726 1.101710.5 1e-11 0.172526 4.98969 0.151585 0.00262181 0.987226 1.459440.75 0.01 0.147861 5.5787 0.235728 0.0578266 0.323779 0.8916410.75 1e-05 0.201679 11.1325 0.121191 0.00621817 0.540261 1.216740.75 1e-08 0.206453 23.6254 0.166028 0.00602095 0.766472 1.730020.75 1e-11 0.337735 15.5881 0.204574 0.00598567 0.96955 2.17365Tabelle 14: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Pareto α = 1.5.



Tabellen 105
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.045883 0.404162 0.0395292 0.00693744 0.194426 0.2428730.25 1e-05 0.175441 0.360546 0.0626212 0.00442066 0.573523 0.6978570.25 1e-08 0.123871 0.777272 0.0878048 0.00240372 0.855318 1.064920.25 1e-11 0.132069 1.26128 0.110581 0.00205797 1.11078 1.387960.5 0.01 0.0935596 0.828928 0.0800381 0.0126363 0.223331 0.3252060.5 1e-05 0.411665 1.92752 0.0936471 0.00685251 0.506114 0.7129040.5 1e-08 0.128747 4.00606 0.122094 0.00315323 0.75502 1.113810.5 1e-11 0.288787 5.82295 0.151192 0.00267115 0.977321 1.428230.75 0.01 0.144577 10.7837 0.143715 0.0252159 0.283871 0.6770080.75 1e-05 0.403452 5.1202 0.139246 0.0117949 0.541312 1.29050.75 1e-08 0.178845 38.5353 0.166264 0.00669186 0.778403 1.719570.75 1e-11 0.302326 41.427 0.208097 0.00604772 0.985985 2.13861Tabelle 15: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Weibull β = 0.25.

ρ A(u) Z1 Z3 Z∗
3 Z5 Z4 Z∗

40.25 0.01 0.0546455 0.192939 0.072976 0.0153782 0.237547 0.3242050.25 1e-05 0.972234 0.39198 0.18904 0.0449935 0.633997 1.013790.25 1e-08 0.251936 0.879779 0.143982 0.0400317 0.892642 1.20930.25 1e-11 0.227391 1.04639 0.145072 0.0324804 1.13474 1.423580.5 0.01 0.10529 1.34791 0.175425 0.0388247 0.302499 0.5367390.5 1e-05 1.96066 1.7704 0.576683 0.134587 0.70864 1.9970.5 1e-08 0.914641 3.48786 0.443934 0.0814214 0.844517 1.495350.5 1e-11 0.593307 3.68743 0.315968 0.031534 1.02258 1.654880.75 0.01 0.114502 8.27473 0.313888 0.0803169 0.27759 0.7759640.75 1e-05 3.40558 12.7352 2.17805 0.68483 2.06043 20.07440.75 1e-08 1.03913 10.1187 1.00063 0.353237 1.11211 4.632910.75 1e-11 0.634228 18.3868 0.532759 0.0823097 1.12994 3.19607Tabelle 16: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Weibull β = 0.5.
ρ A(u) Z1 Z3 Z∗

3 Z5 Z4 Z∗
40.25 0.01 0.053894 0.23518 0.112203 0.025975 0.275882 0.3903170.25 1e-05 2.37904 0.713679 1.67822 0.402528 3.27975 4.14960.25 1e-08 5.56503 1.14928 3.64455 2.56043 4.78512 33.96340.25 1e-11 5.89113 2.47242 13.2466 3.8905 3.45512 9.772190.5 0.01 0.077694 2.24164 0.229121 0.0565454 0.257719 0.4876120.5 1e-05 2.57398 3.18921 3.3608 0.985135 4.40733 10.25140.5 1e-08 69.3752 8.33028 20.597 15.9511 23.718 90.72440.5 1e-11 19.4338 11.5386 20.4614 12.9606 25.5607 28.67040.75 0.01 0.0519208 3.03116 0.257834 0.069317 0.132589 0.4175490.75 1e-05 0.660396 17.0499 2.0901 0.515322 1.38173 4.605740.75 1e-08 7.02564 40.9811 18.2499 4.72393 15.3308 49.04990.75 1e-11 63.5593 75.5924 93.2376 36.6065 107.329 133.04Tabelle 17: Quasi Monte Carlo, Shift Sobol, Weibull β = 0.75.



Tabellen 106
ρ A(u) Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.00844119 0.00507251 0.00604526 0.005185760.25 1e-05 0.000253489 0.000264575 0.000287035 0.000272440.25 1e-08 1.32345e-06 1.5468e-07 1.12623e-06 3.0752e-070.25 1e-11 3.26548e-12 1.89518e-13 6.98963e-13 1.92472e-120.5 0.01 0.00891359 0.00685026 0.00727396 0.006898320.5 1e-05 0.000282575 0.000279484 0.000245584 0.0003013440.5 1e-08 6.86871e-07 1.91248e-05 9.00839e-08 2.3792e-070.5 1e-11 3.31906e-12 2.66878e-13 1.17502e-13 1.19904e-130.75 0.01 0.00940132 0.00788623 0.00825364 0.008169790.75 1e-05 0.000302029 0.000311129 0.00028584 0.0002655270.75 1e-08 6.14169e-06 1.45176e-07 1.05729e-07 8.74096e-080.75 1e-11 3.34731e-12 1.25631e-13 1.89415e-12 1.26599e-13Tabelle 18: Kontrollvariablen, Pareto α = 0.5.
ρ A(u) Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.0116456 0.00672402 0.00785884 0.00648350.25 1e-05 0.00481008 0.00375596 0.004136 0.004028120.25 1e-08 0.00100453 0.00116254 0.00108891 0.001426790.25 1e-11 0.000305208 0.000308494 0.000292582 0.002465690.5 0.01 0.0194348 0.0119817 0.0130968 0.01211210.5 1e-05 0.00726952 0.00627971 0.00627759 0.006252280.5 1e-08 0.00215577 0.00136734 0.00187073 0.001601080.5 1e-11 0.000511304 0.000424462 0.000490821 0.0004090080.75 0.01 0.035445 0.0219906 0.0235827 0.0235760.75 1e-05 0.0112562 0.00951117 0.0101683 0.009808310.75 1e-08 0.00297799 0.00230669 0.00215467 0.002396970.75 1e-11 0.000795384 0.000669175 0.000694454 0.00088959Tabelle 19: Kontrollvariablen, Weibull β = 0.25.
ρ A(u) Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.0340232 0.0156339 0.0170962 0.01508710.25 1e-05 0.0577091 0.0416202 0.0467907 0.04516040.25 1e-08 0.0362488 0.0389254 0.048482 0.0388450.25 1e-11 0.0167383 0.0177584 0.0278201 0.02770290.5 0.01 0.0777067 0.0377581 0.040249 0.0387140.5 1e-05 0.144354 0.128971 0.125533 0.1211190.5 1e-08 0.0987756 0.0853035 0.0829769 0.07787990.5 1e-11 0.0311246 0.0360373 0.0296549 0.04822820.75 0.01 0.14197 0.0773388 0.0799778 0.07929040.75 1e-05 0.775704 0.649989 0.754282 0.6302720.75 1e-08 0.243248 0.280265 0.289328 0.3025510.75 1e-11 0.111678 0.126714 0.130234 0.120371Tabelle 20: Kontrollvariablen, Weibull β = 0.5.



Tabellen 107
ρ A(u) Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.0655471 0.0249365 0.0278574 0.02583390.25 1e-05 0.478149 0.399184 0.387299 0.4046130.25 1e-08 3.20718 3.91786 2.1931 2.309090.25 1e-11 3.74052 1.3302 2.48046 3.173080.5 0.01 0.123935 0.0505769 0.0583044 0.0563670.5 1e-05 1.05971 0.932977 0.994122 0.9672340.5 1e-08 11.3404 7.80722 16.1045 14.4240.5 1e-11 22.0952 50.2825 14.7809 13.94110.75 0.01 0.137316 0.0651947 0.0704295 0.0695320.75 1e-05 0.709958 0.494698 0.509886 0.509460.75 1e-08 5.26052 5.17346 4.77147 4.841740.75 1e-11 35.5728 47.2806 44.3374 32.5801Tabelle 21: Kontrollvariablen, Weibull β = 0.75.

ρ A(u) Assymptotik Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.207149 0.0384818 0.0050103 0.00634495 0.005495590.25 1e-05 0.0207149 0.0310725 0.00180229 0.00232916 0.00208630.25 1e-08 0.00207149 0.030993 0.00176779 0.0022672 0.002039280.25 1e-11 0.000207149 0.0310047 0.00176653 0.0022124 0.002073070.5 0.01 0.430887 0.054267 0.00847311 0.0102202 0.009437590.5 1e-05 0.0430887 0.0439123 0.00222214 0.0029142 0.002707550.5 1e-08 0.00430887 0.0438261 0.00214529 0.00284995 0.002667260.5 1e-11 0.000430887 0.0438482 0.0021907 0.00282461 0.00263210.75 0.01 0.896281 0.0711001 0.0164748 0.0204698 0.01956210.75 1e-05 0.0896281 0.0537979 0.0040609 0.00643118 0.006036750.75 1e-08 0.00896281 0.0537141 0.00408352 0.00633266 0.005992540.75 1e-11 0.000896281 0.053697 0.00403506 0.00637119 0.00606878Tabelle 22: S
hätzer Z7 mit Pareto α = 1.5 als S
hadenshöhenverteilung.
ρ A(u) Assymptotik Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.207149 0.0123027 0.00429299 0.0053802 0.004696640.25 1e-05 0.0207149 0.000473189 0.000405758 0.000421027 0.0004190890.25 1e-08 0.00207149 1.58407e-05 1.72024e-05 7.86036e-06 1.52922e-050.25 1e-11 0.000207149 1.06832e-07 1.08006e-07 6.02651e-08 8.69875e-080.5 0.01 0.430887 0.0192091 0.00759978 0.00906995 0.008499760.5 1e-05 0.0430887 0.000505743 0.000455055 0.000463414 0.0004940240.5 1e-08 0.00430887 6.83233e-06 8.67457e-06 7.86662e-06 9.06992e-060.5 1e-11 0.000430887 7.53554e-08 1.40827e-07 6.56479e-08 1.16045e-070.75 0.01 0.896281 0.0322978 0.0150974 0.0173013 0.01702290.75 1e-05 0.0896281 0.000541312 0.000473279 0.000502111 0.0004930530.75 1e-08 0.00896281 2.02703e-05 1.80948e-05 1.09509e-05 1.33899e-050.75 1e-11 0.000896281 1.00864e-07 7.38667e-08 7.80979e-08 7.62257e-08Tabelle 23: S
hätzer Z8 mit Pareto α = 1.5 als S
hadenshöhenverteilung.



Tabellen 108
ρ A(u) Assymptotik Monte Carlo start Halton shift Halton shift Sobol0.25 0.01 0.207149 4.24253 2.04343 8.17694 2.854910.25 1e-05 0.0207149 24.9205 28.4803 23.2175 23.53440.25 1e-08 0.00207149 NaN 196.039 196.039 NaN0.25 1e-11 0.000207149 NaN NaN NaN NaN0.5 0.01 0.430887 19.0487 3.45136 2.21849 5.095860.5 1e-05 0.0430887 37.8723 38.4179 30.9361 27.6210.5 1e-08 0.00430887 NaN NaN NaN NaN0.5 1e-11 0.000430887 NaN NaN NaN NaN0.75 0.01 0.896281 2.84567 2.68428 8.45654 7.560660.75 1e-05 0.0896281 99.0413 59.1385 47.4512 30.29720.75 1e-08 0.00896281 NaN NaN NaN NaN0.75 1e-11 0.000896281 NaN NaN NaN NaNTabelle 24: S
hätzer Z11 mit Pareto α = 1.5 als S
hadenshöhenverteilung.
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