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Kapitel 1
Einleitung

Die Ubernahme von Risiken gehort zum Kerngeschift eines jeden Versicherungsunter-
nehmen. Daher ist gerade fiir Versicherungen der Unternehmenserfolg von der Qualitét
ihres Risikomanagements abhingig. Ein leistungsfahiges Risikomanagement-System,
mit dem Risiken identifiziert, bewertet, iiberwacht und gesteuert werden kénnen, ver-
bessert die Wettbewerbsfihigkeit eines Unternehmens und tragt wesentlich zur Steige-
rung des Unternehmenswertes bei'. Auch angesichts steigender Natur- und Terrorrisi-
ken erkennen immer mehr Unternehmen die Notwendigkeit eines funktionierenden, in
die Unternehmensprozesse integrierten Risikomanagements. Dadurch kénnen Chancen
und Gefahren rechtzeitig erkannt und bei unternehmerischen Entscheidungen adaquat

beriicksichtigt werden.

Den wachsenden Stellenwert des Risikomanagements bei Versicherungsunternehmen
haben auch Ratingagenturen erkannt. Um dieser Einsicht Rechnung zu tragen, hat
beispielsweise Standard & Poor’s, eine der grofiten und einflussreichsten Ratingagentu-
ren der Welt, neben den bestehenden sieben Ratingfaktoren, den neuen Ratingfaktor
~Enterprise Risk Management“ eingefiihrt?. Mit dieser eigenstindigen Kategorie will
Standard & Poor’s das Rating fiir Versicherungsunternehmen verbessern und einen in-

tegrierten Risikomanagement-Ansatz fordern?.

Die hohe Bedeutung des Risikomanagements wird auch vor dem Hintergrund der aktu-
ellen Finanzmarktkrise deutlich. Betroffen sind nicht nur Kreditinstitute, sondern auch

Versicherungsunternehmen. Bekanntestes Beispiel hierfiir ist der Versicherungskonzern

1 Vgl. |Altenihr et al.| (2009), S. 33 und [Romeike und Hein| (2006).

2 Die weiteren sieben Bewertungsfaktoren sind: Wettbewerbsposition, Management und Strategie,
Ertragssituation, Kapitalanalage und Asset Liability Management, Liquiditat, Kapitalausstattung
und finanzielle Flexibilitéit. Vgl. |Clemens| (2006).

3 Vgl. [Standard & Poor’s| (2005).
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American International Group (AIG), der 2008 in einer sehr schweren finanziellen
Schieflage geriet. Eine Insolvenz konnte nur durch die grofte staatliche Finanzhilfe der
US-Geschichte abgewendet werden. Defizite im Risikomanagement werden als Haupt-
ursache fiir die Finanzmarktkrise gesehen, wie eine im Juli 2008 von SAS in Auftrag
gegebene, weltweite Studie! des Economist Intelligence Unit (The Economist) zeigt.
Dabei wurden 318 Fiihrungskrifte von Finanzdienstleistungsunternehmen zum Thema
Risikomanagement befragt. Ein Grofteil (70%) der Befragten war der Meinung, dass
Liicken im Risikomanagement iiberwiegend fiir die Finanzkrise verantwortlich seien.
Mehr als die Halfte (59%) der befragten Finanzdienstleister wollen infolge der Finanz-
krise ihre Risikomanagement-Systeme eingehend priifen und iiberarbeiten. Viele (71%)
gaben an, dass sie zwar eine Risikomanagementstrategie haben, diese aber bisher noch
nicht vollstdndig umgesetzt wurde. Die Umsetzung eines ganzheitlichen und umfassen-
den Risikomanagements-Systems gehort somit zu den aktuellen Herausforderungen in

der Finanzdienstleistungsbranche.

Die Implementierung und Verbesserung von Risikomanagement-Systemen wird auch
durch den Gesetzgeber vorangetrieben. So verlangt das 1998 verabschiedete Gesetz
zur Kontrolle und Transparenz im Unternehmensbereich (KonTraG) vom Vorstand
groker Unternehmen und Aktiengesellschaften die Einrichtung eines Uberwachungs-
systems, ,damit die den Fortbestand der Gesellschaft gefahrdende Entwicklungen friih
erkannt werden“ (KonTraG)®. Dariiber hinaus werden in der 9. Novelle des Versiche-
rungsaufsichtsgesetzes (VAG) aus dem Jahre 2007 durch den neu eingefiigten §64a die
Anforderungen an ein angemessenes Risikomanagement geregelt’. In den USA wurde
2002 der Sarbanes-Oxley Act (SOX)” verabschiedet. Dieses Gesetz enthilt Vorschriften
zur Berichterstattung von Unternehmen, die an US-Borsen gelistet sind. Das Risiko-
management stellt einen Teil des im SOX geforderten internen Kontrollsystems dar.
Auf européischer Ebene wird mit dem Projekt ,Solvency II“ eine grundlegende Re-
form und Harmonisierung der bestehenden Aufsichtsregeln fiir Versicherungsunterneh-
men bezweckt. Solvency II ist durch einen risikoorientieren Ansatz gekennzeichnet, der
nach dem bereits von Basel II bekannten 3-Saulen-Modell gegliedert ist. Im Vorder-

grund der Betrachtungen stehen die in Séule 1 definierten Solvabilitdtsvorschriften fiir

1 Die Studie findet man unter http://www.sas.com/resources/whitepaper/wp_5612.pdf.

> Der Gesetzestext kann unter http://www.beckmannundnorda.de/kontrag.html| eingesehen wer-
den.

6 Der Gesetzestext kann unter http://www.gesetze-im-internet.de/vag/__64a.html eingesehen
werden. Siehe auch [Altenahr et al.[(2009), S. 6 ff.

" Der Gesetzestext kann unter http://thomas.loc.gov/cgi-bin/query/z?c107:H.R.3763.ENR:
eingesehen werden.


http://www.sas.com/resources/whitepaper/wp_5612.pdf
http://www.beckmannundnorda.de/kontrag.html
http://www.gesetze-im-internet.de/vag/__64a.html
http://thomas.loc.gov/cgi-bin/query/z?c107:H.R.3763.ENR:
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die Eigenmittelausstattung der Versicherer. Durch Quantifizierung des Gesamtrisikos
soll die erforderliche Kapitalausstattung, die zur Bewiltigung der eingegangenen Risi-
ken benotigt wird, bestimmt werden. Dabei sollen alle relevanten Risiken einbezogen
und unter Beriicksichtigung von Interdependenzen zusammengefiihrt werden. Neben
den quantitativen Bestimmungen der ersten Sdule werden qualitative Vorgaben zum
aufsichtsrechtlichen Uberpriifungsverfahren in der zweiten Siule und Richtlinien zur
Offenlegung und Markttransparenz in der dritten Sdule formuliert. Die quantitativen
und qualitativen Anforderungen von Solvency II férdern den Auf- und Ausbau von
unternehmensweiten, integrierten Risikomanagement-Systemen und leiten eine funda-
mentale Verdnderung der Versicherungsaufsicht ein. Eine Umsetzung der Solvency II

Regelungen in nationales Recht ist fiir 2012 geplant.

Um den neuen Solvabilitatsanforderungen gerecht zu werden, ist eine umfassende quan-
titative Untersuchung sdmtlicher Risiken erforderlich. In der vorliegenden Arbeit wer-
den Methoden zur Quantifizierung des Pramien- und Reserverisikos von Nichtleben-
Versicherungsunternehmen vorgestellt. Auferdem befasst sich die Arbeit mit der Mo-
dellierung und Analyse von Abhéngigkeiten zwischen Risiken, insbesondere Kreditri-
siken. Dazu gehort vor allem die addquate Quantifizierung des Gesamtrisikos fiir Kre-

ditportfolios, die abhéngige Risiken enthalten.

Im zweiten Kapitel wird das von der Européischen Kommission initiierte Projekt Sol-
vency Il ndher erldutert. Moderne Solvabilitdtsvorschriften sind eine der Hauptursachen
fiir die Verbesserung des quantitativen Risikomanagements bei Versicherungsunterneh-
men. Ferner wird ein Uberblick iiber die verschiedenen Risikotypen gegeben, welche im

Rahmen von Solvency II betrachtet werden.

Zu Beginn des dritten Kapitels wird die Problematik bei der Bestimmung einer risi-
kogerechten Priamie erortert. Auferdem wird herausgearbeitet, warum die Credibility-
Theorie eine praktikable Methodik zur Lésung dieser Problematik liefert, in dem sie
die individuelle und kollektive Schadenerfahrung zu einem besten affin-linearen Pra-
diktor fiir die risikogerechte Pramie verkniipft. Gegenstand des zweiten Abschnitts
sind die Credibility-Modelle von Biihlmann und Biihlmann-Straub. Im Rahmen dieser
Modelle werden Prédiktoren fiir die risikogerechte Individual-Primie sowie die Ge-
nauigkeit dieser Credibility-Priadiktoren in Form des mittleren quadratischen Fehlers
bestimmt. Zudem werden weitere Figenschaften der Pradiktoren aufgezeigt und Schit-

zungen fiir die Modellparameter angegeben, welche zur konkreten Berechnung der
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Credibility-Pradiktoren und des zugehorigen Prognosefehlers bendtigt werden. Ferner
wird erldutert, wie Credibility-Pradiktoren mit Hilfe von Methoden aus der Hilbert-
Raum-Theorie bestimmt werden kénnen, in dem sie als orthogonale Projektionen der
Individual-Prédmie auf einen geeigneten Unterraum von Zufallsvariablen definiert wer-
den. Um Abhéngigkeiten zwischen verschiedenen korrelierten Portfolios beriicksichtigen
zu konnen, wird neben dem klassischen univariaten Biihlmann-Straub-Modell auch das
multivariate Bithlmann-Straub-Modell vorgestellt. Das Kapitel schliekt mit einer Uber-
sicht iiber weitere Credibility-Modelle.

Das dritte Kapitel beschiftigt sich mit stochastischen Schadenreservierungsverfahren.
Eine Erlduterung der Grundlagen und der Bedeutung dieser Thematik erfolgt im ersten
Abschnitt. Im zweiten Abschnitt wird ein multivariates Schadenreservierungsverfah-
ren vorgestellt, welches auf dem multivariaten Biihlmann-Straub-Modell basiert. Unter
Anwendung dieser Methode werden Pradiktoren fiir die ausstehenden Schadenzahlun-
gen fiir noch nicht vollstindig regulierte Schiaden aus mehreren, abhéingigen Portfolios
ermittelt. Dariiber hinaus wird die Unsicherheit in der Prognose der Gesamtreserve
fiir alle betrachteten Portfolios quantifiziert. Dies erfolgt durch die Bestimmung eines
Schétzers fiir den bedingten mittleren quadratischen Prognosefehler. Dieser Schitzer
quantifiziert das Reserverisiko fiir alle betrachteten Portfolios. Die Ergebnisse werden
anhand eines Beispiels verdeutlicht, in dem zwei korrelierte Versicherungsportfolios
betrachtet werden. Diese enthalten Schadendaten derselben Versicherungssparte aus
zwei verschiedenen Regionen. Zum Abschluss des Kapitels werden die Resultate den
Ergebnissen des multivariaten Chain-Ladder-Modells und des multivariaten Additive-

Loss-Schadenreservierungsmodells vergleichend gegeniibergestellt.

Gegenstand des vierten Kapitels ist die Modellierung und Analyse von abhéngigen
Risiken. Im ersten Abschnitt wird das Konzept der Copulas eingefiihrt, welches die
Beschreibung von komplexen Abhéngigkeitsstrukturen zwischen Zufallsvariablen er-
moglicht. In diesem Zusammenhang werden ausgewihlte Eigenschaften von Copulas
vorgestellt und eine wichtige Familie von Copulas, die Archimedischen Copulas, ndher
untersucht. Grundlage fiir die Betrachtungen des zweiten Abschnitts bilden sogenannte
Mischungsmodelle, die mit Hilfe Archimedischer Copulas dargestellt werden konnen.
Sie werden zum Modellieren der Abhéngigkeitsbeziehungen in grofsen Portfolios ver-
wendet. Diese Modelle sind dadurch charakterisiert, dass externe okonomische Fak-
toren (systematische Risiken), beschrieben durch eine latente Zufallsvariable O, das

gesamte Portfolio beeinflussen und auf diese Weise Abhéngigkeiten im Portfolio her-
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vorrufen. Auf Basis dieser Modelle wird eine asymptotische Verteilung fiir das durch-
schnittliche Portfolio-Risiko bestimmt. Diese kann zur Approximation der Verteilung
des Gesamtrisikos in grofsen Portfolios herangezogen werden. Des Weiteren wird das
stochastische Verhalten der Risiken innerhalb des Portfolios analysiert. Hat die latente
Variable © einen endlichen Wertebereich, so haben die externen Faktoren nur einen
beschriankten Wirkungsbereich. Auferhalb dieses Bereiches konnen die systematischen
Risiken das Portfolio als Ganzes nicht mehr beeinflussen. Hier verhalten sich die Ri-
siken wie unabhingige Zufallsvariablen. Dies bedeutet insbesondere, dass auf diesem
Teilbereich die Wahrscheinlichkeiten exponentiell mit der Anzahl der Risiken im Port-
folio abfallen. Dieses Verhalten ist typisch fiir unabhéngige Zufallsvariablen und wird
als Large-Deviations-Verhalten bezeichnet. Da sich Mischungsmodelle besonders gut
zur Modellierung von Kreditrisiken eignen, werden die Anwendungsmoglichkeiten der
Ergebnisse anhand von Beispielen zur Messung des Kreditrisikos aufgezeigt. Dazu z&hlt
auch ein Beispiel, in dem das Risiko von sogenannten Collateralised Debt Obligations
(CDOs) quantifiziert wird. CDOs sind Kreditderivate, die zu den forderungsbesicherten
Wertpapieren (Asset Backed Securities) gehoren. Sie sind in den vergangenen Jahren
immer populdrer geworden und haben in jiingster Zeit im Zusammenhang mit der Fi-
nanzkrise viel Aufmerksamkeit auf sich gezogen. Schlieflich werden Tail-Dependence-
Koeffizienten fiir Mischungsmodelle, in denen die latente Variable © einen beschrankten
Wertebereich besitzt, berechnet. Sie messen die Stirke der asymptotischen Abhéingig-
keit zweier Zufallsvariablen und sind im Hinblick auf die Entscheidung iiber die Wahl
der Verteilung von © von Bedeutung. Die Arbeit endet mit einer zusammenfassenden

Schlussbetrachtung.
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Um die eingegangenen Risiken finanziell bewéltigen zu konnen, ist fiir Versicherungs-
unternehmen eine ausreichende Eigenkapitalunterlegung von grofser Bedeutung. Damit
wird nicht nur die Erfiillung der Verpflichtungen des Unternehmens gegeniiber den
Versicherungsnehmern und Geschédigten, sondern auch die Stabilitit der Finanzmaérk-
te gewihrleistet. Die addquate Eigenmittelunterlegung gilt als wesentliches Qualitéts-
merkmal eines Versicherungsunternehmens, was Vertrauen bei seinen Kunden und In-

vestoren schafft und somit dessen Wettbewerbssituation starkt.

Die zur Zeit geltenden EU-Solvabilitdtsvorschriften fiir Versicherungsunternehmen sind
unter dem Namen ,Solvency I bekannt. Die Anforderungen von Solvency I richten sich
hauptsichlich nach dem Volumen des Versicherers, nicht nach dessen Risikostruktur!.
So werden beispielsweise im Nichtlebengeschift Grofen wie Pramien und Schadenauf-
wendungen herangezogen, so dass eine Pramienerhohung fiir die Versicherten zu einem
erhohten Eigenkapitalbedarf fiihrt, obwohl die Risikosituation der Gesellschaft sich
verbessert. Mit Solvency I kann die Komplexitiat des Risikoprofils eines Versicherungs-
unternehmens nicht abgebildet werden, was seit langem Gegenstand heftiger Kritik
ist?. Das neue Aufsichtssystem Solvency II soll Solvency I abldsen und die Schwichen

des alten Systems beseitigen.

2.1 Aufbau und Verlauf von Solvency II

Das Projekt Solvency II wurde im Jahre 2000 von der EU-Kommission ins Leben

gerufen, um die bestehenden Richtlinien zu reformieren. Das Ziel des Projektes war

1 Vgl. hierzu die Richtlinie 2002/13/EG| (2002) fiir die Schadenversicherung und [Richtlinie
2002/83/EG|(2002) fiir die Lebensversicherung der Européischen Kommission sowie Schradin| (2003).
2 Vgl. [Farny] (2000), S. 757 ff.
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es, ein neues Aufsichtssystem fiir Versicherungsunternehmen zu schaffen, das risiko-
orientiert ist, auf einer marktnahen Bewertung der Assets und Liabilities basiert und
die bestehenden Aufsichtsregeln harmonisiert. Dabei steht nicht mehr nur der Schutz
der Versicherungsnehmer im Vordergrund, sondern auch die Sicherheit und Stabilitét
der internationalen Finanzmérkte. Zudem wird eine Angleichung der Regeln an die
bankaufsichtlichen Richtlinien des Basler Ausschusses fiir Bankaufsicht, kurz Basel 113
genannt, angestrebt, um gleiche Wettbewerbsbedingungen fiir Versicherungsunterneh-

men und Kreditinstitute herzustellen.

Neben der EU-Kommission sind an der Gestaltung von Solvency II auch weitere Ein-
richtungen und internationale Organisationen beteiligt. Die Ausschiisse European Ins-
urance and Occupational Pensions Committee (EIOPC)* und Committee of European
Insurance and Occupational Pensions Supervisors (CEIOPS)? setzten sich zusammen
aus hochrangigen Vertretern der EU-Mitgliedsstaaten und haben in gesetzgeberischen,
aufsichtsrechtlichen, regulierenden und auch technischen Fragen eine beratende und
unterstiitzende Funktion im Rahmen des Solvency II-Projekts. Auch die internationa-
le Aufsichtsbehorde fiir Versicherungsunternehmen IAIS® nimmt zwangsliufig Einfluss
auf Solvency II. Uberdies sind die Arbeiten des International Accounting Standard
Board (IASB), dessen Aufgabe es ist, internationale Rechnungslegungsstandards zu
erarbeiten, von besonderer Wichtigkeit fiir das Vorhaben Solvency II7. Denn ohne eine
Harmonisierung der Bilanzierungsvorschriften fiir Versicherungsgeschéfte ist ein Ver-
gleich der Eigenkapitalausstattung europaweit nicht moglich. Weitere Mitwirkende sind
Berufsverbinde wie die Internationale Aktuarvereinigung IAA® und der Européiische
Versicherungsverband CEA®, welche einen wesentlichen Beitrag im Hinblick auf das
Fachwissen leisten.!? Es ist nunmehr klar, dass Solvency IT nicht nur eine Modifikation

von Solvency I ist, sondern die Versicherungsbranche komplett neu ordnen wird.

3 Vgl. BIS| (2005). Alle Dokumente zu Basel II findet man auf der Website der Bank for International
Settlements (BIS) http://www.bis.org.

4 Mehr Informationen zu EIOPC findet man auf der Website der Européischen Kommision:
http://ec.europa.eu/internal_market/insurance/committee_en.htm.

® Mehr Informationen zu CEIOPS findet man auf der Website http://www.ceiops.org.

6 International Association of Insurance Supervisors. Mehr Informationen zu IAIS findet man auf der
Website http://www.iaisweb.org.

7 Vgl. Meyer| (2005). Fiir mehr Informationen siche auch die IASB Website http://www.iasb.org.

8 International Actuarial Association. Mehr Informationen zu IAA findet man auf der Website
http://www.actuaries.org,

9 Comité Européen des Assurances oder European Insurance and Reinsurance Federation. Mehr In-
formationen zu CEA findet man auf der Website http://www.cea.assur.org.

10F{ir mehr Details zu den verschiedenen Einrichtungen, die am Solvency II-Projekt beteiligt sind,
siehe z.B. |Schanté und Caudet| (2005).


http://www.bis.org
http://ec.europa.eu/internal_market/insurance/committee_en.htm
http://www.ceiops.org
http://www.iaisweb.org
http://www.iasb.org
http://www.actuaries.org
http://www.cea.assur.org
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Solvency II wurde in zwei Phasen unterteilt. Die erste Phase des Projekts diente der
Sammlung von Informationen iiber vergleichbare bestehende Systeme und dem Ent-
wurf von Grundkonzeptionen. In der momentan noch laufenden zweiten Phase sollen

die Einzelheiten und Regelungen im Detail ausgearbeitet werden.

Die erste Phase des Projekts Solvency II wurde 2003 mit der Veroffentlichung des
EU-Papiers ,,Solvency II — Reflections on the general outline of a framework directive
and mandates for further technical work* (MARKT/2539/03)! abgeschlossen. Zu den
Grundgedanken des Dokuments gehoren der risikobasierte Ansatz des neuen Aufsichts-
systems mit dem Ziel der Ermittlung des Gesamtrisikos eines Versicherungsunterneh-
mens und der sich daraus ergebenden Eigenkapitalausstattung sowie ein an Basel II
angelehntes 3-Saulen-Konzept, das die Eigenmittelanforderungen durch aufsichtsrecht-

liche Uberpriifungsverfahren und Markttransparenzvorschriften erginzt.
Das neue Solvenzsystem ist also durch quantitative und qualitative Inhalte gekenn-

zeichnet und baut auf einem 3-Siulen-Modell auf (vgl. Abbildung [2.1)), das an dieser

Stelle naher erlautert werden soll.

Solvency II

C ) C ) C )
Sdule T Sdule IT Saule ITT
Aufsichts-

Mindest-
rechtliches Markt-
eigenkapital- .
Uberpriifungs- transparenz
anforderungen
verfahren

Abbildung 2.1: 3-Saulen-Modell

Saule I, die Eigenkapitalanforderungen, besteht aus den quantitativen Bestimmun-

gen zur Eigenkapitalausstattung von Versicherungsunternehmen und stellt den Kern

L1yl MARKT/2539/03| (2003).
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der Betrachtung dar. Hier wird zwischen einem Mindestkapital (,minimum capital re-
quirements“ (MCR)) und einem 6konomischen Zielkapital (,solvency capital require-
ments* (SCR)) unterschieden. Das Mindestkapital bildet eine untere Schranke, deren
Unterschreiten zu aufsichtsrechtlichen Interventionen fiihrt!?. Das Zielkapital stellt die
wiinschenswerte Eigenkapitalunterlegung dar und wird unter Einbeziehung aller Risi-
kokategorien sowie unter Beriicksichtigung von Abhéngigkeitsbeziechungen bestimmt.
Es stehen weniger die Einzelrisiken, als vielmehr ein ganzheitliches Konzept fiir die

Gesamtrisikosituation des Unternehmens im Vordergrund.

Zur Berechnung des Zielkapitals soll ein Standard-Risikomodell entwickelt werden. Dar-
iiber hinaus wird den Unternehmen die Moglichkeit eingerdumt, interne Modelle zu
verwenden. Dies hat den Vorteil, dass sie dem unternehmenspezifischen Risikoprofil
unmittelbar Rechnung tragen und zu niedrigeren Kapitalanforderugen fiihren kénnen.
Voraussetzung fiir den Einsatz eines internen Modells ist die Akkreditierung durch die

jeweilige Aufsichtsbehorde.

Saule II, das aufsichtsrechtliche Uberpriifungsverfahren, beinhaltet die qualitativen
Anforderungen des Aufsichtssystems. Dazu gehdren Grundsétze fiir die interne Kon-
trolle, fiir interne Risikomanagementsysteme sowie fiir die zugehorige Priifung und
Uberwachung durch die Aufsicht. Es wird eine Angleichung der Aufsichtsprozesse in
den einzelnen EU-Mitgliedstaaten angestrebt, so dass in Krisenzeiten koordinierte Maf-

nahmen ergriffen werden kénnen's.

Saule 111, die Markttransparenz, enthélt Richtlinien zur Offenlegung, welche die Markt-
transparenz und damit auch die Marktdisziplin erhohen. Die Marktteilnehmer sollen
die Mdglichkeit erhalten, die Risikosituation eines Unternehmens zu beurteilen und
dementsprechend zu reagieren'. Bei der Ausgestaltung der Offenlegungsbestimmungen
spielen die internationalen Rechnungslegungsstandards fiir Versicherungsunternehmen
eine bedeutende Rolle, so dass eine Koordination mit den Arbeiten des TASB notwen-

dig ist!®.

12ygl. Sandstrom| (2006), S. 183 ff.

13Vgl. Hartung (2005), S. 57.

14Vgl. [Hartung (2005), S. 63 ff.

5Mehr Informationen zu den Rechnungslegungsstandards IFRS 4 (International Financial Reporting
Standard 4) findet man in KPMG (2004). Vgl. auch [Meyer| (2005)) fiir die Auswirkungen von IFRS
auf Solvency II.
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In der zweiten Phase des Solvency II Projekts werden die Details des Aufsichtssystems
erarbeitet. Dazu hat die EU-Kommission vier CEIOPS-Arbeitsgruppen eingesetzt, die
sich ausschlieRlich mit Solvency IT Themen beschiftigen'é. Die Arbeitsgruppen setzen
sich zusammen aus Experten aus den Mitgliedsstaaten und fertigen in Zusammenar-
beit mit EIOPS Vorschldge tiber Richtlinien und Regelungen fiir die EU-Kommission
an. Dariiber hinaus hat CEIOPS ein Gremium aus Industrieexperten, Verbraucher und
Endverbraucher, das Consultative Panel, gegriindet, das die Interessen der Marktteil-
nehmer umfassend beriicksichtigt und die Transparenz des gesamten Gesetzgebungs-

verfahrens gewahrleistet.

Seit Juni 2004 gab die EU-Kommission drei so genannte Wellen von Konsultationser-
suchen ,Specific Calls for Advice* zu verschiedenen Themen an die CEIOPS-Arbeits-
gruppen heraus. In der ersten Welle wurde dazu aufgerufen Stellungnahme zu Anfragen
beziiglich Sdule II, in der zweiten beziiglich Sdule I und in der dritten beziiglich Séule
III zu nehmen'”. Die Ausarbeitung der Empfehlungen der CEIOPS zu den drei Wellen
wurde im Mai 2006 beendet und leistete einen wesentlichen Beitrag bei der Gestaltung
des Richtlinienvorschlags zu Solvency II, der im Juli 2007 vom Européischen Parlament
und Rat angenommen wurde. Mittlerweile wurde der Vorschlag tiberarbeitet und in der

geinderten Fassung im Februar 2008 von der Kommission angenommen!®.

Der Ausschuss der europiischen Aufsichtsbehorden fiir das Versicherungswesen und
die betriebliche Altersvorsorge (CEIOPS) wurde im Rahmen der zweiten Welle von
Konsultationsersuchen dazu aufgefordert, so genannte quantitative Auswirkungsstudi-
en (QIS-Quantitative Impact Studies) durchzufiihren, um die Auswirkungen der zu-
kiinftigen Solvabilitdtsanforderungen auf die Versicherungswirtschaft zu untersuchen.
Mit Hilfe der Studien soll das Standardmodell auf die Praktikabilitit getestet und
technische Details optimiert werden. Die Auswirkungsstudien werden auf nationaler
Ebene von den jeweiligen Aufsichtsbehdrden unter Einbeziehung der Versicherungsun-
ternehmen durchgefiihrt. Beginnend im Jahre 2005 wurden bis heute vier QIS durch-
gefithrt, deren Ergebnisse in die Ausarbeitung des endgiiltigen Entwurfs der Solven-
cy II-Rahmenrichtlinie eingehen. Die Annahme der EU-Rahmenrichtlinie fiir Solvency
IT soll 2009 erfolgen, wiahrend die Fertigstellung der Durchfiihrungsmafnahmen fiir
2010 geplant ist. Die Umsetzung der Richtlinie in Nationalrecht in den jeweiligen EU-

16Weitere Informationen zu den Arbeitsgruppen findet man auf der Website von CEIOPS:
http://www.celops.eu/content/view/67/120/

17 Ausfiihrlichere Informationen zu den Ersuchen findet man auf der Website der Europiischen Kom-
mission: http://ec.europa.eu/internal_market/insurance/solvency/consultation_de.htm .

18Vgl. [KOM(2007)| und [KOM(2008)!


http://www.ceiops.eu/content/view/67/120/
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Mitgliedstaaten soll bis 2012 erfolgen.

Der Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft (GDV), der insgesamt 468
private Versicherungsunternehmen in Deutschland vertritt, begriifst die Verdnderungen
in der européischen Versicherungsaufsicht. Im August 2002 veroffentlichte der GDV ein
risikoorientiertes Standardmodell fiir Leben-, Schaden- und Unfallversicherer, das im
Hinblick auf Solvency II gemeinsam mit der deutschen Aufsichtsbehérde BaFin'® noch-
mals iiberarbeitet wurde. Die neue Version des GDV-Modells?® enthilt alle fiir ein Ver-
sicherungsunternehmen relevanten Risiken und ist mit den Solvency ITI-Anforderungen

an ein Standardmodell kompatibel.

2.2 Risikoarten

Sowohl im GDV-Modell als auch in anderen Risikomodellen zur Berechnung des Ziel-
kapitals wird hauptséchlich zwischen drei Risikokategorien unterschieden, die sich noch

feiner differenzieren lassen:
e Versicherungstechnisches Risiko

— Schaden- und Unfallversicherung

— Kranken- und Lebensversicherung
e Finanzrisiko

— Kreditrisiko

— Marktrisiko
e Operationelles Risiko

Die versicherungstechnischen Risiken im Bereich der Schaden- und Unfallversicherung
setzen sich im wesentlichen aus Pridmien- und Reserverisiko zusammen. Unter Pra-
mienrisiko versteht man das Risiko, dass die errechnete Versicherungspriamie nicht zur
Deckung der zukiinftig anfallenden Schadenkosten und sonstigen Kosten ausreicht. Das
Reserverisiko quantifiziert das Risiko, dass die Schadenreserven nicht zur Abwicklung

der Schéden ausreicht, die bereits eingetreten, aber noch nicht vollstdandig reguliert sind.

19Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht
20Einzelheiten zum Standardmodell des GDV findet man in |Griefmann et al.| (2005) oder GDV| (2005).
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Das versicherungstechnische Risiko im Bereich der Kranken- und Lebensversicherung
setzt sich aus biometrischen Risiken zusammen. Dazu gehoren alle Risiken, die un-
mittelbar mit dem Leben einer Person verbunden sind, wie z.B. das Sterblichkeits-,

Langlebigkeits-, Invaliditéits- oder Krankheitsrisiko.

Das Kreditrisiko beschreibt das Risiko des ganzen oder teilweisen Ausfalls der Schuld-
ner und damit der Nichterfiillung von Zahlungsverpflichtungen sowie das Risiko des
Ausfalls des Riickversicherers. Zum Kreditrisiko gehort auch das Risiko der Einstufung
der Gegenpartei in eine schlechtere Ratingklasse, was zu einem niedrigeren Marktwert

der jeweiligen Anleihen fiihrt.

Das Markt- oder auch Marktdnderungsrisiko ist das Risiko der Wertverdnderung einer
Finanzposition, die sich aus Schwankungen von Zinssétzen, Wechselkursen, Aktienkur-

sen, Giliterpreisen usw. ergibt.

Das operationelle Risiko wird als das Risiko von Verlusten definiert, die durch un-
passende oder fehlerhafte interne Prozesse und Arbeitsabldufe, Menschen, Systeme

(z.B. IT-Systeme) oder externe Ereignisse verursacht werden.

Die hier vorgestellten Risikoarten lassen sich nicht immer klar voneinander abgrenzen.
Sie stellen lediglich eine grobe Gliederung der Risiken eines Versicherungsunternehmens
dar und kénnen noch weiter differenziert, erweitert und unternehmensspezifisch variiert

werden.?!

Im Hinblick auf die Bestimmung des 6konomischen Zielkapitals ist es geméaf Solvency
IT notwendig, das Gesamtrisiko eines Unternehmens zu quantifizieren. Dabei werden
auf verschiedenen Ebenen die Einzelrisiken und Risikogruppen unter Beriicksichtigung
von Abhéngigkeiten aggregiert. Da die Risiken selten unabhingig voneinander sind,
ist das Modellieren von Abhingigkeitsbeziehungen beim Aggregationsprozess von zen-
traler Bedeutung. Falsche oder unzureichende Annahmen bei der Abbildung der In-
terdependenzen zwischen den Risiken kénnen zu erheblichen Fehleinschitzungen des
Solvenzkapitals fiihren. In den letzten Jahren wurde diesem Thema, das auch einen

grofsen Teil dieser Arbeit einnimmt, mehr Aufmerksamkeit gewidmet.

21Rine umfassendere und detailliertere Beschreibung der Risikokategorien findet man z.B. in [Sand-
strom| (2006), S. 80 ff. und S. 231 ff. oder TAA| (2004) S. 26-33. Fiir die Spezifikation der Risiken in
einem internen Modell siehe z.B. |Wagner| (2005).
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In dieser Arbeit werden Methoden zur Quantifizierung von Risiken von Nichtleben-
Versicherern?? vorgestellt, die zur Berechnung des Zielkapitals (Siule T) unter Solvency
IT herangezogen werden konnen. Besonderes Augenmerk wird hierbei auf das Pramien-
und Reserverisiko sowie auf die Modellierung von Abhéngigkeiten zwischen beliebigen

Risiken, insbesondere auch Kreditrisiken, gelegt.

227u den Nichtleben-Versicherungen gehoren alle Versicherungsarten der Schaden- und Unfallversiche-
rung, wie z.B. Sach-, Kfz-, Haftpflicht-, Transportversicherung. Die Rechtsschutzversicherung gehort
ebenfalls dazu, wihrend die Krankenversicherung fiir gewohnlich nicht dazugezihlt wird.



Kapitel 3

Credibility Modelle

Das Prémienrisiko ist eine der wichtigsten Risikoarten eines Versicherungsunterneh-
mens. Demnach gehort das Quantifizieren des Pramienrisikos in Form von Pramien zu
den Kernaufgaben eines Versicherers. Die Credibility-Theorie stellt eine der bedeut-

samsten Techniken zur risikogerechten Pramienberechnung dar.

In diesem Kapitel werden zunéchst die Schwierigkeiten bei der Bestimmung einer Ver-
sicherungspramie erortert und die Credibility-Theorie als geeigneter Ansatz zu deren
Losung vorgestellt. Im Mittelpunkt dieses Kapitels stehen die Credibility Modelle von
Biithlmann und Biihlmann-Straub, wobei vom letzteren auch die multidimensionale Ver-
sion prasentiert wird. Es werden die jeweiligen Credibility-Pradiktoren, deren Eigen-
schaften sowie die Schitzungen der Modell-Parameter angegeben. Dariiber hinaus wird
erldutert, wie Hilbert-Raum-Methoden zur Bestimmung von Credibility-Pradiktoren
verwendet werden koénnen. Eine Ubersicht iiber weitere Credibility-Modelle schlieft
das Kapitel ab.

Auch wenn es nicht immer explizit erwihnt wird, werden im Folgenden alle Gleichungen

zwischen Zufallsvariablen als fast sicher! verstanden.

3.1 Die Problematik der Pramienberechnung

Der Grundgedanke einer Versicherung ist es, bestimmte individuelle Risiken gegen Zah-
lung einer Pramie auf ein Versicherungsunternehmen zu transferieren. Etwas genauer

definiert Farny eine Versicherung als

1 Zum Begriff der ,fast sicheren* Ubereinstimmung von Zufallsvariablen siehe Anhang Al S.
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,Deckung eines im einzelnen ungewissen, insgesamt geschétzten Mittelbe-
darfs auf der Grundlage des Risikoausgleichs im Kollektiv und in der Zeit.“
(Farny| (2000), S. 8)

Die zu zahlende Pramie sollte das vom Versicherer iibernommene Risiko abdecken. Fi-
ne Durchschnittspramie, die den Gesamtschaden des Versichertenkollektivs deckt, wire
zwar fiir das Versicherungsunternehmen ausreichend, aber aus Griinden der Beitragsge-
rechtigkeit und der negativen Risikoselektion nicht wiinschenwert. Denn eine nicht dem
jeweiligen Risikoprofil angepasste Pramie wiirde eine Abwanderung der Versicherungs-
nehmer mit gutem Risikoprofil - auch gute Risiken? genannt - nach sich ziehen. Fiir
schlechte Risiken hingegen wire eine solche Pramie attraktiv, was zu einer Anhdufung
von schlechten Risiken fithren wiirde. Dies widerrum hétte sehr negative Auswirkungen
auf die wirtschaftliche Lage der Versicherungsgesellschaft. Eine dem Risiko angepasste
Pramie stellt somit eine Notwendigkeit fiir die Wettbewerbsfahigkeit eines Unterneh-

mens dar3.

Jedoch besteht beim Abschluss eines Versicherungsvertrages Unsicherheit beziiglich der
Anzahl und Hohe der zukiinftigen Forderungen des Versicherungsnehmers gegeniiber
dem Versicherungsunternehmen sowie beziiglich den Zeitpunkten des Eintretens eines
Schadens, was die Bestimmung einer risikogerechten Primie problematisch macht?.
Aufschluss iiber das individuelle Risiko bzw. {iber die individuelle Schadenwahrschein-
lichkeit konnen objektive und quantifizierbare Risikomerkmale®, die einen deutlichen
Einfluss auf den Schadeneintritt haben, sowie die individuelle Schadenvergangenheit
geben. Die fiir die Tarifierung verwendeten Risikomerkmale nennt man auch Tarif-

merkmale.

Um eine moglichst risikogerechte Pramie mittels Tarifmerkmalen bestimmen zu kon-
nen, sollte das Kollektiv in moglichst homogene Risiko- bzw. Tarifklassen unterteilt
werden. Andererseits sollten die Klassen hinreichend grof sein, um statistisch fundier-
te Aussagen treffen zu konnen. Ist letzteres der Fall, so ist im allgemeinen nicht mehr die
Annahme der Homogenitat erfiillt. Hinzu kommt noch die ganz andere Problematik,
dass viele Faktoren, die fiir das individuelle Risiko relevant sind, aus unterschiedli-

chen Griinden nicht erfasst werden kénnen. Dies kénnen politische Griinde bei Merk-

2 Mit Risiko wird oft auch ein Versicherungsnehmer aus der Sicht des Versicherungsunternehmens
bezeichnet.

% Vgl. hierzu auch Merz| (2005), S. 2 f.

% Siehe z.B. in |Schmidt| (2006b), S. 1 oder Biihlmann und Gisler| (2005), S. 1.

5 Das kénnen beispielsweise Alter des Fahrers, Geschlecht, Garage, Jahres-Kilometerleistung, Motor-
stirke usw. in der Kfz-Versicherung sein.
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malen wie Geschlecht, Nationalitdt usw. oder die Unmdglichkeit der Quantifizierung
bzw. des Nachpriifens von Merkmalen wie z.B. Charakter, Temperament, Arbeitsklima,
Tabletten- oder Drogenkonsum sein. Auch die Kosten bei der statistischen Erfassung

von bestimmten Ristikomerkmalen spielen in diesem Zusammenhang eine Rolle®.

Der individuelle Schadenverlauf alleine bietet wegen der beschrinkten Anzahl von Be-
obachtungen ebenfalls keine zuverléssige statistische Basis fiir fundierte Aussagen und
wiirde zu schwankenden und zu hohen Pramien fiithren. Auferdem wiirde dieses Vor-

gehen den urspriinglichen Versicherungsgedanken verletzen.

Es liegt also nahe, beides, die kollektive und die individuelle Schadenerfahrung, zur Pré-
mienberechnung heranzuziehen. Die Tarifklassen sollten dabei hinreichend grofs sein,
um eine ausreichende statistische Basis zu bieten. Das bedeutet, dass man gleichzeitig
ihre Heterogenitdt in Kauf nehmen muss. Die Credibility-Theorie bietet das mathe-
matische Instrumentarium zur Beschreibung nicht homogener Portfolios und liefert die
Antwort darauf, wie die individuelle und kollektive Schadenerfahrung zu verkniipfen
ist, um einen in gewisser Weise optimalen Schitzer fiir eine risikogerechte Préamie zu
erhalten. In dieser Arbeit wird nur auf die Bestimmung der risikogerechten Nettopra-
mie eingegangen. Die eigentliche Bruttoprdmie ergibt sich durch die Addition eines
Sicherheits-, Betriebskosten- und Gewinnzuschlags zur Nettopriamie. Hierfiir wird auf
Farny| (2000)), S. 60 ff. und |Albrecht und Lippe (1988) verwiesen.

3.2 Credibility-Theorie

Wegbereiter fiir die Credibility-Theorie waren die frithen Arbeiten von |Mowbray| (1914)
und Whitney| (1918). Es dauerte jedoch bis zum Jahre 1967, bis der Schweizer Aktuar
Biithlmann eine mathematisch befriedigende Herleitung der Credibility-Formel (siehe
(3.2.5)) vorstellte. Seine Beitridge (Biithlmann| (1967, [1969)) waren mafigebend fiir die
weitere Entwicklung der klassischen, verteilungsfreien Credibility-Theorie. Das 1970
von Biihlmann und Straub entwickelte Credibility-Modell”, das eine Erweiterung der
Ergebnisse von Biihlmann darstellt, ist in der Praxis weit verbreitet und wird nicht nur

zur Primienberechnung, sondern auch in der Schadenreservierung® oder zur Quantifi-

6 Eine ausfiihrlichere Ubersicht iiber die verschiedenen Griinde, warum viele Merkmale nicht erfasst
werden konnen, findet man z.B. in Sundt oder Bihlmann und Gisler| (2005).

7 Siehe dazu Abschnitt und Biihlmann und Straub| (1970).

8 Siehe Kapitel 4| und die Referenzen darin.
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zierung von operationellen Risiken® verwendet.

Die Credibility-Theorie (oder auch Kredibilitétstheorie) beschéftigt sich mit der Frage,
wie viel Glaubwiirdigkeit bzw. welche Gewichtung man der individuellen Schadener-
fahrung bei der Verkniipfung mit der kollektiven Schadenerfahrung beimessen soll. Die
Antwort darauf ist eine Konvexkombination aus individueller und kollektiver Schaden-
erfahrung, der sogenannte Credibility- Pridiktor, welcher in einem gewissen statistischen

Sinne optimal ist.

Da man in der Regel davon ausgehen kann, dass die Tarifklassen nicht homogen sind,
besteht die Notwendigkeit, die Unterschiedlichkeit der einzelnen Risiken zum Ausdruck
zu bringen. Fiir jedes Risiko wird daher ein Parameter 6; eingefiihrt, der sein indivi-
duelles, nicht bekanntes Risikoprofil charakterisiert. Aufgrund der Tatsache, dass die
Schadenneigung 6; eines Versicherungsnehmers unbekannt ist, wird sie als zufillige Rea-
lisation einer Zufallsvariablen ©; (Risikoparameter) betrachtet!?. Die Risiken sind zwar
unterschiedlich, haben jedoch etwas gemeinsam, sie gehoren alle der selben Tarifklas-
se an. Diese Ahnlichkeit der Risiken lisst sich in dem Umstand ausdriicken, dass alle
Zufallsvariablen ©; die gleiche Verteilungsfunktion F™* besitzen. Die Verteilung F™* gibt
Aufschluss iiber die Struktur des Portfolios und wird deshalb als Strukturverteilung
bezeichnet. Auf diese Weise ist die Modellierung von #hnlichen aber dennoch unter-

schiedlichen Risiken eines Kollektivs moglich.

Der Schadenaufwand eines Risikos fiir eine der bisherigen Perioden j wird mit X,
(j = 1,...,n) bezeichnet und ist eine Zufallsvariable!'. Der beobachtete Schadenauf-
wand z; in der j-ten Periode stellt dementsprechend eine Realisierung der Zufallsvaria-
blen X; dar. Mit X, bezeichnet man den zukiinftigen Schadenaufwand des betrach-
teten Risikos. Fiir die Prognose des zukiinftigen Schadenaufwands wird der in einem
gewissen mathematischen Sinn optimale Prédiktor gesucht, welcher ausschliefslich auf
Informationen aus dem Portfolio beruht. Diese Informationen sind durch den Risikopa-

rameter © gegeben, der die Risikostruktur des Portfolios beschreibt. Dieser optimale!?

% Siehe Biihlmann et al. (2007).

0Djiese Idee geht auf |Lundberg (1940) zuriick.

UZur Vereinfachung der Notation wird auf den Index i verzichtet, solange nur ein Risiko betrachtet
wird.

12Dabei handelt es sich um den beziiglich des mittleren quadratischen Fehlers (bzw. des Mean Square
Error of Prediction (MSEP)) besten Priadiktor. Siehe dazu Abschnitt und Brockwell und Davis
(1991), S. 62.
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Pradiktor ist durch die bedingte Erwartung
E[X011/6)]

gegeben'?, die als Individual-Primie bezeichnet wird. Die risikogerechte Priamie des
durch 6 charakterisierten Risikos ist dann der bedingte Erwartungswert E[X,,1|© = 6],
welcher den erwarteten Schadenaufwand fiir die zukiinftige Periode n 4+ 1 wiedergibt.
Da aber im Allgemeinen das individuelle Risikoprofil # nicht beobachtbar ist, stellt
die Individual-Pramie eine Art  fiktive“ Pramie dar, aus der man die ,korrekte indivi-
duelle Primie ableiten konnte, wenn man 6 kennen wiirde!*. Um eine ,echte Primie
berechnen zu konnen ist es also erforderlich, die Individual-Pramie mit Hilfe von be-
obachtbaren Variablen, der individuellen Schadenerfahrung, bestmoglich zu schétzen.
Dabei sollte die Primie den Praxisanforderungen entsprechen, d.h. méglichst einfach
und intuitiv zu berechnen sein und nicht auf spezielle Verteilungsannahmen beruhen.
Die entscheidende Idee von Biithlmann| (1967)) war es, den bestmdglichen affin-linearen'®
Préadiktor fiir die Individual-Pramie E[X,11|0] zu verwenden. Unter der Annahme,
dass die Schadenvariablen X7,..., X, beziiglich des Risikoparameters © bedingt un-
abhingig und identisch verteilt sind, erhielt Biihlmann den Credibility-Priadiktor!

c-X+(1—c)-p (3.2.1)
mit
x-lyx
= ;
J=1
und

1= E [E[X,11[0]] = E[X,11].

Hierbei bezeichnet X den durchschnittlichen individuellen Schadenaufwand der ver-

13Giehe dazu Satz oder [Brockwell und Davis| (1991), S. 63. Fiir die Definition und Eigenschaften
der bedingten Erwartung sieche Anhang

14Vgl. |Biihlmann und Gisler| (2005), S. 8 ff.

15Dabei handelt es sich um den beziiglich des MSEP besten, affin-linearen Pridiktor fiir die Individual-
Pramie. Siehe dazu Abschnitt

16Diese Pramienberechnungsformel wurde schon von [Whitney| (1918)) verwendet, allerdings hat Whit-
ney keine Aussagen iiber die Qualitét dieser Schatzfunktion und der optimalen Wahl des Parameters
c treffen kénnen.
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gangenen n Perioden und p den durchschnittlichen erwarteten Schadenaufwand al-
ler Risiken aus dem Kollektiv, die sogenannte Kollektiv-Pramie. Daneben ist ¢ eine
Konstante aus dem Intervall [0, 1), welche die Glaubwiirdigkeit, die der Versicherer
der individuellen Schadenerfahrung beimisst, widerspiegelt. Passend dazu wird sie als
Credibility-Faktor bezeichnet!”. Man erhilt auf diese Weise eine Primie, die den Plau-
sibilitdtsanspruch erfiillt, da sie stets zwischen dem mittleren individuellen Schaden-
aufwand und der Kollektiv-Préamie liegt. Sie ist auch frei von Annahmen beziiglich des
Typs der verwendeten Verteilungen - ein weiterer Vorzug im Hinblick auf ihre Prakti-
kabilitit.

Beschriankt man sich bei der Schitzung der Individual-Pramie nicht auf Pradiktoren,
die affin-linear in den Beobachtungen X, ..., X,, sind, sondern ldsst auch Pradiktoren
zu, die als beliebige Funktion der bisherigen Beobachtungen darstellbar sind, so ist der

sogenannte Bayes-Prddiktor,
EE[X,1|0]| Xy,..., X,],

der bestmogliche Pradiktor fiir die Individual-Primie E[X,,.1]|0]. Es waren Lundberg
und Bailey, die in ihren Arbeiten (Lundberg| (1940) und Bailey| (1945, |1950)) erstmals
den Bayes-Ansatz'® zur Bestimmung eines Schitzers fiir die Individual-Primie verwen-
deten. Dieses Vorgehen bedarf einer Spezifikation der Strukturverteilung F™* und der
bedingten gemeinsamen Verteilung der Schadenvariablen Xi,..., X, bei gegebenem
Wert 6 von ©. Die analytische Berechnung des Bayes-Priadiktors ist nur dann méglich,
wenn diese Verteilungen aus speziellen Verteilungsfamilien!'® stammen. Ist dies der Fall,

so ist der Bayes-Pridiktor
E [E[Xn+1’@}‘ Xl = T1y... 7Xn = xn}

fiir die beobachteten Schadenaufwendungen zi,...,x, berechenbar und stimmt so-
gar mit dem Crediblity-Pradiktor {iberein, wie Jewell (1974) zeigte. Man spricht in

diesem Fall von ezxakter Credibility, denn die Einschrinkung auf Pradiktoren, die in

1"Die genaue Definition und die Eigenschaften des Credibility-Faktors werden im nichsten Abschnitt
ausfiihrlich erldutert.

18Siehe z.B. [Bolstad| (2004) fiir mehr Informationen zur Bayes-Statistik und eine Erlduterung des
Bayes-Theorems.

19Die analytische Berechnung des Bayes-Pridiktors ist z.B. dann mdglich, wenn die Schadenvariablen
X, bedingt gegeben © = 6, unabhingig und identisch verteilt sind, eine Verteilung aus der soge-
nannten Exponentialfamilie besitzen und der Risikoparameter © eine dazu konjugierte Verteilung
besitzt. Siehe dazu Jewell (1974)), Kaas et al.| (1997) und [Johansson und Ohlslson| (2006).
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den Beobachtungen Xj,..., X, affin-linear sind, bringt keinen Giiteverlust mit sich.
Im Allgemeinen sind aufwendige numerische Verfahren (MCMC-Methoden)?® fiir die
Berechnung des Bayes-Pradiktors erforderlich, da die notigen Voraussetzungen fiir die
analytisch Berechnung nicht erfiillt sind. Dies stellt einen wesentlichen Nachteil fiir den

Einsatz in der Praxis dar und spricht fiir die Verwendung des Credibility-Pradiktors.

3.2.1 Das Modell von Biihlmann

In diesem Abschnitt werden analog zu Biihlmann| (1967) der Credibility-Pradiktor
(3.2.1)) hergeleitet, die Eigenschaften dieses Pridiktors vorgestellt und die Unsicher-
heit bei der Prognose in Form des Mean Square Error of Prediction (MSEP) angegeben.

Die Bestimmung des Credibility-Priadiktors im Modell von Biihlmann beruht auf den

folgenden einfachen Modellannahmen:

Modellannahmen 3.2.1

(a) Die Schadenvariablen X, ..., X,, X, 11 besitzen eine endliche Varianz.

(b) Bedingt gegeben © sind die Schadenvariablen X, ..., X,, X1 unabhdingig und
identisch verteilt mit Var (E[X,41|0]) > 0.

Obwohl die Schadenvariablen bedingt unabhéngig sind, sind sie im allgemeinen unbe-
dingt positiv korreliert. Unter Verwendung von Satz [A.1.1{h) in Anhang ergibt

sich némlich fiir die Kovarianz zweier Schadenvariablen X;, X; mit ¢ # j

Cov(X;, X;) = E [Cov(X;, X;|0)] + Cov (E[X;|0], E[X;|O)])
= Var (E[X;|0]) > 0,

weil aufgrund der Identitdt der bedingten Verteilungen der Schadenvariablen, auch die
bedingten Erwartungen E[X;|O] fiir alle j = 1,...,n + 1 fast sicher iibereinstimmen.
Die positive Korreliertheit der Schadenvariablen ist erwiinscht und plausibel, denn bei
Unabhéngigkeit der Schadenvariablen wéire eine qualifizierte Schitzung des zukiinfti-

gen Schadens mittels Informationen aus den vergangenen Perioden nicht moglich.

20Siche dazu z.B. |Gilks et al. (1996) oder Huergo (2009).
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Fiir die Individual-Prdmie und die bedingte Varianz der Schadenvariablen X, ; unter

© werden fiir die weitere Betrachtung zwei Abbildungen ;i und o2 eingefiihrt, so dass

1(©) = E[X,,11(6]
0%(0) = Var(X,,,1/0)

gilt. Ferner wird zur Vereinfachung der Notation

¢ =E[0*9)] (3.2.2)
7% = Var (u(0)).

definiert. Das Ziel ist es nun, den bestmoglichen Pradiktor fiir die Individual-Pramie
1(©) unter den in den Schadenvariablen Xj, ..., X, affin-linearen Préadiktoren zu fin-
den, wenn die Modellannahmen gelten. Ein Pradiktor mit dieser Eigenschaft
wird dann als bestmoéglich angesehen, wenn es keinen anderen in den Xi,...,X,
affin-linearen Pradiktor gibt, der eine kleinere erwartete quadrierte Abweichung zur
Individual-Préamie besitzt. Das heifst, dass dieser Priadiktor den sogenannten Mean
Square Error of Prediction (MSEP) fiir die Individual-Pramie p(©)

~ N\ 2
wsene (V) = 2| (n(6) - 7] (3:2.3
unter allen in den X4, ..., X, affin-linearen Pradiktoren Y minimiert.

Der beste Pradiktor fiir die Individual-Pramie p(©) aus der Klasse der Pridiktoren,
——cred

die affin-linear in den Schadenvariablen sind, wird mit ©(©)  bezeichnet. Er hat also
die Gestalt

—cred

wO)  =ao+ ) a;X;,
j=1

wobei die Koeffizienten ag,...,a, € R so gewdhlt werden miissen, dass der MSEP

minimiert wird. Demzufolge miissen sie die Gleichung

E <,u(@) —ag — Z anj) = argmin £ (,u(@) —ap — Zanj> (3.2.4)

=1

erfiillen.

Die Antwort auf dieses Minimierungsproblem wurde schon mit der Formel (3.2.1) ge-
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geben. Etwas préziser wird sie nun im folgenden Satz prisentiert.

Satz 3.2.2 (Biihlmann-Prédiktor)
Unter den Modellannahmen ist der Credibility-Pradiktor gegeben durch

——cred
O =c-X+(1—-c)pu, (3.2.5)
mil
" T S X, und E[X,1] (3.2.6)
— = — un — n /N
n+¢2/7% n ‘= ! a o
Beweis: Siche Bithlmann| (1967), S. 206 f. O

Die optimalen Koeffizienten ay, . . ., a,, welche die Gleichung erfiillen, sind dem-
nach ap = (1—c)-pund a; = --- = a, = £. Damit erhélt man eine einfache und intuitive
Priamienberechnungsformel, in die nur die drei Momente u, ¢? und 72 (Strukturpara-
meter) eingehen. Eine weitere schone Eigenschaft des Credibility-Schétzers ist
dessen Erwartungstreue fiir die Kollektiv-Pramie p. Der Credibility-Faktor ¢ € [0, 1)
driickt die Glaubwiirdigkeit der individuellen Schadenvergangenheit aus, was sich auch

in seinen formalen Eigenschaften widerspiegelt. Diese werden im Folgenden erlautert:

e Der Credibility-Faktor wéichst monoton mit der Anzahl der Beobachtungen n.
D.h. mit zunehmender Anzahl von Beobachtungen basiert der Credibility-Pradiktor
immer mehr auf der individuellen Schadenerfahrung X,, und gleichzeitig nimmt

der Einfluss der Kollektiv-Pramie p ab.

e Der Credibility-Faktor ist um so grofer, je kleiner die erwartete Varianz eines

Vertrages bzw. Risikos ist, die durch ¢* = E [Var(X,,,1|0)] gemessen wird.

e Der Credibility-Faktor steigt, wenn die Heterogenitdt des Portfolios, die durch
72 = Var (u(©)) gegeben ist, zunimmt. D.h. starke Unterschiede der Risiken im
Portfolio fiihren dazu, dass der individuellen Schadenvergangenheit mehr Glaub-

wiirdigkeit zugeschrieben wird.

Die Modellannahmen sowie die Credibility-Préadiktor sind bis jetzt nur fiir
ein Risiko formuliert worden. In einem Portfolio mit I Risiken ist jedoch die Bestim-
mung der Credibility-Pramie fiir jedes Risiko ¢ = 1,..., I notwendig. Dementsprechend
wird jedem Risiko sein Risikoprofil in Form der Zufallsvariablen ©; zugeordnet, wobei
die Ahnlichkeit der Risiken aus einem Portfolio dadurch ausgedriickt wird, dass alle

©;, © = 1,..., I dieselbe Strukturverteilung F* besitzen. Die Schadenvariablen eines
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Risikos ¢ werden mit X, ..., X;, bezeichnet, so dass man folgende Verallgemeinerung
der Modellannahmen fiir ein Portfolio von Risiken formulieren kann.

Modellannahmen 3.2.3 (Biihlmann-Modell)
(a) Die Schadenvariablen X1, ..., Xin, Xin+1 des i-ten Risikos (i = 1,...,1) besit-

zen eine endliche Varianz.

(b) Bedingt gegeben ©,; sind die Schadenvariablen X1, ..., X, Xint1 unabhdngig

und identisch verteilt mit 72 > 0.

(¢) Die Zufallsvektoren (©1, X141, ..., X1n), -, (O, X11,...,X1,) sind unabhingig

und identisch verteilt.

Den Credibility-Pradiktor der Individual-Pramie p(0;) = E[X,,11|©;] des i-ten Ri-
sikos erhiilt man analog zum Credibility-Priadiktor durch das Minimieren des
MSEP iiber alle Pradiktoren, die affin-linear in den Beobachtungen X, ; (1 =1,...,1,
j = 1,...,n) sind. Diesmal betrachtet man die Schadenvariablen aller Risiken aus
dem Portfolio, nicht nur die des i-ten Risikos. Es stellt sich jedoch heraus, dassZl auf-

grund der Unabhéngigkeitsannahme [3.2.3(c), der Credibility-Pradiktor u(©;)  nur

vom durchschnittlichen individuellen Schadenaufwand des Risikos ¢ abhéngt und die

Schadenaufwendungen der restlichen Risiken aus dem Portfolio fiir die Schatzung nicht
beriicksichtigt werden. Er entspricht damit dem Préadiktor (3.2.5) und hat fiir alle
1=1,...,1 die Gestalt

_——cred

w®;) =c-Xin+(1—c)p, (3.2.7)
wobei
_ 1 «—
J:

und der Credibility-Faktor ¢ in ([3.2.6) gegeben ist?!.

In den bisherigen Betrachtungen wurde stets angenommen, dass die Kollektiv-Préamie p
bekannt ist. Ist diese Information nicht vorhanden, so ist die Schitzung der Kollektiv-
Pramie auf Basis aller Beobachtungen aus dem Portfolio erforderlich. Eine intuitive
Herangehensweise ist es, den Gesamtdurchschnitt aller Beobachtungen aus dem Port-
folio

1 n
X, = % YD X, (3.2.9)

i=1 j=1

21Vgl. Biihlmann und Gisler| (2005)), S. 61 f.
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als Schétzer fiir 4 zu verwenden. Tatséchlich ist es so, dass der auf diese Weise resultie-
rende Credibility-Préadiktor den MSEP fiir die Individual-Prdmie £(0;) innerhalb der

Klasse

(0|8 = 33 s E[@)] - Eho} e

minimiert. Diesen Pradiktor bezeichnet man als homogenen Credibility-Pridiktor. Er

besitzt die folgende Form:

Satz 3.2.4 (Homogener Biihlmann-Pridiktor)
Unter den Modellannahmen ist der homogene Credibility-Pradiktor von pu(©;) fir
1=1,...,1 gegeben durch

——hom

w®:)  =c-Xin+(1—-c) X, (3.2.11)

wobei ¢, X;, und X, in (3.2.6), (3-2.8) bzw. (3.2.9) gegeben sind.
Beweis: Siehe |Biithlmann und Gisler| (2005), S. 63 bzw. S. 86 ff. O

Der homogene Bithlmann-Pradiktor (3.2.11]) ist wie der (inhomogene) Bithlmann-Pré-
diktor (3.2.5) erwartungstreu fiir die Kollektiv-Préamie p. Allerdings wird hier die Er-
wartungstreue durch die Definition (3.2.10) erzwungen.

Bei der Bestimmung der Credibility-Pradiktoren kam bereits der Mean Square Error
of Prediction zum Einsatz. Da er einfach zu handhaben ist und eine Verbindung zu
Hilbert-Raum-Techniken herstellt??, hat sich der MSEP als geeignetes Maf zur Beur-
teilung der Qualitiit dieser Pridiktoren erwiesen®®. So sind sowohl der (inhomogene)
Credibility-Pridiktor (3.2.7)), als auch der homogene Crediblity-Préadiktor best-
mogliche Préadiktoren, in dem Sinne, dass sie den MSEP fiir die Individual-Pramie p(©;)
innerhalb der jeweiligen Klassen von Schitzfunktionen minimieren. Allerdings wurde
bisher der MSEP noch nicht in Form von konkreten Werten, die die Unsicherheit in

der Prognose quantifizieren, angegeben. Diese Werte liefert der folgende Satz.

2Giehe dazu Abschnitt
Z3Der MSEP hat den Nachteil, dass er nur anwendbar ist, wenn die Gleichbehandlung von positiven
und negativen Abweichungen gewiinscht wird.
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Satz 3.2.5 Unter den Modellannahmen[3.2.3 ist der MSEP des inhomogenen und ho-
mogenen Credibility-Pradiktors fir die Individual-Pramie 1(©;) gegeben durch

——cred 2
[ ———hom 2] 1—c¢c
E (/L(@i) - u(@i)) =72 (1—c¢) (1 + . ) (3.2.13)
mit ¢ = #2/72
Beweis: Siehe |Biithlmann und Gisler| (2005), S. 60 und S. 92 f. O

Dadurch, dass im homogenen Credibility-Pradiktor automatisch ein Schéitzer fiir die
Kollektiv-Pramie p eingebaut ist, ist dessen MSEP fiir die Individual-Préamie u(0;)
grofer als der des inhomogenen Credibility-Pradiktors. Aus den Gleichungen (3.2.12))
und wird auch ersichtlich, dass fiir eine wachsende Anzahl n von Beobach-
tungen pro Risiko beide MSEP immer kleiner werden. Insbesondere gilt die folgende
asymptotische Eigenschaft der Credibility-Pradiktoren:

——cred 2 —— hom 2
(163" - uien) (#63"" ~ i) | =0

lim F = lim F

Eine weitere wiinschenswerte, asymptotische Eigenschaft von Schatzfunktionen ist die
der fast sicheren Konvergenz gegen die zu schitzende Zufallsvariable. Schmidt| (1990))
zeigte, dass der (inhomogene) Credibility-Schitzer fiir n — oo fast sicher gegen
die Individual-Primie 1(©;) konvergiert®*, d.h. es gilt

P (nlggo ne)™ = u(@z—)) ~ 1 (3.2.14)

Fiir die explizite numerische Berechnung des homogenen Credibility-Pradiktors (3.2.11))
sowie der MSEP (3.2.12) und (3.2.13)) ist die Schitzung der Strukturparameter >

und 72 mit Hilfe der Beobachtungen aus dem Portfolio notwendig. Diese Schiitzungen
werden im Abschnitt[3.2.3.2)fiir das Biihlmann-Straub-Modell angeben. Daraus ergeben
sich als Spezialfall die Schiitzungen der Strukturparameter ¢ und 72 fiir das Biihlmann-
Modell (siehe (3.2.66) und (3.2.67)).

2Der Bayes-Pridiktor besitzt dieselben asymptotischen Eigenschaften wie der (inhomogene)
Credibility-Pradiktor, siehe dazu z.B. Merz| (2004)), S. 68 f. und Schmidt| (1990). Sie stimmen also im
Grenzwert {iberein. Bei einer endlicher Anzahl n von Schadenvariablen pro Risiko ist im Allgemei-
nen der MSEP des Bayes-Pridiktors kleiner als der des Credibility-Pridiktors, siehe weiter
unten.
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3.2.2 Hilbert Raume und orthogonale Projektionen

In diesem Abschnitt wird eine alternative Moglichkeit zur Gewinnung von Credibility-
Pradiktoren durch sogenannte orthogonale Projektionen der Individual-Pramie auf ge-
eignete Unterrdume des Hilbert-Raumes aller reellwertigen Zufallsvariablen, deren zwei-
tes Moment existiert, vorgestellt. Diese Vorgehensweise erlaubt eine intuitive Interpre-
tation einiger Eigenschaften der Credibility-Pradiktoren sowie die Anwendung niitzli-
cher Hilbert-Raum-Methoden in der Credibility-Theorie. De Vylder (1976a)) war einer
der ersten, der diesen Ansatz in der Credibility-Theorie verwendete. Auch bei |Ger-
ber und Jones| (1975a) und bei Taylor| (1977) kamen die Hilbert-Raum-Methoden zum
Einsatz. Eine weitere, empfehlenswerte Darstellung dieses Ansatzes findet man in |Biihl-
mann und Gisler| (2005, Kapitel 3.2).

Eine kurze Einfiihrung in die Hilbert-Raum-Theorie, die alle fiir das Verstédndnis der
hier vorgestellten Methoden notwendigen Begriffe und Eigenschaften von Hilbert-Rau-
men enthélt, wird in Anhang [B] bereitgestellt. Die fiir die Credibility-Theory relevanten
Notationen und Eigenschaften des Hilbert-Raumes aller reellwertigen Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)?°, deren zweites Moment existiert, wer-

den hier erlautert.

Der Raum aller reellwertigen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,F, P), deren zweites Moment existiert, ist definiert als

L*(Q,F, P) = {X |X ist eine Zufallsvariable auf (Q, 7, P) mit E [X?] <oco}.
(3.2.15)

Dieser Raum besitzt die Eigenschaften eines Hilbert-Raumes?® mit dem Skalarprodukt
(X,)Y)=FE[X Y] (3.2.16)

und der vom Skalarprodukt induzierten Norm (bzw. L*-Norm)

IXI = VIX.X) = VEX7. (3.2.17)

25Hierbei bezeichnet () eine Ergebnismenge, F eine o-Algebra iiber Q und P ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf F. Fiir mehr Informationen zu Wahrscheinlichkeitsriumen und deren Eigenschaften siehe
z.B. [Schaich und Miinnich| (2001)), S. 1 ff. und die Referenzen darin.

26Siche Beispiel in Anhang
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Betrachtet man die quadrierte Norm der Differenz zweier Zufallsvariablen X,Y €
L*(Q, F, P)
IX Y[ =E[(X -Y)*],

so stellt man fest, dass sie dem MSEP von Y fiir X (siehe (3.2.3)) entspricht. Die
L?>-Norm wird also als Mak fiir die Qualitét eines Pradiktors, der ein endliches
zweites Moment besitzt, verwendet. So ist ein Pradiktor mit bestimmten Eigenschaften
umso geeigneter, je kleiner sein MSEP fiir die Individual-Pramie p(©;) ist. Der inhomo-
gene Credibility-Pradiktor ist der beziiglich des MSEP optimale Pradiktor innerhalb
des Raumes aller in den Schadenvariablen X;i,...,X;, € L*(Q,F, P) affin-linearen
Pradiktoren,

L(X;,1) = {Y € LX(Q, F, P)

_a0+zaj i ao,...,aneR}. (3.2.18)

Der homogene Credibility-Pradiktor ist der beziiglich des MSEP optimale Pridiktor
innerhalb des Raumes aller fiir u erwartungstreuen Prédiktoren, die in den Schaden-

variablen X;; (¢ =1,...,1, 7 =1,...,n) linear sind,

L(Xy,...,X;) = {YGLQ(Q F,P)

iiamxmak] cRE|V] = E[M(@i)]},

(3.2.19)
Den Bayes-Préadiktor

——Bayes

[1,(@2) =F [E[Xz,n+1|@7,” Xi,la e 7Xi7n] <3220)

erhélt man, in dem man den beziiglich dem MSEP optimalen Pradiktor im Raum aller
Pridiktoren, die als Funktion von X;; € L*(Q,F, P) (j = 1,...,n) darstellbar sind,

M(X;) = {? € LX(Q, F,P)|V = f(Xi1s..., Xin), f ist eine reellwertige Funktion}
(3.2.21)
Fiir die weitere Vorgehensweise sind die folgende Definition und der folgende Pro-

jektionssatz von zentraler Bedeutung. Sie ermoglichen die Verbindung zwischen der
Credibility-Theory und der Hilbert-Raum-Theorie.

Definition 3.2.6

(a) Zwei Zufallsvariablen X,Y € L*(Q,F, P) bezeichnet man als orthogonal zuein-
ander, wenn (X,Y) =0 gilt, kurz X LY.
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(b) Sei U C L*Q,F,P) ein abgeschlossener Unterraum des Hilbert-Raumes
L*(Q, F,P). Dann bezeichnet Xy € U die orthogonale Projektion von X auf
den Unterraum U, falls X — Xy L U qilt, d.h. X — Xy L Z fir alle Z € U.

Satz 3.2.7 (Projektionssatz) Sei U C L*(Q2, F, P) ein abgeschlossener Unterraum
des Hilbert-Raumes L*(Q, F, P). Dann existiert fir ein X € L*(Q, F, P) die orthogo-
nale Projektion Xy und ist eindeutig bestimmt. Auferdem gilt fiir Xy

_ 2 _ 2
I = Xu | = min [|X - Z|]" (3.2.22)
Beweis: Siehe z.B. Brockwell und Davis (1991)), S. 51 f. O

Da die drei fiir die Credibility-Theorie wichtigen Unterrdume L(X;, 1), L(Xy,...,X7)
und M (X;) abgeschlossene Unterriume von L?(2, F, P) sind?", sind die beziiglich dem
MSEP bzw. der L?-Norm optimalen Pridiktoren nach dem Projektionssatz ein-
deutig bestimmt und gegeben durch die jeweiligen Projektionen. Alternativ kann man
also die Credibility-Pradiktor und den Bayes-Pradiktor als

—cred
1(©i) = (O x, 1 (3.2.23)
———hom
1(0:) = (0 px, . x) (3.2.24)
———Bayes
1(0; = 1(93) px,) (3.2.25)

definieren. Weiterhin haben orthogonale Projektionen und damit auch die Credibility-

Préadiktoren folgende Eigenschaften:

Satz 3.2.8 Seien U; und Uy zwei abgeschlossene Unterriume von L*(Q,F, P) mit
U C Uy, und X € L*(Q, F, P). Dann gilt fiir die orthogonalen Projektionen Xy, und
Xy

2

o Xy, = (Xup)y, (Iterationseigenschaft) (3.2.26)
¢ HX - *XU1||2 = HX - ‘XVU2||2 + ||XU2 - ‘XVU1||2 und (3'2'27)
e (a- X+b-Y)y,=a Xy, +b-Yy, fir alle a,b € R.  (Linearitit) (3.2.28)
Beweis: Siehe z.B. Brockwell und Davis| (1991), S. 52 f. O

?"Siehe dazu Anhang
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Aus der Iterationseigenschaft (3.2.26) und der Be21ehung L(X;,1) € M(X;) kann man

miihelos folgern, dass der Credibility-Pradiktor @C “ die beste lineare Approxima-
——Bayes

tion des Bayes-Pradiktors u(©;) " ist. Es gilt ndmlich

_——cred

—Bayes
1(0;) =<u(@i)M(Xi)>L(XM):(u(@i) )L(X_l). (3.2.29)

Aus der Eigenschaft?® (3.2.27) ist auch ersichtlich, dass der MSEP des Credibility-
Pradiktors grofer als der des Bayes-Pradiktors ist, falls die zwei Pradiktoren nicht
ibereinstimmen. Der Fehler setzt sich wie folgt zusammen:

——cred 2 —— Bayes 2
E (u(@i) — ,u(@i)> (,U(@i) - M(Q’))

=F +

——Bayes ——cred 2
(#f60™" - o)

(3.2.30)
Aufgrund der Tatsache, dass der Credibility-Pradiktor (3.2.23) eine orthogonale Pro-
jektion der Individual-Pramie p(©;) auf den Unterraum L(X;,1) ist, erfiillt er die

Normalgleichungen

E Kﬂ(@i) - J@\)d) : 1] —0 (3.2.31)

_—— cred

E Ku(@i) — 1(6;) ) -Xm} =0 fir j=1,...,n (3.2.32)

——cred
Die erste Normalgleichung (3.2.31)) besagt, dass der Credibility-Pradiktor u(0;)

stets erwartungstreu fiir die Kollektiv-Primie p = E[u(©;)] ist. Da der Pradiktor
——cred

w(0;)  ein Element aus dem Raum L(X;, 1) ist, hat er die Form

——cred n
k=1
Beriicksichtigt man diese Form, so kann man die Normalgleichungen (3.2.31]) und

3.2.32)) nach kurzen Umformungen?’ als
( ) g

a=p— Y ay BE[Xiy (3.2.34)
k=1
Cov (u(©:), Xij) = Y _ar- Cov(Xip, Xiy) fiir j=1,....n (3.2.35)
k=1

28Die Eigenschaft (3.2.27) entspricht dem Satz von Pythagoras, vgl. (B.1.2) in Anhang
29Vgl. z.B. Biihlmann und Gisler| (2005), S. 72 f.
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darstellen. Umgekehrt, erfiillt eine Schitzfunktion die Normalgleichungen (3.2.31)) und

——cred
(3-2.32), dann stimmt diese Schétzfunktion mit dem Credibility-Pradiktor u(©;)
——cred
iiberein®’. Dies bedeutet, dass die Koeffizienten ay,...,a, von u(©;) , und damit

———cred
auch u(0;)  selbst, durch die n + 1 Normalgleichungen (3.2.34)) und (3.2.35)) eindeu-

tig bestimmt sind3!. Auferdem sind fiir deren Bestimmung nur die ersten zwei Momente
der gemeinsamen Verteilung von p(0;) und X; 1, ..., X;, notig. Im Gegensatz zur Be-
rechnung des Bayes-Pradiktors ist die genaue Kenntnis der Strukturverteilung F* und
der bedingten Verteilungen der Schadenvariablen bei gegebenem Wert 6 nicht erforder-
lich.

Fiir den homogenen Credibility-Prédiktor gelten dhnliche Normalgleichungen, die sich
direkt aus der Definition des homogenen Credibility-Préidiktors als orthogonale Pro-

jektion der Individual-Pramie £(0©;) auf den Unterraum L(X,...,X;) ergeben:

E KM(@Z-) . @hom) : 1} ~0 (3.2.36)

E KM(@i) - @hom) -Y] —0 firalle Y e L(X.,...,X). (3.2.37)

Analog zum inhomogenen Credibility-Pradiktor gilt auch hier, dass ein Priadiktor, der
die Normalgleichungen (3.2.36[) und ([3.2.37)) erfiillt, der homogene Credibility-Pradiktor

———hom

w(©;)  sein muss®2. Unter den Modellannahmen |3.2.3|ist damit die explizite Berech-

——hom

nung von u(0;) unter Verwendung der Normalgleichungen (3.2.36)) und (3.2.37))

moglich.

3.2.3 Das Modell von Biithlmann-Straub

Das von Biithlmann und Straub| (1970) entwickelte Modell wird vor allem dann ver-
wendet, wenn der Versicherungsschutz fiir ein ganzes Kollektiv von Einzelrisiken zu
bestimmen ist. Das kommt beispielsweise bei der Reiseversicherung fiir die Kunden
einer Reiseagentur, der kollektiven Unfallversicherung einer Firma, der Feuerversiche-
rung fiir Unternehmen oder auch der Riickversicherung vor. Da die Grofe eines solchen
zu versichernden Portfolios von Periode zu Periode schwankt, sollte sie in die Schitzung

der risikogerechten Pramie einflieken. Dementsprechend wird die Grofe des Portfolios

30Vgl. z.B. Biihlmann und Gisler| (2005), S. 71.

*IDies gilt jedoch nicht, falls X;1,...,X;,,1 linear abhiingig sind, d.h. falls P(A\; - X;1 + -+ +
Ao Xom + Apst 1= 0) =1 fir (As- .-, Ans1) # (0., 0) gilt.

32Vgl. z.B. Biihlmann und Gisler| (2005), S. 71.
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mit Hilfe eines geeigneten Volumenmafes quantifiziert. Bei der Reiseversicherung eignet
sich die Anzahl der Kunden der Reiseagentur, bei der kollektiven Unfallversicherung
die Lohnsumme, bei der Feuerversicherung die Versicherungssumme und bei der Riick-
versicherung das Priamienvolumen des Erstversicherers als Volumenmaf?®3. Durch die
Beriicksichtigung eines Volumenmafes, welches in den einzelnen Perioden unterschied-
lich sein kann, ist die zeitliche Homogenitat der Risiken, im Gegensatz zum Biihlmann-

Modell, nicht mehr gegeben.

Im Folgenden wird das Risikoprofil der i-ten Risiko-Klasse mit ©; bezeichnet. Nimmt
man an, dass sich in der i-ten Klasse und j-ten Periode w;; Einzelrisiken mit den
jeweiligen Schadenaufwendungen Y}, ..., Y, "’ befinden, welche bedingt gegeben ©;
unabhéngig und identisch verteilt sind, so gilt fiir den durchschnittlichen Schadenauf-

wand in der i-ten Risikogruppe

Z vk E Y] 6] (3.2.38)
7] k=1
und .
Var ! Z vE1©O; Var (Y.L ©:) (3.2.39)
wl,j k=1 ’ wl,]

Die Pramie fiir die i-te Risiko-Klasse 1dsst sich somit als Produkt von £ [Yl } O, } und
w; j berechnen. Die bedingte Varianz des durchschnittlichen Schadenaufwandes ist um-

gekehrt proportional zur Anzahl w; ; der Einzelrisiken im Portfolio.

Wird der Gesamtschadenaufwand ,"* Y’“ in Relation zu einem geeigneten Volumen-
mafs w; ; gesetzt, so spricht man von Schadensdtzen. Dies kann nicht nur wie in der

obigen Ausfiihrung die Anzahl der Risiken im Portfolio, sondern auch ein anderes pas-
sendes Volumenmaf?! sein. Die Schadensitze wl >oro1 Y werden mit X;; bezeich-
net und sind Gegenstand der Betrachtung im Modell von Biithlmann-Straub. Mot1v1ert
durch die Gleichungen und lauten die Modellannahmen des Biihlmann-
Straub-Modells wie folgt.

Modellannahmen 3.2.9 (Bithlmann-Straub-Modell)

(a) Die Schadenvariablen X1, ..., Xin, Xini1 des i-ten Risikos (i =1,...,1) besit-

zen eine endliche Varianz.

33Vgl. Biithlmann und Gisler| (2005)), S. 78 und [Merz| (2004)), S. 73.
34Beispiele fiir geeignete VolumenmaRe wurden am Anfang dieses Abschnittes gegeben.
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(b) Bedingt gegeben ©; sind X; 1, ..., Xin, Xint1 unabhingig mit

E[Xi;10:] = (), (3.2.40)
2(@.

Var (X,,6;) = 29 (3.2.41)
wm-

und Var(u(0;)) > 0.

(¢) Die Zufallsvektoren (©1,X11,...,X10), ..., (O, X11,...,X1,) sind unabhdngig

und ©4,...,0; sind unabhdngig und identisch verteilt.

Die Schadensitze X, 1,...,X;,, Xint1 sind im Gegensatz zum Modell von Biithlmann
nicht mehr bedingt identisch verteilt. Es wird lediglich unterstellt, dass die bedingten
Erwartungen identisch sind und die bedingten Varianzen sich nur um den Faktor 1/w; ;
unterscheiden. In den Fillen, in denen nicht die Anzahl der Einzelrisiken in der Risiko-
Klasse als Volumenmaf verwendet wird, ist es oft vorteilhafter eine Funktion von w; ;
anstatt dem Volumenmall w; ; selbst als Gewichtungsfaktor in der Gleichung
zu wihlen (siehe Kapitel [4).

Zur Vereinfachung der Notation werden auch fiir das Biihlmann-Straub-Modell die

Bezeichnungen

p=Ep(6)]
¢ =E [0%(0;)] (3.2.42)
72 = Var (11(0:))

fiir die Strukturparameter verwendet. Man beachte, dass sich die Definition fiir o2 leicht
von der analogen Definition im Biihlmann-Modell unterscheidet. Hier gilt
¢ = E0%(0;)] = Ew;;Var (X,,;|0;)]. Im Biihlmann-Modell lautete die Definition
¢? = E [Var (X, ;]0:)].

Genau wie beim Biihlmann-Modell sucht man einen Pradiktor fiir die Individual-
Prémie 1(0;), der den kleinsten MSEP fiir (©;) innerhalb der Klasse

L(Xy,....X;,1) = {f/ € LX(Q,F, P)

I n

k=1 j=1
(3.2.43)
besitzt.
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Satz 3.2.10 (Biithlmann-Straub-Pridiktor)
Unter den Modellannahmen|3.2.9 ist der Credibility-Pridiktor von pi(©;) firi=1,...,1
gegeben durch

/\cred

(0 Z Z X” +(1—¢)u (3.2.44)

mit S )
Wi
= et und k= (3.2.45)
Ej:l Wy, j + K T2
Beweis: Siehe |Biithlmann und Straub| (1970), S. 119 ff. O

Bevor der homogene Credibility-Priadiktor des Biihlmann-Straub-Modells vorgestellt

wird, noch einige Anmerkungen zum Credibility-Pradiktor @Cred'

e Der Credibility-Pridiktor héngt nur von der Schadenerfahrung der i-
ten Risiko-Klasse (bzw. des i-ten Risikos) ab. Bei bekannter Kollektiv-Pramie p
wird aufgrund der Unabhéngigkeit zwischen den Risiken (siehe Modellannahme
3.2.9(c)) die Schadenerfahrung der restlichen Risiken nicht fiir die Schétzung
benotigt.

e Der Credibility-Pradiktor (3.2.44) lasst sich als orthogonale Projektion der Indivi-
dual-Primie pu(0;) auf L(Xy,..., X, 1)

_——cred

l’[’(@Z) = ILL(@@)L(Xl ..... X[,l) (3246)
darstellen®
o Fiir w;; = -+ = w;,, erhilt man den Credibility-Pradiktor (3.2.7) des Modells
von Biithlmann.
——cred
o 1(0;) ist ein erwartungstreuer Pradiktor fiir die Kollektiv-Pramie p =
B[ X 1]

e Auch im Biihlmann-Straub-Modell ist der Credibilty-Pradiktor (3.2.44)) eine Kon-
vexkombination aus Kollektiv-Pramie p und individueller Schadenerfahrung des
i1 Z” Y =1—X; ;. Al-

lerdings geht nun jedes X, ; geméR seines Gewichtes w; ; in die Berechnung ein.

betrachteten Risikos bzw. der betrachteten Risikogruppe >"

e Die Annahme der bedingten Unabhéngigkeit der X, 1, ..., X, Xi 41 in den Mo-
dellannahmen m (b) kann auf die Bedingung FE [Cov(X;, X;;|©;)] = 0 fiir

35Vgl. Biihlmann und Gisler| (2005), S. 81 ff.
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k # | abgeschwicht werden. Alle Aussagen in diesem Abschnitt sind dann wei-

terhin giiltig3®.

e Der Credibility-Faktor ¢; hat dieselben Eigenschaften wie der Credibility-Faktor
c aus dem Biihlmann-Modell. Siehe dazu Seite

——cred

e Zur konkreten Bestimmung von p(©;)  sind nur die drei Strukturparameter
p,s% und 72 nétig, da die VolumenmaRe w; ; beobachtbar sind. In der Regel ist
die Schitzung der Strukturparameter auf Basis der Beobachtungen erforderlich.
Die Parameterschitzer fiir i, ¢> und 72 werden am Ende dieses Abschnittes pré-

sentiert.

_——cred

Ist die Kollektiv-Pramie p a priori nicht bekannt, so kann man anstatt u(©;)
den homogenen Crediblity-Pradiktor bestimmen, welcher nur auf den Beobachtun-
gen X;; (1t =1,...,1, j =1,...,n) basiert. Man erhélt den homogenen Crediblity-
Préadiktor fiir das Biihlmann-Straub-Modell durch das Minimieren des MSEP fiir die
Individualpriamie 1(©;) innerhalb des Raumes L(Xy,...,X;) (siche auf Seite
. Fiir die Zufallsvariablen X;; aus L(X;,...,X;) gelten nun die Modellannahmen
des Biihlmann-Straub-Modells. Der homogene Credibiliy-Préadiktor ist demnach
durch die orthogonale Projektion von p(0©;) auf L(Xy, ..., X;)

——hom

#O:) =) yx, .. x) (3.2.47)

gegeben, welche wegen der Iterationseigenschaft (3.2.29) und L(Xi,...,X;) C

L(Xy,...,Xr, 1) mit der Projektion des Credibility-Schétzers (3.2.44)) auf L(Xy, ..., X;)
———hom ———cred
o = (er™) (3.2.43)
L(X4

ibereinstimmt. Verwendet man weiterhin die Linearitét (3.2.28]) von orthogonalen Pro-
jektionen, so ergibt sich fiir den homogenen Credibility-Pradiktor des Modells von
Biithlmann-Straub

—

hom n W; 5
) =y X+ (L= ) kX)) (3.2.49)
= ijl Wi

Der homogene Credibility-Pradiktor resultiert also aus dem inhomogenen, indem man g
durch seinen bestmoglichen erwartungstreuen, in den X;; (1 =1,...,1, j=1,...,n)

linearen Schétzer ersetzt. Diesen erhidlt man als orthogonale Projektion von g auf

36Vgl. Biihlmann und Gisler| (2005), S. 80 ff.
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L(Xy,...,X)), was zur folgenden Darstellung des homogenen Credibility-Pradiktors
fiihrt.

Satz 3.2.11 (Homogener Biihlmann-Straub-Pridiktor)
Unter den Modellannahmen|[3.2.9 des Bihimann-Straub-Modells ist der homogene Cre-
dibility- Pradiktor von pu(©;) firi=1,...,1 durch

——hom
WO =ci-Gi+(1—-c)-p (3.2.50)
gegeben, wobei
w; ! ¢
G; = Yo X = L .G und (3.2.51)
ZZ] 1 Wi ’ ;Eleci
¢ = nZH . (3.2.52)
Zj:l Wi+ 32
gilt.
Beweis: Siehe Bithlmann und Gisler| (2005), S. 87 ff. O

Der Schétzer fiir die Kollektiv-Pramie p ist nicht, wie man vermutlich im ersten Moment
angenommen hétte, das mit den Volumina w; ; gewichtete Mittel aller Beobachtungen
aus dem Portfolio, sondern der mit den Credibility-Faktoren c; gewichtete Mittelwert
der individuellen, volumengewichteten Durchschnitte G;. Hier werden die Schadensétze

X, ; aller Risiken, nicht nur die des i-ten Risikos, fiir die Schiatzung benotigt.

Eine weitere interessante Eigenschaft des homogenen Credibility-Pradiktors (3.2.50)) ist
die nachfolgende Gleichgewichtseigenschaft.

Folgerung 3.2.12 (Gleichgewichtseigenschaft) Unter den Modellannahmen
des Biihlmann-Straub-Modells gilt fir den homogenen Credibility-Prddiktor

/-\hom

ZZwH- ;) Zwa- i (3.2.53)

=1 j=1 =1 j=1

Beweis: Siche Bithlmann und Gisler (2005), S. 91 ff. O
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Die linke Seite der Gleichgewichtsgleichung gibt das gesamte Primienvolumen
aller Risiko-Klassen fiir die letzen n Perioden wieder. Dies stimmt mit dem Gesamt-
schadenaufwand des ganzen Portfolios fiir die vergangenen n Perioden iiberein, welcher
auf der rechten Seite von (3.2.53)) steht. Portfolio- und zeitiibergreifend hat man damit
eine faire Pramie fiir die letzen n Perioden. Dariiber hinaus gilt die Gleichgewichtsei-
genschaft unabhiingig von der Wahl bzw. Schiitzung der Strukturparameter ¢? und 72,

die fiir die Berechnung des homogenen Credibility-Pradiktors ben&tigt werden.

3.2.3.1 Der Mean Square Error of Prediction

Fiir den MSEP des inhomogenen und homogenen Credibility-Pradiktors fiir die Indivi-
dual-Prémie u(0;) gilt:

Satz 3.2.13 Unter den Modellannahmen des Biihlmann-Straub-Modells ist der
MSEP des inhomogenen und homogenen Credibility-Pradiktors fir die Individual-Prai-
mie u(0©;) gegeben durch

——cred 2
E (u(@i) - ,u(@i)> =72 (1-¢), (3.2.54)
———hom 2] 9 1— C;
B (1@ ~ue)) | =7 1) (145 (3.2.55)
i D e i
mit ¢; = —?yzlwi’j .
2= Wity
Beweis: Siehe Bithlmann und Gisler (2005), S. 86 und S. 92 f. O

Erwartungsgemif ist auch der MSEP des homogenen Credibility-Pradiktors im Mo-
dell von Biihlmann-Straub grofer als der des inhomogenen Credibility-Pradiktors. Ist

zusitzlich die Bedingung
Sy =
j=1

erfiillt, was im Allgemeinen keine Einschriankung darstellt, dann erhdlt man unmit-
telbar aus den Gleichungen (3.2.54)) und (3.2.55|) die quadratische Konvergenz beider
Credibility-Pradiktoren gegen die Individual-Pramie

(7™ -0

hom

lim E = lim E =0. (3.2.56)

- M(@z’)>2

©
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Auch fiir das Modell von Biihlmann-Straub l&dsst sich die fast sichere Konvergenz nach-

weisen. Hess und Schmidt| (1994) zeigten unten den Annahmen

W; ke
g w;; =00 und E — < x,
=1 = (S w
J= = j=1 Wi,j

dass der inhomogene Credibility-Pradiktor fast sicher gegen die Individual-Préamie kon-

vergiert, d.h. es gilt
——cred
P (lim w(®;) = ,u(@z-)) =1 (3.2.57)

Diese asymptotischen Figenschaften qualifizieren zuséatzlich die Credibility-Pradiktoren
als Schétzfunktionen fiir die Individual-Pramie und begriinden insbesondere die Ver-

wendung dieser Pridiktoren bei grokem n.37

3.2.3.2 Schatzung der Strukturparameter

In der Praxis sind die Strukturparameter ju,¢? und 72, die fiir die Berechnung der
Credibility-Pradiktoren bendtigt werden, fiir gewohnlich nicht bekannt und miissen
mit Hilfe der Beobachtungen aus dem Portfolio geschétzt werden. Eine Schitzung der
Kollektiv-Pramie p erfolgte schon im Zuge der Bestimmung des homogenen Credibility-
Pridiktors und ist in angegeben. Es ist nur noch die Schitzung der Struktur-

2

parameter ¢? und 72 erforderlich. Biihlmann und Straub| (1970) schlugen in ihrem

Originalartikel als Schitzer fiir ¢ = E [02(0;)]

n—1

I n

~ 1 1

2= ; E : E :wm(Xi,j _ G¢)2 (3.2.58)
i=1 j=1

vor. Als Durchschnitt der empirischen Varianzen der einzelnen Vertrige

2:1

S

n—14%

Z wi,j(Xi,j - Gi)2
7=1

ist 2 ein plausibler Schiitzer und besitzt zugleich folgende Eigenschaften®®:

e <2 ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir ¢2, d.h. es gilt E [9} =2,

3"Der Bayes-Priidiktor des Biihlmann-Straub-Modells besitzt dieselben asymptotischen Eigenschaften
wie der (inhomogene) Credibility-Pradiktor (3.2.44)), siche dazu z.B. Merz| (2004), S. 80 oder [Hess
und Schmidtf (1994). D.h. sie stimmen im Grenzwert iiberein.

38Zum Beweis der Eigenschaften von ¢2 siehe z.B. Biihlmann und Gisler (2005), S. 93 f.
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§2—§2

e <2 ist ein konsistenter Schittzer fiir ¢2, d.h. es gilt Ilim P ( > s) = 0 fiir
—00

alle e > 0.

Als Schéitzer fiir 72 = Var (u(©;)) stellen Biihlmann und Straub| (1970) den Schéitzer

o ' w, " w Y-
P a3 e (Gi_zwk,- Gk) e (3.2.59)

vor, wobei

n I I -1
Wie = Z Wij, Wee = Z w;e und a= (Z Zji" <1 — Z“)) (3.2.60)
=1 i—1 .0 o0

i=1
definiert wird. Fiir diesen Schétzer gelten folgenden Eigenschaften:
2

o 72 ist erwartungstreu® fiir 72, d.h. es gilt E [7:\20} =72,

2

25):()

~ 0
T2 —7

e 72 ist ein konsistenter Schitzer® fiir 72, d.h. es gilt lim P (

I—o00

2
fiir alle € > 0, falls zuséatzlich die Bedingung Zle (w) — 0 fiir I — oo erfiillt

We, 0

1st.

Um die Erwartungstreue von 72 sicherzustellen ist die Differenzbildung in (3.2.59)
notwendig, weswegen 72" auch negative Werte annehmen kann. In diesen Fallen setzt
man 72 = 0. Es ist dann kein statistisch signifikanter Unterschied zwischen den Risiken

innerhalb des Portfolios erkennbar. Man verwendet schliefslich
72 = max (?2 0) (3.2.61)
als Schiitzer fiir 72. Dieser Schitzer ist allerdings nicht mehr erwartungstreu.

In der Literatur findet man auch andere Schétzer fiir die Strukturparameter (siche
z.B. Dubey und Gisler (1981)), [Norberg (1982), De Vylder und Goovaerts| (1992)), |(Gou-
let| (1998)). Jedoch wurde fiir keinen dieser Schitzer nachgewiesen, dass er durchweg

besser ist als der von Biithlmann und Straub| (1970) vorgeschlagene Schitzer.

39Zum Beweis der Erwartungstreue von 72° siche z.B. Bithlmann und Straub (1970).

407ym Beweis der Konsistenz von 72 siche z.B. Dubey und Gisler| (1981)).
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Ersetzt man nun die Strukturparameter ¢ und 72 im homogenen Credibility-Priadiktor
(3.2.50) durch ihre Schitzungen ¢ und 7?2, so erhélt man fiir das i-te Risiko den empi-
rischen Credibility-Prddiktor

WO0)=2-Gi+(1-2)f (3.2.62)
mit
n I ~
i=1 Wi,j PN i
¢ = 2o Wi L =Y =G ud (3.2.63)
n G2 I =
Z]—l %,] + ;\_2 =1 zi—l Ci

W; j

Im Falle von 72 = 0 gilt fiir den Schétzer des Credibility-Faktors ebenfalls ¢; = 0. Fiir
den Schitzer der Kollektiv-Pramie ﬁ gilt dann

1

1
ﬁ: L Zwiy. . Gl = L Z Wi, j - Xi,ja (3265)

der nun auch als empirischer Credibility-Pradiktor pu(©;) fungiert.

Der empirische Credibility-Pradiktor (3.2.62)) ist wegen den Interdependenzen der Pa-
rameterschéitzer im Allgemeinen nicht mehr erwartungstreu fiir die Kollektiv-Prémie
1= E [u(6,)]. Gilt zusétzlich die Bedingung >1_, (5—)2 — 0 fiir I — oo, welche be-
deutet, dass kein Risiko beziiglich dem Volumen die anaeren dominiert, dann weist der
empirische Credibility-Pradiktor fiir alle 2 = 1, ..., I die folgenden zwei asymptotischen

Bedingungen auf:

= _— cred
. Ilim P (’,u(@z) — 1(6;) ‘ > 8) =0 fiiralle € >0, (Konsistenz)
° Ilim E [u(@z)} = U. (Asymptotische Erwartungstreue fiir )

—

Dariiber hinaus gilt fiir @ die Gleichgewichtseigenschaft

n —
—

1 I n
SPIIRTEIED ) SIeTH
i=1 j=1

i=1 j=1
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welche besagt, dass die durch den empirischen Credibility-Prédiktor erzielte Préamie fiir

das Gesamtportfolio mit dem Gesamtschadenaufwand des gesamten Portfolios iiberein-

stimmt (vgl. Folgerung [3.2.12| auf Seite .

Aus dem homogenen Biihlmann-Straub-Pradiktor (3.2.50) geht als Spezialfall der ho-
mogene Biihlmann-Pridiktor hervor, falls die Volumenmake w;; fiir alle i =
1,...J und j = 1,...n identisch sind (w;; = w). Hierbei muss die unterschiedliche
Definition des Strukturparameters 2 in beiden Modellen beachtet werden. Um diese
definitorische Diskrepanz klarer darstellen zu kénnen, werden die Bezeichnungen ¢ fiir
das Biihlmann-Modell und ¢34 fiir das Biihlmann-Straub-Modell eingefiihrt. Damit gilt

Shs = w - 65 (vgl. dazu (3.2.2) und ([3.2.42)). Dies fiihrt zum folgenden Schitzer des
Strukturparameters ¢3 im Biihlmann-Modell:

I n
~ 1 1 —
2 _ 1 X —X;.)% 3.2.66
=7 g o~ X (32.66)

2

Die Schétzung des Strukturparameters 7 vereinfacht sich zu

72 = max (FQ 0) (3.2.67)

mit
1 ~

o 1 Ja o
72 :m;“””_x”) —L

Mit Hilfe dieser Schitzer erhélt man den empirischen Credibility-Pridiktor des Biihlmann-
Modells fiir das ¢-te Risiko

1(O) =¢ - Xin+(1-0) Xy, (3.2.68)
wobei
N n — 1 —
c= — Xz’,n——Zng und
n+ & i
1 I n
)R
i=1 j=1

gilt. Sebstverstiandlich besitzen die Schatzungen der Strukturparameter sowie der em-

pirische Credibility-Pradiktor im Biihlmann-Modell die selben Eigenschaften wie die
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entsprechenden Schétzer des Bithlmann-Straub-Modells.

3.2.4 Das multidimensionale Modell von Bithlmann-Straub

Um Informationen aus verschiedenen Versicherungsportfolios effizient verarbeiten zu
konnen, ist eine simultane Betrachtung der Portfolios zweckméfbig. Dadurch kénnen
mogliche Abhéngigkeiten zwischen den Portfolios bei der Prognose beriicksichtigt wer-
den. Dies fiihrt zu einer multidimensionalen Prognose mehrerer Grofen (Individual-
Préamie, Individual-Frequenz, Individual-Schadenhdhe, Individual-Schadensatz usw.).
Die multidimensionale Credibility-Theorie, zu der auch das multidimensionale Biihl-
mann-Straub-Modell gehort, geht auf |Jewell| (1973) zuriick, dessen Beitrag auschlagge-

bend fiir die weitere Entwicklung der multivariaten Credibility-Theory war.

Zwei typische Situationen, in denen man an einer simultanen Prognose mehrerer Grofen
interessiert ist, werden an dieser Stelle exemplarisch erlautert, wenngleich die Anzahl

der Beispiele miihelos erweitert werden kann®*!.

e Simultane Prognose der Schadensitze (oder Schadenhéufigkeit) fiir Normal- und
Grofischiden®?. Diese ist in Geschiftsbereichen sinnvoll wie z.B. Auto-Haftpflicht
oder allgemeine Haftpflicht, in denen oftmals 1-2 % der Schéden fiir mehr als
50 % des Gesamtschadens verantwortlich sind. Da die statistische Basis fiir Grof-
schéiden relativ gering ist, bietet es sich an, die Beobachtungen aus beiden Kate-
gorien simultan zu betrachten, um aus der Vielzahl an Daten fiir Normalschiden
statistische Informationen fiir die Grofschdden zu gewinnen. Anstatt der Unter-
scheidung in Normal- und Grofsschiden, kann man auch die Differenzierung in

Sach- und Kérperschéiden vornehmen*?,

e Simultane Prognose der Schadenhiufigkeit und der Schadenhdhe. Ublicherweise
werden Schadenhiufigkeit und Schadenhohe separat geschitzt. Daraus prognos-
tiziert man dann den Schadenaufwand eines Risikos fiir die zukiinftige Periode.
Falls Abhéngigkeiten zwischen diesen zwei Gréfsen vermutet werden, ist die si-
multane Prognose von Vorteil. Zum Beispiel ist die Schadenh&ufigkeit bei Auto-
unfillen in der Stadt tendenziell grofer und die Schadenhéhe tendenziell geringer

als bei Unfallen auf dem Land.

41Vgl. dazu [Biihlmann und Gisler| (2005)), S. 167 ff.

42Mit Normal- bzw. Grofischiden werden Schiden bezeichnet, deren Hohe eine festgelegte Grenze
unter- bzw. iiberschreiten.

43Giehe dazu auch Biihlmann et al.|(2003), S. 2, S. 11.
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Die getrennte Prognose der einzelnen Komponenten ist nur dann sinnvoll, wenn die
Komponenten unabhingig voneinander sind. Ist dies nicht der Fall, enthalten auch die
Beobachtungen der anderen Komponenten wertvolle Informationen, die fiir eine quali-

fizierte Prognose unabdingbar sind.

Gegenstand dieses Paragraphen ist das multidimensionale Biihlmann-Straub-Modell,
das als Spezialfall aus dem allgemeinen multidimensionalen Credibility-Modell hervor-
geht. Fiir das allgemeine multidimensionale Credibility-Modell wird hier auf|Biihlmann
und Gisler| (2005, Kapitel 7.2) verwiesen. Im multidimensionalen Modell wird jedem

Risiko i € {1,...,1} fiir jede Periode j € {1,...,n} mehrere eindimensionale Beob-

achtungen XZ( ]), e 7Xi(,]]\'/[) zugeordnet, welche man zu einem Vektor
/
X5 = (X, x5 (3.2.69)

zusammenfasst. Dieser Vektor ist nun ein Element des Raumes aller M-dimensionalen
Zufallsvektoren, deren zweites Moment existiert. Dieser Raum wird mit L>M(Q, F, P)

/!
bezeichnet. Im obigen erstgenannten Beispiel hdtte man X; ; = <Xﬁ), X( )> mit

Xi(;) = Schadensatz (oder Schadenhiufigkeit) der Normalschéden des i-ten Risikos
in der j-ten Periode und

XZ(? = Schadensatz (oder Schadenhéufigkeit) der Grofschiden des i-ten Risikos in
der j-ten Periode.

Die zu den Beobachtungen Xi(gl) (m=1,..., M) gehorigen Gewichte wi(?)

Vektor

werden zum

/
Wi, = ( . w@@) (3.2.70)

Z]’ L2V

zusammengefasst. Das Ziel ist es nun, die M-dimensionale Individual-Pramie

E[Xin| 0] = (E [XSL’H]@J B [ XM e, ])

fiir alle Risiken ¢ = 1,...,1 auf Basis sdmtlicher Beobachtungen zu prognostizie-
ren. In Anlehnung an die bisherige Notation werden Funktionen p,, und o2 von ©;
(m =1,..., M) eingefiihrt, so dass fiir die Individual-Pramie jeder Komponente und

fiir die bedingte Varianz der Beobachtungen XZ(nJ)rl unter O,

1 (©:) = E [Xf’;ﬁl\@i] bzw.

02.(6;) :Var( m+1}@)
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gilt. In Vektorschreibweise hat man damit

1(0) = (11(83), .., 1 (0:))"

Weiterhin bezeichnen
D(a) = und D(a)’ = (3.2.71)

die diagonalen M x M-Diagonalmatrizen, deren Diagonalelemente die Komponenten
der M-dimensionalen Vektoren a = (ay,...,ay) € RM bzw. (a,...,d%,) € RM mit
b € R sind.

Die nun folgenden Modellannahmen des multidimensionalen Biihlmann-Straub-Modells
sind eine Verallgemeinerung der Modellannahmen des eindimensionalen Modells

und lauten wie folgt:

Modellannahmen 3.2.14 (Multivariates Biihlmann-Straub-Modell)

(a) Die Schadenvariablen Xi(fl”), LX) Xi(fzrl des i-ten Risikos (i =1,...,1) be-

in )

sitzen fir alle m =1,..., M eine endliche Varianz.

(b) Bedingt gegeben ©; sind X1, ..., X, 11 unabhingig mit

E[X;;|0:] = p(6;) (3.2.72)
Var (X;;|©;) = D(w;;) "% - 5(6;) - D(w;;) '/
% 0 - 0
0 :
- , (3.2.73)
. c. O
0 o0 @)

(1)
%7

wobei die Matriz ¥.(0;) die M x M-Diagonalmatriz mit den Diagonalelementen

02(0;),...,0%,(0;) ist.

(¢) Die Zufallsvektoren (@i,X;l, o ,X;n), i = 1,...,1, sind unabhangig und die

Strukturparameter O, ..., 0 sind unabhingig und identisch verteilt.
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Diese Modellannahmen vereinfachen sich zu den Modellannahmen des (klassi-
schen) eindimensionalen Biithlmann-Straub-Modells, falls eindimensionale Beobachtun-
gen vorliegen. In Annahme [3.2.14(b) wird die bedingte Unkorreliertheit der Komponen-
ten von X, ;, gegeben ©;, angenommen. Denkt man beispielsweise an die Schadensétze
fiir Normal- und Grofschiden, so ist diese Annahme nicht erfiillt. Allerdings sind in
diesem Fall die Gewichte fiir Normal- und Grofischidden identisch. Dies fiihrt auf die

(m)

alternative Annahme, bei der w; ;= w;; fir alle m =1,..., M und damit

1
Var (Xi7j| @z) =

. 3(6)) (3.2.74)
1,
gilt, wobei ¥(©;) diesmal eine beliebige Varianz-Kovarianz-Matrix ist. Auch unter die-

ser Alternativannahme behalten alle Aussagen dieses Abschnittes ihre Giiltigkeit.

Der Mean Square Error or Prediction (MSEP) eines M-dimensionalen Prédiktors 7=
(21, e ZM)’ fiir eine M-dimensionale Zufallsvariable Z = (Z1,...,Z)) ist gegeben
durch . .
msepg(Z) = Y E {(Zn - Zm> ] . (3.2.75)
m=1
Den (inhomogenen) M-dimensionalen Credibility-Pradiktor LT(@\i)Cred fiir die Individual-
Préamie p(0;) erhélt man durch das Minimieren des MSEP (3.2.75) unter allen M-

dimensionalen Pridiktoren Z = (21, cee EM)’, deren Komponenten Z\k affin-linear in
den Komponenten der Beobachtungen X, 1, ..., X, sind. Es ist also das Minimierungs-
problem
—— cred ~
p(©;) = argmin msep,q, (%) (3.2.76)
ZeL(DM 1)
mit
I n M
L(D%n—{ Zy=o0+ Y "MXM ag, ol )GR} (3.2.77)
i=1 j=1 m=1
zu 16sen. Mit den Strukturparametern
(1(©:)]
- E[5(6)

T = Var(pu(6;))

erhilt man als Resultat des Minimierungsproblems folgenden Credibility-Préadiktor:
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Satz 3.2.15 (Inhomogener multivariater Biihlmann-Straub-Pridiktor)
Unter den Modellannahmen|3.2.1] ist der inhomogene multivariate Credibility-Pradiktor
von w(©;) firi=1,...,1 durch

——cred

n©) =CG+(I-C)p (3.2.78)
gegeben, wobes
(1) n !
( ” X” ) , (3.2.79)
-1
C; = T( +D( w,.) 12 g D(WZ-,)*W) , (3.2.80)
/
<wflj, . ) (3.2.81)
gilt.
Beweis: Siche Bithlmann und Gisler (2005), S. 182 f. O
——cred

Anmerkungen zum Credibility-Pradiktor pu(©;)

e Um einen Beobachtungsvektor von der gleichen Dimension wie die Individual-
Priamie p(©;) zu erhalten, werden die Beobachtungen X, ...,X;, so kompri-
miert, dass keine Informationen verloren gehen. Jede Komponente des kompri-

mierten Vektors

n (1) n !
_ Wi 1) M)
G, = (E @) X” ,. ) (3.2.82)

j=1 Wi j=1

ist als gewichtetes Mittel der Beobachtungen des i-ten Risikos aus den n Perioden
definiert. Aufgrund der Unabhéngigkeitsannahme [3.2.14fc¢) zwischen den Risiken

—— cred

héngt der komprimierte Beobachtungsvektor und damit auch pu(0;)  nur von

der Schadenvergangenheit des i-ten Risikos ab.

e Der M-dimensionale Credibility-Priadiktor (3.2.78]) ldsst sich auch als orthogonale
Projektion der Individual-Primie pu(©;) auf L(D¥ 1)

——cred

() = H(@i)L(D%n (3.2.83)

darstellen®. Hierbei wird jede Komponente fi,,(0;) der Individual-Primie pu(©;)

#7Zwei Zufallsvektoren X und Z aus L>M (Q, F, P) werden als orthogonal zueinander bezeichnet, falls
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auf den Unterraum

I n M

7 =ap+ Z Z Z agy)XZ(77’), o, oézl) € R} (3.2.84)

i=1 j=1 m=1

{Ze L*(Q, F, P)

projiziert. Anschliefend werden die resultierenden eindimensionalen Projektionen
——cred

zur M-dimensionalen Projektion p(©;)  zusammengesetzt.

—— cred

o 11(O;) ist erwartungstreu fiir die Kollektiv-Pramie p = F [u(0;)].

——cred

o 1(0;) ist ein optimal gewichtetes Mittel aus Kollektiv-Prdmie p und indivi-
dueller Schadenerfahrung G;. Die Gewichtungsmatrix C; nennt man Credibility-
Matrix.

e Die Interpretierbarkeit der Credibility-Matrix C; gestaltet sich schwierig. Um sich
anhand der Credibility-Matrix ein Bild vom Einfluft der m-ten Komponenten des
Beobachtungsvektors auf die einzelnen Komponenten des Credibility-Prédiktors
machen zu kénnen, ist es hilfreich die Originalbeobachtungen X;; (7 = 1,...,

n 4+ 1) zu normieren und die normierten Beobachtungen

o _ X135 (m)
v =25, = B (X (3.2.85)

1, M
m

firj=1,...,n+1und m = 1,..., M zu betrachten. Ausgehend von den nor-
mierten Beobachtungen YZ(]m) erhdlt man fiir - = 1, ..., I den multidimensionalen
Credibility-Pradiktor

——cred,y

(O | =CYGY+(I-CY)1 (3.2.86)

mit dem M-dimensionalen Vektor 1 = (1,...,1)".%5

e Zur konkreten Berechnung des multidimensionalen Credibility-Prédiktors (3.2.78)
sind Schitzungen der Strukturparameter p, S und 7" erforderlich.

Wie im eindimensionalen Fall erhdlt man den homogenen multidimensionalen Credibi-
lity-Pradiktor, in dem man den konstanten Term p (Kollektiv-Préamie) des inhomoge-
nen Biihlmann-Straub-Pradiktors (3.2.78]) durch seinen bestmdoglichen Schétzer

(X, Zynr =M E[X,, 2] = 0 gilt.
45Vgl. dazu auch [Biihlmann und Gisler| (2005), S. 182.
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aus dem Raum

I n M

Zo= 3 S alPXY, ol ek, B[Z) - } 52389

i=1 j=1 m=1

L(DY) = {2

ersetzt*%. Insgesamt ist der homogene multidimensionale Credibility-Préidiktor als or-
thogonale Projektion der Individual-Primie u(©;) auf L(DY)

——hom

() = N(@i)L(D}”) (3.2.89)
definiert*” und hat die folgende Form:

Satz 3.2.16 (Homogener multivariater Biihlmann-Straub-Pridiktor)
Unter den Modellannahmen [3.2.1/] ist der homogene multivariate Credibility-Pridiktor
von p(0;) firi=1,...,1 durch

——h

w(©) =0 G+ (I-C) R (3.2.90)

gegeben, wobers

I -1
o= (Z Ci) > GGy (3.2.91)
=1 =1

gilt und C; bzw. Gy in (3.2.79) bzw. (3.2.80)) gegeben sind.
Beweis: Siche Bithlmann und Gisler (2005), S. 184. O

Die Erwartungstreue des homogenen Biihlmann-Straub-Pradiktors (3.2.90) fiir die
Kollektiv-Pramie p ist im Gegensatz zur Unverzerrtheit des inhomogenen multiva-
riaten Bithlmann-Straub-Pradiktors (3.2.78) durch die Definition ((3.2.88)) des Unter-

raumes L(DM) erzwungen.

Die Gleichgewichtseigenschaft [3.2.12] des homogenen Credibility-Pradiktors aus dem
eindumensionalen Biihlmann-Straub-Modell gilt auch fiir jede Komponente des mehr-

dimensionalen Modells.

Folgerung 3.2.17 (Gleichgewichtseigenschaft) Unter den Modellannahmen|3.2.14

—— hom
gilt fir jede Komponente p,,(0;) des homogenen mehrdimensionalen Credibility-

46Vg]. |Biihlmann und Gisler| (2005), S. 173 ff.
4"Die Projektion ist hier wie die Projektion aus (3.2.83) komponentenweise zu verstehen.
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Prddiktors

I n n
—— hom
D> wl (@) =30l XL (3.2.92

i=1 j=1 i=1 j=1

fur alle m=1,..., M.

Beweis: Siche Bithlmann und Gisler (2005), S. 184 f. O

Damit stimmt fiir jede Komponente m die Credibility-Pramie fiir das gesamte Portfolio
in den vergangenen n Perioden mit dem Gesamtschadenaufwand iiberein. Dies gilt
unabhéngig von der Wahl bzw. Schitzung der Strukturparameter S und 7', welche fiir

hom

die Berechnung des homogenen Credibility-Schétzers /,L/(GT) benotigt werden.

3.2.4.1 Der MSEP im multivariaten Biihlmann-Straub-Modell

Die Verallgemeinerung des MSEP aus den Abschnitten [3.2.1] und [3.2.3.1] auf mehrere
Dimensionen ist eine MSEP-Matrix der folgenden Gestalt:

Satz 3.2.18 Unter den Modellannahmen [3.2.1]] des multivariaten Bihlmann-Straub-
Modells ist die MSEP-Matriz des multivariaten inhomogenen und homogenen Credibi-
lity- Pradiktors fir die Individual-Pramie pu(0©;) firi=1,...,1 gegeben durch

B|(nE0™ - wie)) - (nE1™ - u(@o)/] _(-cyT (3.2.99)
B| (k60" - wie)) - (w63 - u(@»)'] —(-c)T (3.2.9)

/ —1
x |1+ <Zc;> I-C)|,

i=0
wobei I die M-dimensionale Einheitsmatriz bezeichnet und C; in (3.2.79) gegeben ist.

Beweis: Siehe Bithlmann und Gisler (2005), S. 175 ff. O

Der MSEP des multivariaten inhomogenen bzw. homogenen Credibility-
Pradiktors fiir die Individual-Pramie p(©;) ergibt sich aus der MSEP-Matrix ((3.2.93))
bzw. (8.2.94), in dem die Spur der jeweiligen Matrix gebildet wird. Bei den obigen
Formeln fiir die MSEP-Matrix fillt die strukturelle Ahnlichkeit zu den entsprechenden

Formeln fiir den MSEP im eindimensionalen Bihlmann-Straub-Modell auf.
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3.2.4.2 Schatzung der Strukturparameter

Ein Schitzer fiir die Kollektiv-Prdmie p wurde schon im Zusammenhang mit der Be-
rechnung des homogenen multidimensionalen Credibility-Priadiktors angegeben. Dieser
ist durch die Formel gegeben. In diesem Abschnitt werden die Schétzer der
Strukturparameter S und 7' vorgestellt. Die Diagonalelemente von S und 7' koénnen

auf die selbe Weise wie die Parameter des eindimensionalen Biithlmann-Straub-Modells

2

2 (©,)] das m-te Diagonalelement von S, dann

geschiitzt werden*®. Bezeichnet ¢2, = E [o

ist

1
G= Z pap w” ( GE””) (3.2.95)

S=D ((;2 o ?M>/> (3.2.96)

ein geeigneter Schitzer fiir S. Hierbei bezeichnet Ggm) die m-te Komponente von G;.
Fiir die alternative Annahme (3.2.74)), in der ¥(0;) keine Diagonalmatrix, sondern eine
beliebige Varianz-Kovarianz-Matrix ist, ist die Angabe eines geeigneten Schétzers fiir

S ohne weitere Annahmen nicht méglich.

Die Diagonalelemente T, ,,, = Var (f,,,(0;)) von T" werden geschétzt durch

T = max (T,;m, o) , (3.2.97)
wobei
I (m) 1 (m)
N W) w (I—1)-¢2
T° =a- e G- he gim | — m 3.2.98
2ot ( 2wy @ R (:259)

mit

48Vgl. Biihlmann und Gisler| (2005), S. 185.
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gilt. Ein Schiitzer fiir die Nicht-Diagonalelemente 75, ,, (n # m) von T ist durch*

= frgm—f—j—\"}zm . |f3m+fgm| = -
Thm = sgn T - min %, Tom - Tonm (3.2.99)

gegeben, wobei

= Lowf (n) Iwy (n) (m) Iw?)<>
Tﬁ,m:Ca‘ Z n Gi —Z ,;Gk ’ Gz‘ _Z (;n)Gk

i=1 We, k=1 We k=1 We,e
(3.2.100)
mit )
I (n) (n) -
W W
Cy = i, 1 . 1,0
i)
und
Tsm = cp - ie Gln B ) Gkn . Glm . ) ka
’L:l ws,.) k:1 w£7. k:1 w.,.)
(3.2.101)
mit

I (m) (m)\ \ !
(P w:;
cp = 1,0 1 — 1,0
(Z wﬁ?P( wﬁ??)>

gilt. Hierbei bezeichnet ,sgn“ die Vorzeichenfunktion, welche das Vorzeichen ihres Ar-
guments wiedergibt. Der Schitzer (3.2.99) nimmt den Wert Null an, wenn einer der
beiden Schéitzer fnn oder fmm Null ist. In diesem Fall ist der Schatzer von T, und
damit auch der Schitzer von C;, nicht mehr invertierbar. Alternativ zu kann
fiir die Nicht-Diagonalelemente von 7" auch der Schitzer
. T, +T¢,
T7° = =—

n,m 2

(3.2.102)

verwendet werden. Sowohl die Matrix T = (T\n,m)mmzl 77777 u als auch T° = (ﬁf,m)n,mzl _____ M
miissen fiir M > 3 nicht notwendigerweise positiv definit sein. Die positive Definitheit
kann man mit Hilfe von sogenannten orthogonalen Transformationen sicherstellen. N&-
heres dazu findet man in Biithlmann und Gisler| (2005, S. 186).

Die Schétzfunktionen ;ﬁ:, m =1,..., M, sind erwartungstreu fiir die Diagonalelemente

von S. Auch die Schiitzer 72 T und ffzm sind erwartungstreue Schatzfunktionen

m,m’ T nm

49Vgl. Biihlmann und Gisler| (2005), S. 186.
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fiir die Komponenten von T'. Jedoch sind fmm und 7T, n,m Nicht mehr erwartungstreu.

Ersetzt man schliefslich die Strukturparameter S und 7" im homogenen Credibility-
Pradiktor (3.2.90) durch ihre Schétzungen S und f, so erhilt man fiir das i-te Ri-
siko den multidimensionalen empirischen Credibility-Prddiktor des Biithlmann-Straub-
Modells

~

1(0,) =Ci G, + (I - C)

=N

(3.2.103)
mit

I I
S ) > o

f

. -1
+ D(w;.) 2 SD(WZ-7.)’1/2> :

=N
I
*ﬂ) U

C;

3.2.5 Uberblick iiber weitere Credibility-Modelle

In diesem Kapitel wurden lediglich das Biihlmann-Modell und das ein- und multidi-
mensionale Biithlmann-Straub-Modell vorgestellt. Als das weitverbreiteste Modell in der
Praxis ist das Biihlmann-Straub-Modell, aus dem sich als Spezialfall das Bithlmann-
Modell ergibt, das bedeutsamste Credibility-Modell. Zudem wird auf das multivariate
Biihlmann-Straub-Modell im n#chsten Kapitel im Kontext der Schadenreservierung
zuriickgegriffen, wo es zur Schitzung von Schadenreserven eingesetzt wird. In der
Credibility-Theorie gibt es eine Reihe von weiteren Modellen, von denen die bekann-

testen an dieser Stelle kurz erwahnt werden sollen.

Speziell fiir kleine und mittelgrofe Vertrige ist in vielen Anwendungen der Credibility-
Faktor ziemlich klein. Ist kein Groftschaden in der Beobachtungsperiode aufgetreten,
so unterscheiden sich in diesem Fall die Pramien fiir die einzelnen Vertrige nur sehr
wenig voneinander. Ein einzelner grofier Schaden kann hingegen zu einem sprunghaften
Anstieg der Pramien fiithren, was von den Versicherungsnehmern als unfair empfunden
wird. Tatsdchlich gibt ein Grofischaden nicht viel Aufschluss iiber das wahre Risikoprofil
und sollte nicht die gesamte Pramienberechnung dominieren. Um diesen Schwierigkei-
ten zu begegnen, werden die Beobachtungen geeignet transformiert (bzw. gestutzt).
Der Credibility-Pradiktor wird dann auf die transformierten Beobachtungen angewen-

det®’. Die Idee, transformierte Beobachtungen anstelle der Originalgrofen zu betrach-

50Vgl. dazu Biihlmann und Gisler| (2005)), S. 125.
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ten, geht auf|De Vylder| (1976b)°! zuriick. Er bezeichnete diese Methode als Semilineare
Credibility- Theorie. Auch Gisler| (1980) leistete mit seiner Arbeit einen wesentlichen

Beitrag zur Semilinearen Credibility-Theorie.

In der Versicherungspraxis sind oft hierarchische Strukturen wiederzufinden. Versiche-
rungskollektive sind oft in Klassen unterteilt, die jeweils aus mehreren Gruppen be-
stehen. Die Gruppen konnen sich wiederum aus verschiedenen (Risiko-)Untergruppen
zusammensetzen, welche schlieflich die einzelnen Risiken enthalten. Je nach Geschéfts-
bereich kann die Anzahl der Hierarchiestufen variieren. Dazu passend gibt es hierarchi-
sche Modelle, die fiir die Pramienberechnung verwendet werden. Die sogenannte hier-
archische Credibility wurde von |Jewell (1975) und Taylor| (1979)) eingefiihrt und von
Sundt| (1979, 1980) und Norberg (1986) weiterentwickelt. Wie in diesem Zusammen-
hang die Hilbert-Raum-Theorie eingesetzt wird, kann man beispielsweise in |[Biithlmann
und Jewell (1987) nachlesen.

Oft ist in der Entwicklung der Hohe der Schadenvariablen und damit auch in der Héhe
der Individual-Pramien ein zeitlicher Trend zu beobachten. Dieser konnte von den bis-
her vorgestellten Modellen aufgrund der zeitlichen Homogenitdtsannahme beziiglich der
Individual-Prémie nicht erfasst werden. Allein durch die oft starke Inflation in vielen
Bereichen ist ein solcher Trend gerechtfertigt. Auch andere Griinde, wie beispielswei-
se in der Kfz-Haftpflichtversicherung, wo sich die Fahrfertigkeiten eines jungen Fahrers
iiber die Zeit verbessern bzw. ab einem bestimmten Alter wieder verschlechtern®, spre-
chen fiir einen zeitlichen Trend in der Entwicklung der Schadenhéhen bzw. der Pra-
mienhohen. Hierfiir sind Credibility- Regressionsmodelle geeignet. Das bekannteste Re-
gressionsmodell ist das Modell von [Hachemeister (1975), welches durch ein praktisches
Problem, das Prognostizieren der durchschnittlichen Schadenhéhe fiir Korperschédden
in der Auto-Haftpflichtversicherung fiir verschiedene US-Staaten, motiviert war. Eine
Verbesserung, die zu einer hoheren Akzeptanz des Modells in der Praxis fiihrte, wurde

tiber 20 Jahre spéter von Biithlmann und Gisler| (1997) vorgenommen.

Um die Berechnungen von Credibility-Pradiktoren effizienter zu gestalten, bieten sich
rekursive Formeln an. Denn sie beziehen beim Hinzukommen von neuen Beobachtun-
gen die schon berechneten Prédiktoren aus der Vorperiode ein. Auf diese Weise ist
das Abspeichern aller Werte aus der Vergangenheit nicht nétig. Auch viele aufwendige

Berechnungen lassen sich damit vermeiden. Eine der ersten Arbeiten, die sich mit der

51Giehe auch De Vylder und Ballegeer| (1979).
2Vgl. [Merz| (2004), S. 94 f.
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Bestimmung einer Rekursions-Formel fiir Credibility-Schétzer beschiftigt, ist die von
Gerber und Jones| (1975b). Es folgten viele weitere Beitrige auf diesem Gebiet. Siehe
z.B. Sundt| (1981, 1982), |De Jong und Zehnwirth| (1983)), Mangold| (1987)), Merz (2004).

Die meisten Credibility-Modelle haben gemein, dass die Zeitindizierung der Beobach-
tungen bzw. Schadenvariablen als diskret und dquidistant angenommen wird. Tatsé&ch-
lich kann ein Schaden in der Realitit zu jedem beliebigen Zeitpunkt eintreten. Die
Anzahl der moglichen Schadenszeitpunkte ist demnach weder endlich, noch sind die
Schadenzeitpunkte dquidistant. Der Nachteil der diskreten Zeitindizierung wird durch
die Credibility-Modelle mit einem stetigen Zeitparameter beseitigt. Siehe dazu Norberg
(1992), Merz| (2004, 2005) und Maier und Merz| (2008)).

Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die hier erwihnten diskreten Credibility-Modelle
findet man z.B. in [Biihlmann und Gisler| (2005). Eine Ubersicht weiterer Methoden
zur Pramienberechnung, wie etwa Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassifikation
oder Bonus-Malus-Systeme, ist beispielsweise in Mack| (2002), |[Kaas et al.| (2008) oder
Schmidt| (2006b)) zu finden.



Kapitel 4
Schadenreservierung

In der Nichtleben-Versicherung stellt das Reserverisiko oftmals den bedeutendsten Ri-
sikobereich dar. Allein aufgrund dessen, dass die Schadenreserven eines Nichteben-
Versicherers im Allgemeinen den groften Posten auf der Passivseite der Bilanz ausma-
chen, ist eine angemessene Quantifizierung des Reserverisikos von besonderer Relevanz

fiir die Risikosituation des Unternehmens.

Das Kapitel beginnt mit einer Erlauterung der Grundlagen und der Bedeutung der
Schadenreservierung. Im zweiten Abschnitt wird das multivariate Biihlmann-Straub-
Modell auf das Schadenreservierungsproblem fiir abhédngige Versicherungsportfolios an-
gewendet. Dieses multivariate Modell erlaubt eine Prognose der zukiinftigen Schadens-
zahlungen (Schadenreserven) sowie die Bestimmung der Schétzgenauigkeit in Form des
bedingten mittleren quadratischen Fehlers (des bedingten MSEP) aller betrachteten
Versicherungsportfolios. Die Resultate werden anhand eines Beispiels verdeutlicht und
den Ergebnissen aus dem multivariaten Chain-Ladder-Modell und dem multivariaten

Additive-Loss-Schadenreservierungsmodell! vergleichend gegeniibergestellt.

Obwohl Credibility-Methoden &ufserst niitzlich bei der Betrachtung verschiedener ab-
hingiger Versicherunsportfolios sind, gibt es keine Arbeiten, in denen multivariate
Credibility-Modelle im Schadenreservierungs-Kontext verwendet werden. Diese Liicke
wird durch dem Beitrag von [Maier und Merz| (2009) geschlossen, der auch die Grund-

lage fiir die Ausfiihrungen in diesem Kapitel ist.

! Fiir die beiden multivariaten Modelle siehe Wiithrich und Merz (2008), Kapitel 8.
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4.1 Grundlagen und Bedeutung der Schadenreservie-

rung

Bei Nichtleben-Versicherern liegt normalerweise eine mehr oder weniger grofte Zeit-
spanne zwischen der Pramieneinnahme (und damit auch dem Schadeneintritt bzw. der
Schadenverursachung) und der vollstéandigen Regulierung des Schadens. Diese Schaden-
abwicklungsdauer ist in vielen Branchen, wie z.B. Sachversicherung oder Kfz-Kasko,
relativ kurz (ca. 1-3 Monate), sie kann aber in manchen Branchen, wie Kfz-Haftpflicht,
allgemeine Haftpflicht oder Unfallversicherung, durchaus auch mehrere Jahrzehnte an-
dauern. Es sind hauptséchlich zwei Ursachen, die zur langen Abwicklungsdauer beitra-

gen?:

e Der Schaden ist eingetreten, wurde aber noch nicht gemeldet (IBNR: incurred
but not reported). Solche Schiden werden oft erst viele Jahre nach ihrer Verur-
sachung bemerkt. Griinde fiir die spite Manifestation dieser Schiaden koénnen bei
Personenschéden Verletzungen sein, die erst spiter erkannt oder mit dem Unfall
in Verbindung gebracht werden, wie z.B. Spéatfolgen oder psychische Traumata.
Bei Sachschiden konnen es Konstruktionsfehler sein, die sich z.B. erst nach einem

Erdbeben zeigen.

e Der Schaden ist gemeldet, aber die endgiiltige Schadenhdhe steht zum Zeitpunkt
des Schadeneintritts noch nicht fest (IBNER: incurred but not enough reserved).
Dies kann z.B. am noch offenen Ausgang eines Gerichtsprozesses oder am unge-

wissen Verlauf einer Krankheit liegen.

Ein Versicherungsunternehmen, das erfahrungsgemif mit IBNR-Schiden zu rechnen
hat, muss eine Schadenriickstellung fiir diese Schiden, auch IBNR-Reserve genannt,
bilden. Fiir jeden Schaden, der zwar gemeldet, dessen Hohe aber noch nicht defini-
tiv bekannt ist, stellt ein Schadenbearbeiter, aufgrund seiner Erfahrung mit d&hnlichen
Schéden, eine Finzelfallreserve ein. Da die Einzelfallreserve unter Umstidnden nicht
ausreichend ist, wird fiir diese Schiden ebenfalls eine Riickstellung gebildet, die als
IBNER-Reserve bezeichnet wird. Beide Schadenarten werden zusammen als Spdtschd-
den bezeichnet. Entsprechend dazu verwendet man fiir beide Reservearten den Begriff

der Spdtschadenreserve, deren Bestimmung Gegenstand der Schadenreservierung ist.

Die Spéatschadenreservierungsproblematik ist in der Schadenezzedenten-Rickversiche-

rung, welche haufig in Haftpflicht-Branchen anzutreffen ist, besonders stark ausgeprégt.

2 Vgl. [Wiithrich und Merz| (2008)), S. 3.
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Hierbei wird pro Schadenfall eine Schadensgrenze (Prioritdt) vereinbart, bis zu deren
Hohe der Erstversicherer den Schaden selber trégt, der iibersteigende Schadenanteil
wird vom Riickversicherer iibernommen. Alle Schiden, bei denen zu erwarten ist, dass
sie die Prioritdt iibersteigen, miissen dem Riickversicherer gemeldet werden. Jedoch
ist bei einem Schaden sehr oft lange nicht erkennbar, ob er die Prioritdt {ibersteigen
wird, was zur Verstarkung der IBNR-Problematik beim Riickversicherer beitrdgt. Denn
Schiden, die zwar dem Erstversicherer bekannt sind, aber dem Riickversicherer nicht

gemeldet werden, konnen letzten Endes doch die Prioritiit iibersteigen®.

Eine wichtige Aufgabe der Schadenreservierung ist die Prognose der Spatschadenreser-
ve bzw. des Endschadenstands. Diese wird fiir die Erstellung der Rechnungslegung
sowie fiir die risikogerechte Pramienberechnung bendétigt. Auch fiir Solvabilitéitsbe-
trachtungen, insbesondere fiir die Bestimmung des Skonomischen Zielkapitals ist die

Schitzung des Endschadenstands von Bedeutung®.

Die Quantifizierung des Reserverisiko anhand vom (bedingten) Prognosefehler ist ei-
ne weitere bedeutende Aufgabe der Schadenreservierung. Insbesondere die Messung
des einjdhrigen Reserverisikos ist aufgrund moderner Solvenzanforderungen im Rah-
men von Solvency IT oder dem Swiss Solvency Test (SST) ein zentrales Thema fiir alle
Nichtleben-Versicherer®. Des Weiteren kann der Schiitzer des Prognosefehlers, zusam-
men mit einer moglichst genauen Prognose der Schadenreserve (Best Estimate Progno-
se), bei der Bestimmung des Marktwertes® fiir die Schadenreserven verwendet werden”.
Der Hintergrund hierfiir ist die in Solvency II geforderte marktkonsistente Bewertung
von Aktiva und Passiva. Die Quantifizierung der Unsicherheiten bei der Prognose der
Spatschadenreserve ist auch im Hinblick auf die Vergleichbarkeit von Prognoseergeb-

nissen verschiedener Schadenreservierungsverfahren unentbehrlich.

Wie am Anfang des Kapitels schon erwihnt, stellen die Schadenreserven im Allgemei-
nen den groften Passivposten in der Bilanz eines Nichtleben-Versicherers dar. Sie kon-
nen die Pramien eines Geschéaftsjahres weit {ibersteigen und auch das vorhandene Ei-

genkapital iiberschreiten. Eine kleine prozentuale Verdnderung der Schadenriickstellung

3 Vgl. Mack! (2002), S. 222.

4 Siehe dazu auch |AISAM-ACME (2007).

> Siehe dazu auch AISAM-ACME]| (2007), SST| (2006) oder [Wiithrich et al.| (2008).

6 Der Marktwert setzt sich zusammen aus dem Best-Estimate Zeitwert (diskontierter bester Schitz-
wert) und einer Risikomarge, die mit Hilfe einer Schitzung des Prognosefehlers bestimmt werden

kann.
7 Siehe dazu [AISAM-ACME]| (2007).
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kann somit einen betrichtlichen Einfluss auf den Gewinn haben. Oft waren in der Ver-
gangenheit unzureichende Schadenreserven die Hauptursache von Insolvenzen von Ver-
sicherungsunternehmen. Dies alles zeigt die hohe Bedeutung der Schadenreservierung,
fiir die eine gute Kenntnis der stochastischen bzw. aktuariellen Schadenreservierungs-

Methoden unerlasslich ist.

Alle Schadenreservierungsmodelle versuchen aus dem bisherigen Schadenverlauf ein
Muster bzw. einen Trend zu erkennen und diesen auf die Zukunft zu iibertragen.
Falls wiahrend der betrachteten Jahre Trend- oder Strukturbriiche vorkommen, die
beispielsweise durch Anderungen der Schadenregulierung oder Rechtsprechung verur-
sacht werden, liefern simtliche Modelle keine verlisslichen Ergebnisse®. Auch die Aus-
wirkungen der Inflation auf die Resultate sind nur schwer abzuschétzen. Aus diesen
Griinden sollten die Daten vor Anwendung eines Schadenreservierungsverfahrens von
Trend- bzw. Strukturbriichen und Inflation bereinigt werden. In den stochastischen
Schadenreservierungs-Methoden wird stets davon ausgegangen, dass die Daten von

solchen Anderungen bereinigt sind.

In der Schadenreservierung werden die Schadendaten eines Versicherungsportfolios
meist in einem Abwicklungsdreieck (run-off Dreieck) dargestellt, das die Grundlage
fast aller Reservierungsverfahren bildet. Ein Abwicklungsdreieck hat die in Abbildung
[41] veranschaulichte Struktur.

Anfall- Abwicklungsjahr j
jahr ¢ 0 1 j o J—1 J

0

Realisierungen der C; ; oder X ;
(i+37<1)
I—j
Prognostizierte Werte fiir
I CZ'J' oder Xi,j (Z +7 > I)

Abbildung 4.1: Abwicklungsdreieck

8 Vgl. hierzu Mack]| (2002), S. 223.
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Hierbei werden die Schadendaten nach dem relativen Anfall- oder Zeichnungsjahr zei-
lenweise und nach der relativen Abwicklungsdauer spaltenweise in dem Abwicklungs-
dreieck eingetragen. Genauer, das erste betrachtete relative (Anfall-)Jahr ist das Jahr 0,
das aktuelle Jahr ist das Jahr I, so dass man insgesamt [ 4+ 1 Anfalljahre (i =0,...,1)
hat. Die relativen Abwicklungsjahre j = 0,...,J geben die Dauer vom Entstehungs-
jahr der Schiaden bis zu den jeweiligen Schadenszahlungen wieder. Dementsprechend
befinden sich auf den Diagonalen des Abwicklungsdreiecks die Schadendaten eines
(Geschéfts-)Jahres. Mit X, ; bezeichnet man entweder die im Abwicklungsjahr j ge-
leisteten Schadenzahlungen fiir Schiden aus dem Anfalljahr ¢ oder die geleisteten Zah-
lungen zuziglich dem Differenzbetrag aller Anderungen der Einzelfallreserven. Enspre-
chend dazu bezeichnet C;; entweder die bis einschlieflich zum j-ten Abwicklungsjahr
kumulierten Schadenzahlungen fiir Schiden aus dem i-ten Anfalljahr oder die kumu-
lierten Schadenaufwendungen (Schadenzahlungen zuziglich Einzelfallreserven). Es gilt

somit .
J

Betrachtet man nur die Schadenzahlungen, ohne die Einzelfallreserven zu beriicksichti-
gen, so spricht man von Paid-Daten, andernfalls spricht man von Incurred-Daten. Die
Paid-Daten beinhalten keine Schitzungen, was die Prognose manchmal zuverldssiger
erscheinen ldsst. Auferdem konnen im Fall von Paid-Daten die Werte X ; (Schaden-
zuwéchse) als nichtnegativ angenommen werden. Im Hinblick auf die Modellwahl ist
das oft von Vorteil, da viele Schadenreservierungsverfahren positive Zuwéchse X ; vor-
aussetzen. Uberdies kann man anhand des vervollstindigten Paid-Abwicklungsdreiecks
erkennen, wann die Spéatschadenreserve voraussichtlich ausbezahlt werden muss. Bei
Verwendung von Incurred-Daten kann man hingegen viel frither die endgiiltige Hohe
des Schadens C; ; erkennen. Man kommt bei Incurred-Daten auch mit deutlich weni-
ger Anfall- bzw. Abwicklungsjahren als bei Paid-Daten aus. Beides gilt allerdings nur,

wenn die Einzelfallreserven angemessen angesetzt werden®.

Die Schadenvariablen (Schadenzahlungen oder -aufwendugen) sind Zufallsvariablen, fiir
die durchweg vorausgesetzt wird, dass sie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)
definiert sind und eine endliche Varianz besitzen. Sie sind also Elemente des Hilbert-
Raumes L?(Q, F, P). Weiterhin wird angenommen, dass das letzte Abwicklungsjahr .J
ist, d.h. es gilt X;; = 0 fiir alle j > J. Zur Vereinfachung der Notation und Formeln

wird im Folgenden stets angenommen, dass I = J gilt. Alle Ergebnisse dieses Kapitels

9 Vgl. hierzu Mack| (2002), S. 225 f.
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konnen jedoch auf den Fall I > J verallgemeinert werden.

Das Ziel jedes Schadenreservierungsverfahrens ist es, aufgrund der vorhandenen Beob-

achtungen im oberen Abwicklungsdreieck
Dy ={Xi; € (Q.F, P); i+j<I} (4.1.2)

die zukiinftigen Schadenvariablen X;; (i + j > I) im unteren Abwicklungsdreieck zu
prognostizieren. Daraus kann man eine Prognose des Endschadenstandes C; ; sowie der

Spétschadenreserve
J

Ri - Z X@j - CZ',J - Ci,]—i (413)

j=I—i+1

fiir jedes Anfalljahr i = 1, ..., bestimmen.

Welche Methode fiir welche Art von Daten die besten Ergebnisse liefert, kann nur von
einem Aktuar mit viel Erfahrung beurteilt werden, der {iber eine gute Kenntnis des
Geschétfts verfiigt. Aus diesem Grund beschéftigt sich dieses Kapitel nicht mit der
geeigneten Modellauswahl, sondern beschrinkt sich auf die Entwicklung eines neuen

stochastischen Schadenreservierungsverfahren.

4.2 Das multivariate Buhlmann-Straub-Modell in der

Schadenreservierung

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Schadenreservierungsproblematik im mul-
tivariaten Zusammenhang. Genauer gesagt, wird das multivariate Biithlmann-Straub-
Modell fiir die simultane Prognose der Schadenreserven aus M verschiedenen, abhéngi-
gen Abwicklungsdreiecken verwendet. Im Rahmen dieses Modells erfolgt eine Prognose
der Endschadenstinde sowie eine Quantifizierung des Reserverisikos aller M Subport-
folios in Form einer Schitzung des bedingten Mean Square Error of Prediction. Die
analytischen Ergebnisse werden mit Hilfe eines Beispiels verdeutlicht und mit den
Resultaten des multivariaten Chain-Ladder-Modells und des multivariaten Additive-
Loss-Schadenreservierungsmodells? verglichen. Dieser Abschnitt ist aus Griinden der
Ubersichtlichkeit so organisiert, dass zunichst die Ergebnisse ohne Beweise vorgestellt
werden, zum Ende des Kapitels werden dann die Beweise geliefert. Die Ausfiihrungen
dieses Abschnittes folgen zum Grofteil dem Artikel von Maier und Merz| (2009). Dar-

10R{ir die beiden multivariaten Modelle wird auf [Wiithrich und Merz| (2008), Kapitel 8, verwiesen.
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iiber hinaus werden noch einige erginzende Resultate préasentiert, die den homogenen
Credibility-Pradiktor betreffen.

Um ein moglichst homogenes Abwicklungsverhalten zu erhalten, werden die aus Scha-
dendaten bestehenden Versicherungsportfolios (sogenannte run-off Portfolios) in Sub-
portfolios aufgeteilt. Diese Segmentierung muss laut Solvency II zumindest nach Ge-
schiftsfelder erfolgen!'. Im Hinblick auf die Homogenitiit des Abwicklungsverhaltens
ist oft eine detailliertere Aufteilung, z.B. nach Abwicklungsdauer oder Schadenhohe
(Normal- und Grofischéden), sinnvoll. Durch die simultane Betrachtung aller run-off
Subportfolios werden Abhangigkeiten zwischen den Subportfolios beriicksichtigt. Zu-
dem wird dadurch die Schitzung der Schadenreserven und den damit verbundenen
Unsicherheiten fiir das gesamte run-off Portfolio ermoglicht. Die Schéitzung der Scha-
denreserve fiir das gesamte Portfolio ergibt sich bei multivariaten Verfahren durch
Addition der Schitzungen fiir die Schadenreserven der Subportfolios. Dagegen stimmt
die Summe der univariaten Schitzungen fiir die Schadenreserven der Subportfolios
im Allgemeinen nicht mit der univariaten Schiatzung der Schadenreserve des gesamten
Portfolios iiberein'2. [Holmberg| (1994) war vermutlich der erste, der sich mit abhéngigen
run-off Portfolios beschiftigt hat. Spéater wurden von Halliwell (1999) und von (Quarg
und Mack (2004)) bivariate Modelle vorgeschlagen, in denen der Zusammenhang zwi-
schen Paid- und Incurred-Daten eines run-off Portfolios untersucht wurde. Multivariate
Schadenreservierungsverfahren, die sich mit der Verallgemeinerung des in der Praxis
weit verbreitenen Chain-Ladder Verfahrens'? befassen, wurden von Braun|(2004)), [Pr6hl
und Schmidt| (2005), Schmidt| (2006a), Merz und Wiithrich (2007, 2008¢) behandelt.
Weitere multivariate Methoden in der Schadenreservierung wurden von |Brehm (2002),
Kirschner et al.| (2002), Taylor und McGuire| (2007), Hess et al.| (2006)), Mildenhall
(2006)), Merz und Wiithrich| (2008alb) vorgestellt.

Da zum einen mit Hilfe von Credibility-Verfahren externe Informationen'! mit in-
ternen Beobachtungen kombiniert werden kénnen und zum anderen die Credibility-
Pradiktoren intuitiv und einfach zu berechnen sind, also den Praxisanforderungen ge-
recht werden, sind Credibility-Modelle fiir Schadenreservierungsprobleme geeignet. Im

univariaten Fall wurden schon Credibility-Methoden in der Schadenreservierung ver-

USiehe GDV/ (2008).

12Siehe z.B. |Ajne| (1994), [Klemmt| (2005) fiir das Chain-Ladder Verfahren.

13Giehe Mack 1993 fiir das stochastische, verteilungsfreie Chain-Ladder-Modell. Das wird auch als
Mack-Modell bezeichnet.

Y“In der Credibility-Theorie sind die externen Informationen durch ein Risiko-/Strukturparameter
gegeben.
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wendet, sieche z.B. Benktander| (1976)), |[De Vylder (1982)), |Witting (1987), Neuhaus
(1992), Mack| (2000) und |Gisler und Wiithrich|(2008). Multivariate Credibility-Modelle

kamen dagegen in der Schadenreservierung noch nicht zum Einsatz.

4.2.1 Abwicklungsdreieck und Notation

Im Folgenden wird angenommen, dass ein run-off Portfolio aus M > 1 Abwicklungsdrei-
ecken der selben Grofe besteht. Jedes Dreieck hat die in Abbildung[4.2] veranschaulichte

Struktur.

Anfall- Abwicklungsjahr j
jahr i 0 1 j oo J=1 J
0

Realisierungen der C’i(g-l) oder XZ.(ZL)

(i+j<T)

Prognostizierte Werte fiir
I " oder X" (i +j > 1)

Abbildung 4.2: Das m-te Abwicklungsdreieck

Mit Xi(;-”) € L*(Q, F, P) werden die Schadenvariablen des Anfalljahres ¢ € {0,..., 1}
und Abwicklungsjahres 7 € {0,...,J} fiir das run-off Subportfolio m € {1,..., M}
bezeichnet. Die kumulierten Schiden des Abwicklungsdreiecks m fiir das Anfalljahr ¢

bis zum Abwicklungsjahr j werden mit
(m) : (m)
o =X (4.2.1)
k=0
bezeichnet.
Zum Zeitpunkt I liegen iiblicherweise die Beobachtungen

Dﬁh:{wm¢+jg1} (4.2.2)

VA

fiir das run-off Subportfolio m € {1,..., M} vor. Insgesamt kann im Jahr I auf die
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Beobachtungen aus allen Subportfolios zuriickgriffen werden, die durch

M
DY =) Dy (4.2.3)

m=1

gegeben sind. Die Beobachtungen der M run-off Subportfolios werden fiir die weiteren

Betrachtungen in Vektorform geschrieben. Hierzu werden die M-dimensionalen Zufalls-

vektoren
/
X, = (X}j.), o ,X}ﬁ“) e L2M(Q, F, P) (4.2.4)
und
RN
Ci, = (q.(;), o ,C}é””) e [2M(Q, F, P) (4.2.5)

definiert. Dabei bezeichnet L>*(Q,F, P) den Raum aller M-dimensionalen Zufalls-
vektoren, deren zweites Moment existiert. Der Vektor der Schadenreserven ist fiir die
Anfalljahre ¢ = 1,..., I durch

J
/
<R§1)> e RE]M)) - Z Xid = Ci,J - Ci,[—i (426)

j=I—i+1

R,

definiert. Weiterhin wird der M-dimensionale Vektor bestehend aus Einsen mit 1 =

(1,...,1) € RM und die M x M-dimensionale Einheitsmatrix mit I bezeichnet.

4.2.2 Modellbildung

Aufgabe von multivariaten Schadenreservierungsverfahren ist es, den Endschadenstand
C., (und damit auch die Schadenreserve R;) fiir jedes Anfalljahr ¢ € {1,...,I} zu
prognostizieren. Verwendet man in diesem Zusammenhang den Credibility-Ansatz,
so bedeutet dies, dass der bestmogliche Pradiktor unter allen M-dimensionalen Pré-
diktoren, deren Komponenten affin-linear in den Komponenten der Beobachtungen
X1, .., X, —;sind, zu bestimmen ist. Diesem Problem geht man im Rahmen des mul-
tivariaten Biihlmann-Straub-Modells nach. Hierzu werden Zufallsvariablen ©; (Risiko-
parameter, latente Variablen) eingefiihrt, die das Risiko der verschiedenen Anfalljahre
i =0,...,I charakterisieren. D.h. sie geben an, ob ein Anfalljahr gut oder schlecht ist.
Zusétzlich wird fiir jedes Abwicklungsdreieck m € {1,..., M} ein (unbekanntes) Scha-
denabwicklungsmuster (7](-7”) =0,
des jeweiligen Abwicklungsjahres j angibt, d.h. es gilt fy](m) =F [Xi(gl) / pim)}. Hierbei
bezeichent ,ugm) den erwarteten Endschadenstand E [Cf?;)] des i-ten Anfalljahres, fiir

den vorausgesetzt wird, dass er bekannt ist bzw. a priori Schétzungen fiir ihn vorliegen.
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Die erwartete Schadenquote bis zum Abwicklungsjahr 7 wird mit ﬁj(m) bezeichnet. Es

wird also

%gm) ﬁ(m)>0 und %( )=5§m)—ﬁ§’ff>0 firj=1,...,J

angenommen. Damit gilt

W =B |C| =B x5 /4] >0

und
J J
S = B[ ] = B[] e = 1
=0 =0

fiirallem =1,..., M. Gegenstand der weiteren Betrachtungen sind nun die normierten
Beobachtungen

ym — b (4.2.7)

b (m) (m)’
Vi

1=0,...,1,5=0,...,J. In Vektorform hat man also

1 (M !
= (o0, )

8, = (87, )
;= (uil)w--,ul )
Vi = (v a0y
Fiir die normierten Beobachtungen gilt somit fiir alle t =0,...,/ und 7 =0,...,J
Y., =D(w;;) "X, (4.2.8)
wobei w; ; = (w;lj), o ,wfj”))/ mit wl(?) = 7](- ud™ fiir alle m = 1,..., M gilt und

die Diagonalmatrix D(w; ;)" in (3.2.71)) definiert ist. Mit diesen Angaben kann man
die Modellannahmen des Biihlmann-Straub-Modells fiir die normierten Beobachtungen

formulieren.
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Modellannahmen 4.2.1 (Multivariates Biithlmann-Straub-Modell in der

Schadenreservierung)

(a) Bedingt gegeben ©; sind Yo, ..., Y, unabhingig mit

E[Y;;| 0] = p(©;) (4.2.9)
Var (Y] 0;) = D(Wijes) /- 2(6;) - D(wijes) />
03(84)
AP g 0
i,j,f,(g
0 - :
=| - , (4.2.10)
: S 0
0 0 2o
W; 56,8

5
wober wngg’é = ’y](m)gugm) fir geeignete Ezponenten & € [0,2] und 6 > 0 gilt.

3(0;) ist die M x M-Diagonalmatriz mit den Diagonalelementen (o7(0;), ..
012w<@z'))/'

(b) Die Zufallsvektoren (@i, Yig, .- ,Y;J)7 i=0,...,1 sind unabhdingig und die la-

tenten Variablen ©g, ... O sind unabhdingig und identisch verteilt.

)

Die Gleichung (4.2.9) impliziert, dass alle erwarteten (bedingten) Schadenquoten des
i-ten Anfalljahres,

£ [ 0] = i) 4
aufgrund des Terms p,,(0©;) stets groker oder kleiner als die eines anderen Anfalljahres

k sind, d.h. es gibt Anfalljahre die systematisch besser oder schlechter als andere sind!®.

Aus Annahme (4.2.10) folgt

i,J

Var (X“”’

2— 2—6

fiirallei =0,...,1I, 5=0,...,J und m = 1,..., M. Durch eine entsprechende Wahl
des Parameters ¢ kann beispielsweise eine Verringerung der Varianz der Schiden mit
steigendem j (Abwicklungsjahr) beriicksichtigt werden. Auferdem wird in (4.2.10)) die

bedingte Unkorreliertheit der Komponenten von Y, ;, gegeben ©;, angenommen.

15Vgl. dazu auch [Mack, (2002), S. 237.
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Aus den Modellannahmen folgt fiir die normierten Beobachtungen
ElY,;;]=FEp©,)]=1 (4.2.12)

und fiir die kumulierten Schaden

E[Ci;1©:] = D(8;) D(p;) p(6:) (4.2.13)
ECi;] =D(By) m; (4.2.14)
fiir alle=0,...,7 und j =0,...,J. Daraus erhilt man fiir die Schadenreserven
E[R;| 6] :(D(BJ) - D(ﬁ[-i)) D(p;) 1(0;) (4.2.15)
E[R;] :(D</BJ) - D(BI—i)) Ky (4.2.16)

firalle 1=0,...,1.

——cred
Den M-dimensionalen Credibility-Pradiktor pu(©;)  von w(©;) erhdlt man durch
das Minimieren des MSEP (3.2.75) unter allen M-dimensionalen Pridiktoren 7 =

(2\1, e EM)', deren Komponenten Z;, affin-linear in den Komponenten der Beobach-
tungen X, ..., X;;_; sind'®. Es ist also das Minimierungsproblem
———cred . ~
p(©;) = argmin msep, g, (%) (4.2.17)
ZeL(DM 1)
mit
I I-i M
L(DY 1) = {z Zi=00+»_ > > alX" ag,al™ e R} (4.2.18)
i=1 j=1 m=1

zu 16sen. Mit den Strukturparametern

s = E[z(e1)]
T = Var(p(6;))

und durch das Ersetzen der Gewichte w;’f) und der Beobachtungen Xl-(y) in Satz|3.2.15
(m)

i7j7£
alle m = 1,..., M erhilt man den folgenden Credibility-Pradiktor:

durch die neuen Gewichte w; ;. s bzw. durch die normierten Beobachtungen Yl(;n) fiir

16Sijehe auch Abschnitt S.
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Satz 4.2.2 (Inhomogener multivariater Biihlmann-Straub-Pradiktor in der

Schadenreservierung)

Unter den Modellannahmen[4.2.1]ist der inhomogene multivariate Credibility- Pradiktor
von w(©;) firi=1,...,1 durch

—— cred
gegeben, wobei
I—i 7(1)5*1 I—i Py(M) !
_ J (1) J (M)
GZ — Zﬂ le] 7...72—(]\4) X’L,] (4.2.20)
j=0 B[_i,g My =0 ﬁ]—i,g M

G = T(T+D(B;, ) "D(p) 7 § D() 2 DB, 7?) (4221)

I—i
m m £
B = Z e (4.2.22)
i=
!/
Broie= (51 ier B 25) (4.2.23)

gilt.

Der komprimierte Beobachtungsvektor G; ist hier als gewichtetes Mittel der normier-
ten Beobachtungen des i-ten Anfalljahres iiber alle Abwicklungsjahre j =0,...,1 —1
definiert, d.h. es gilt

!/

S Phies N~ Yihes an
— 4,758 2,7
G= |2l Y Z_—M) Y
20D Wi e s 7= Oz i iEs

Aufgrund der Unabhingigkeitsannahme [1.2.1(b) zwischen den Anfalljahren hiingt G;

nur von den Beobachtungen des i-ten Anfalljahres ab.

Des Weiteren ist der Credibility-Pradiktor (4.2.19) erwartungstreu fiir E[u(©;)] = 1.
Auferdem gilt fiir den gemischten Term aus (4.2.21]) die Gleichheit

2

Si
o ’
D(B; ;) "D (1)~ S D(p,)*PD(B; ;) =
0 B(M;M(M)(S

1251
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mit ¢ = E[02,(0,)].

m

Der homogene multivariate Credibility-Pradiktor in der Schadenreservierung lautet wie

folgt (siehe dazu auch Satz [3.2.16):

Satz 4.2.3 (Homogener multivariater Biihlmann-Straub-Priadiktor in der

Schadenreservierung)

Unter den Modellannahmen ist der homogene multivariate Credibility- Pradiktor
von w(©;) firi=1,...,1 durch

——h

w(O)  =C G+ (I-C) R (4.2.24)

gegeben, wobei

I -1
b= (Z (J,») payetes (4.2.25)
i=1 =1

gilt und C; sowie G; in Satz[{.2.9 gegeben sind.

hom

Anmerkungen zum Credibility-Pradiktor p,/(@\z)

e Den homogenen Credibility-Pradiktor (4.2.24) verwendet man vor allem dann,
wenn der Erwartungswert E[Y, ;| aus den Daten geschétzt werden soll. In diesem

Fall ist der Raum der zuldssigen Pradiktoren durch

I I—-i M

Zi=3%_ 3% aPX), ol eR B [Zg} = 1} (4.2.26)

i=1 j=1 m=1

~

L) - {z

——hom

gegeben. Der Pradiktor u(©;)  minimiert nun den MSEP unter allen Préadik-
toren aus L(DM), d.h. es gilt

——hom ~
p(©;) = argminmsep, g, (Y) (4.2.27)
YeL(DM)

(siche dazu auch Abschnitt [3.2.4)).

e Der homogene Credibility-Pradiktor (4.2.24)) ist aufgrund der Definition des Raum-
es L(DY) erwartungstreu fiir E[u(0;)] = 1.

e Fiir den Schitzer pu werden im Gegensatz zu G; die Beobachtungen aller Anfall-

jahre benotigt.
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Fiir eindimensionale Beobachtungen und ¢ = 1 vereinfachen sich die Préadiktoren
(4.2.19) und (4.2.24) zu eindimensionalen Pradiktoren, die schon in der Schadenre-
servierung verwendet wurden. Siehe dazu [Wiithrich und Merz (2008] Kapitel 4.5).

Im Falle, dass die a priori Erwartungswerte p,,...,p; fiir alle Anfalljahre identisch
sind (pg = --- = p; = p), werden anstelle der normierten Beobachtungen (4.2.8) die
Zufallsvektoren

Y, =D(v;) ' X,
betrachtet. Die Modellannahmen (4.2.9) und (4.2.10) werden entsprechend in

E[Y:;0i] = p(©:) (4.2.28)

Var (Y;;]©;) = D(v,)"? £(6;) D(v,) "> (4.2.29)

modifiziert. In diesem Fall gilt E[Y; ;] = E[p(0;)] = p und

E[Ci;16i] = D(8;) pn(©;)
[Cu] =D(B ) T
O] :(D -D(B I—i)) 1(0;)
[R] :(D - D(B I—i)) [

Der inhomogene und der homogene Credibility-Pradiktor sind dann durch

_—— cred

p(©) =CGi+(I-C)p (4.2.30)
———hom
p(©;)  =0C; Gi+(-0C)p, (4.2.31)
gegeben, wobei
I—i -1 I—i e-1
G, = ]7(1—) Xi(;), e F— Xi(’]y) (4.2.32)
ﬁlﬂ',g ﬁl 0§
-1
Ci = T(T+D(B_.¢) " S D(B,_0) ) (4.2.33)

i = (i Cz)_ ic G (4.2.34)



70 4. Schadenreservierung

gilt. Ist der a priori Erwartungswert p bekannt, dann verwendet man den inhomogenen
Préadiktor (4.2.30)). Bei unbekanntem g geht man zum homogenen Credibility-Pradiktor
(4.2.31)) iiber, in dem ein Schétzer fiir den erwarteten Endschadenstand p eingebaut ist.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird von unterschiedlichen a priori Erwartungswerten
Ko - - -, oy ausgegangen. Fiir die Bestimmung eines Schétzers fiir die Spatschadenre-

serve werden noch Schitzungen fiir die Parameter v; bzw. 3; (siche (4.2.15))) benotigt.

Ein unverzerrter Schatzer fir v; ist fir alle j =0,..., J durch
=\ '
7;=D <Z m-) > Xy (4.2.35)
i=0 i=0
gegeben. Demzufolge ist
J
B,=) W (4.2.36)
k=0
fiir alle j =0,..., J ein unverzerrter Schétzer fiir 3;. Fiir M = 1 vereinfachen sich die
Formeln (4.2.35)) und (4.2.36)) zu
I—j I—j R J
Vi = ZXZ',J'/ZM und 3 = Z%a
i=0 i=0 k=0

die von Mack! (2002) vorgeschlagen wurden.

Mit diesen Schitzungen erhélt man die folgenden Pradiktoren fiir die Endschadenstén-

de und fiir die Spétschadenreserven:

Theorem 4.2.4 Unter den Modellannahmen erhalt man fir den Endschaden-
stand des Anfalljahres 1 = 1,...,1 die folgenden Pridiktoren:

—— cred ~ ~ ——cred
Cis =Ciri +D(B; — Br_;) D(u;) n(6;) (4.2.37)
—— hom ~ ~ ——hom
Ci; =Ciri+D(B,—B8) Dp;) n(©:) . (4.2.38)

Zur konkreten Berechnung der Priadiktoren (4.2.37) und (4.2.38)) sind Schitzungen der
Strukturparameter S und 7' erforderlich. Diese werden in Abschnitt angegeben.
——cred ——hom

Mit Hilfe der Prédiktoren C; ; und G, ; fiir die Endschadenstinde kann man

Pradiktoren fiir die Spdtschadenreserven angeben.
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Folgerung 4.2.5 Unter den Modellannahmen sind die Pradiktoren der Spdtscha-

denreserve fir alle i = 1,...,1 durch

—cred —— cred ——cred\ ' R R —_cred

R, = (RS) ..., RM ) =D(B, - B,,) D(p;) u(©;) (4.2.39)

—~hom /(\Dhom /(']\7)hom ! ~ ~ ——hom

R; = (Ri oo B ) =D(B, - B;-;) D(;) n(©;) (4.2.40)
gegeben.

4.2.3 Der bedingte Mean Square Error of Prediction

In diesem Abschnitt werden die Prognoseunsicherheiten der im letzten Abschnitt vorge-
stellten Priadiktoren fiir einzelne und fiir aggregierte Anfalljahre mit Hilfe des bedingten
MSEP quantifiziert. Da man bei der Prognose der Spatschadenreserve ausschlieflich an
der Groke des Prognosefehlers fiir zukiinftige Schadenszahlungen interessiert ist, ware
der unbedingte MSEP, der auch die Variabilitit der vergangenen Schadenzahlungen

misst, zur Quantifizierung des Reserverisikos ungeeignet.

Das Ziel dieses Paragraphen ist es, einen Schétzer fiir den bedingten MSEP der pro-

gnostizierten Spatschadenreserven fiir einzelne Jahre

M __—_cred M __—~_hom

—~cred —~hom
SR =R wd Y R™  =1R; (4.2.41)
m=1 m=1

sowie fiir aggregierte Anfalljahre

I M __~_cred I cred
SN R =SURS (4.2.42)
i=1 m=1 =1

zu bestimmen. Im Folgenden werden die Berechnungen nur fiir den in Satz [£.2.2] ange-
gebenen inhomogenen multivariaten Credibility-Pridiktor durchgefiihrt. Ahnliche Er-
gebnisse konnen auch fiir den homogenen multivariaten Credibility-Pradiktor aus Satz
hergeleitet werden. Um die Notation zu vereinfachen wird auf die obere Indizie-

rung ,cred* verzichtet.
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4.2.3.1 Einzelne Anfalljahre

Der bedingte MSEP fiir das Anfalljahr i € {1,..., I}, gegeben DM ist als

M M /\
m=1 m=1

~1FE {(ﬁ - Ri) (ﬁi . Ri), DM 1 (4.2.43)

definiert und kann in die beiden Komponenten bedingte Prozessvarianz und bedingter

Schatzfehler zerlegt werden:

MSEPs- o) o <ZRm)> — 1/ Var(R ]DM)

m=1

Bedlngte Prozessvarlanz

1 (R, - BRID}) (R, — ER,D}]) 1.

~
Bedingter Schitzfehler

(4.2.44)

Fiir das Aufspalten des bedingten MSEP wurde die Tatsache verwendet, dass f{\z im
Jahr I bekannt/beobachtbar ist (d.h. R; ist D}-messbar). Die bedingte Prozessvarianz
beschreibt die Varianz innerhalb des Modells. Sie entsteht durch die Stochastizitéit von

R,; und ldsst sich wie folgt berechnen:

Lemma 4.2.6 Unter den Modellannahmen st die bedingte Prozessvarianz des
Anfalljahres i € {1,...,I} gegeben durch

J
1' Var(Ry[D}") 1 =1'D(,)*° E[£(6,)[D}] > Dy, 1 (4.2.45)
j=I—it1
+1' D(8, — B;_,) D(p;) Var(u(© )|D") D(B; — B;_;) D(p;) 1.
Beweis: Siehe Abschnitt [4.2.6.1] O

Werden E[%(6;)|D}'] und Var(p(6;)|D}') durch S bzw. T approximiert und werden
anschliefend das Schadenabwicklungsmuster «; sowie die Strukturparameter S und 7'
durch ihre Schétzungen ersetzt (siehe dazu Abschnitt , so ergibt sich der folgende

Schétzer fiir die bedingte Prozessvarianz:



4.2.3. Der bedingte Mean Square Error of Prediction 73

Schitzer 4.2.7 (Bedingte Prozessvarianz fiir ein einzelnes Anfalljahr)
Unter den Modellannahmen erhdlt man fir die bedingte Prozessvarianz des An-
falljahres i € {1,...,I} den folgenden Schitzer:

J
1 Var(RiD}') 1=1'D(p,)*? S Y DF;)* 1 (4.2.46)

j=I—i+1
+1'D(B; ~Br) Dp) T DB, — Byi) Dlpe,) 1
(siehe Abschnitt fiir die Schitzer der Strukturparameter S and T').

Der bedingte Schitzfehler beschreibt die Unsicherheit bei der Prognose der bedingten
Erwartung F[R;|D¥] durch R; und kann auf folgender Weise geschiitzt werden:

Schitzer 4.2.8 (Bedingter Schitzfehler fiir ein einzelnes Anfalljahr)
Unter den Modellannahmen erhdlt man fir den bedingten Schdtzfehler des An-
falljahres i € {1,...,1} den folgenden Schdtzer:

V' Var(RD}') 1= 1 D(u) D(B, - B;:) C: T D(B, ~B;,) Dl 1

———cred ———cred
— —_—

+1' D(n;) D(N(@i) )\7&\1’ <BJ - B[-i) D(M(@i) > D(p;) 1,

wober
e (A S =y -1 I—j R
Var <5J - ﬁH) > D( Zum) 3 D(3,)*¢-Y D) ° 5 (4.2.48)
Jl>I—1 m=0 k=0
I—-max{j,l} R -1 .
+D(H,) Y D) T D) D(fyl)] D( > wn)
k=0 m=0
//tcred PR N
nO) =GG+I-G)1 (4.2.49)
I—i (A(l) €1 T—i (~(M)\é—1 /
G i) ) (%) (M))
Gi = ~ XY S X (4.2.50)
<j20 551—)@ :uz('l) ! =0 ﬁgi)f MZ(M) ?
Ci = T(T+D(B,,) *D(u,) "8 D(,) " DB ) )

(4.2.51)

0, 7#I
meter S und T ).

1 =1
und 0;; = { » gilt (siehe Abschnitt |4.2.4| fir die Schitzer der Strukturpara-
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Aus den Schitzern [1.2.7 und [4.2.§] ergibt sich der folgende Schéitzer fiir den bedingten

_——cred

MSEP des Priidiktors "™ | R™ fiir die Schadenreserve - | R'™ eines einzelnen
Anfalljahres:

Schitzer 4.2.9 (Bedingter MSEP fiir ein einzelnes Anfalljahr)
Unter den Modellannahmen erhdlt man fir den bedingten MSEP des Anfalljahres
ie€{l,...,1} den folgenden Schatzer:

—— cred

M
MSCDg o pas (Z R™ ) = 1" Var(R;|D}) 1+ 1" Var(R,|DY) 1, (4.2.52)
m=1

wobei die zwei Terme auf der rechten Seite von (4.2.52) durch (4.2.46) und (4.2.47))

gegeben sind.

Der Pradiktor (4.2.49)) ist der multidimensionale empirische inhomogene Credibility-
Préadiktor des Biihlmann-Straub-Modells und resultiert aus dem inhomogenen Credi-
bility-Pradiktor (4.2.19), in dem man die Strukturparameter durch ihre Schétzer er-

setzt. Analog dazu erhilt man auch den multidimensionalen empirischen homogenen

——hom —
—_—

Credibility-Pradiktor pu(0;)  aus (4.2.24) (vgl. dazu auch ;u,/(@\z) aus ((3.2.103))).

Wird der homogene Credibility-Pradiktor aus Satz[4.2.3|zum Prognostizieren der Spét-
schadenreserve verwendet, so muss der Schétzer fir den bedingten Schatzfeh-
ler entsprechend abgedndert werden. Denn bei der Herleitung des Schétzers fiir den
bedingten Schiitzfehler (vgl. (4.2.78)) ist die MSEP-Matrix des multivariaten homo-
genen Credibility-Pradiktors aus anstatt die des multivariaten inhomogenen
Credibility-Pridiktors aus zu benutzen. Dies fiihrt zum folgenden Schitzer fiir
den bedingten Schatzfehler:

1’ Var(R,|D}) 1
I -1
—-1D(u)D(B, - B,,) |G.T-(1-C) T (Z A;) (1-C)
X D(BJ - B[—i) D(p;) 1

hom ———hom
—_—

+1'D() D(p(0)  )Var(8,-B,,) D(u(®) ) D) 1,

wobei Var (BJ — BI_Z») und C; in (4.2.48)) bzw. (4.2.51)) gegeben sind.
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Fir M =1 (d.h. nur ein run-off Portfolio) vereinfacht sich der Schétzer (4.2.52)) zum

folgenden eindimensionalen Schétzer:

J

2
o —~cred ~ ~ -
MSeD (1) (RZ- ) Z 2 S < Z ’yj> T (4.2.53)

j=I—i+1 j=I—i+1

TV
Bedingte Prozessvarianz

J 2 N ched 2 J
J J 1

j=1—i+

TV
Bedingter Schitzfehler

wobel

Var < Z %) = Z (Zﬂn> (iUn> []l 7] gZ/L (4.2.54)

Gi>I—i \n=0
N I—max{j,l}
RS ui]
k=0
und
————cred N
wo;,) =G +(1-a)l (4.2.55)
mit
I—iA§_1
2 3
Gi:i——‘XZ'J und /C\z_#
5[—1',5 i

gilt (vgl. dazu auch den eindimensionalen empirischen Biithlmann-Straub-Pradiktor

(3-2.62)), Seite [40).

4.2.3.2 Aggregierte Anfalljahre

In diesem Abschnitt wird ein Schéitzer fiir den bedingten MSEP der prognostizierten
Schadenreserven fiir alle aggregierte Anfalljahre ermittelt. Im Folgenden werden zu-
nichst zwei Anfalljahre ¢ und £k mit 1 < i < k < I betrachtet. Bei der Aggregation
der Schétzer f{\l und f{; ist Vorsicht geboten, denn sie verwenden beide die gleichen
Beobachtungen fiir die Schdtzung der Parameter «; bzw. B;. Demnach sind sie also

nicht mehr unabhéngig.
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Der bedlngte MSEP des Pradiktors -2 m)—f—zm L R( fiir die Spétschadenreserve
Yo Rl- +> Rk zweier aggregierter Anfalljahre ¢ und k wird durch

M _— M
(m) (m)
WSOD (5, K, 1) o <mZR £ 2R ) (1250
Mo M 2
5| (S ) - Y () ) o
m=1 m=1

definiert. Wie fiir ein einzelnes Anfalljahr erhdlt man auch hier die Zerlegung

m=1

o~ o~ o~ P /
1 (Ri YR, — B[R + Rk]Df,”D (Ri YR, — B[R, + R,JD%]) 1. (4.2.57)

Wenn die Unabhéngigkeit der verschiedenen Anfalljahre ausgenutzt wird, kann der
bedingte MSEP (4.2.56)) wie folgt dargestellt werden:

—_— —_— M —_—
TSP (s R4y, ROV | DM (Z R + Z R m)) = 5Py R DM (Z Rz(‘m)>

m=1 m=1

+2.1' (R - BR:D}) (Ri - E[kay])' 1. (4.2.58)

Um einen Schétzer des obigen MSEP zu erhalten, muss somit nur noch der dritte Term

auf der rechten Seite von (4.2.58)) geschétzt werden.

——cred

In Analogie zu (4.2.58)) kann der bedingte MSEP des Prédiktors Zfil Z%zl RE’”)
fiir die Spétschadenreserve 321 SM R'™ aller Anfalljahre mit Hilfe der Formel

)

I M I M
(m) | _ (m)
SEP s RO DM (221]%2’ ) = stepzmﬁfﬁm)w (z:lRi )
=1 m= =1 m=

+2 3 1 (R— BRDY) (Ri - E[Rk\D}”]), 1. (4.2.59)

1<i<k<I

berechnet werden. Um einen Schétzer fiir (4.2.59) zu erhalten, sind zum einen die
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bedingten MSEP fiir die einzelnen Anfalljahre und zum anderen alle Mischterme zu

schétzen. Es resultiert das folgende Ergebnis:

Schitzer 4.2.10 (Bedingter MSEP fiir aggregierte Anfalljahre)
Unter den Modellannahmen erhdlt man den folgenden Schitzer fiir den bedingten
MSEP bei aggregierten Anfalljahren:

—— cred M

I M 1 —
WD 5, ™oy (Z > R ) =D WSy pomppe (Z Rz(‘m)> (4.2.60)
i=1

i=1 m=1 m=1
+2 Z 1" D(p;)D <l”;(\@\i)cred> Cov (BJ - B[—iv BJ - B[—k) D(Ff\@\k)cmd>D(ﬂfk)1,
1<i<k<I
wobet
Cov (B, ~Br-vBy— By ) — Vi (B, - 1) (120
+ Y D([ian)l D(¥;) I%’Z}Dw T D(p,) D) D(szan)l
RN =0 =0

gilt und Var (,/B\J — BI%) wn (4.2.48) gegeben ist.

Einen Schitzer fiir die bedingte Prozessvarianz bei aggregierten Anfalljahren erhilt
man aufgrund der Unabhéngigkeit der Anfalljahre durch Summation der Schéatzer fiir
die bedingte Prozessvarianz der einzelnen Anfalljahre. Der Schéitzer fiir den
bedingten Schitzfehler bei aggregierten Anfalljahren ergibt sich hingegen durch Sum-
mation der Schiitzer fiir den bedingten Schitzfehler der einzelnen Anfalljahre
zuziiglich dem Mischterm (zweiter Term) auf der rechten Seite von (4.2.60)).

Ist M =1, d.h. man hat nur ein run-off Portfolio, so ergibt sich folgender Schétzer fiir
—~cred
den bedingten MSEP des Pradiktors Ele R;  fiir die Spéatschadenreserve Zle R;

aller Anfalljahre:

I I
i —>cred — —~cred
MSEPy~ 1 p(h) (Z R; ) = E MSeP . p() (RL- ) (4.2.62)
' i=1

=1

+20) 0 e p(0:)  p(O)

———cred —— cred
—_— —_— —_—
Cov
1<i<k<I j
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__ —cred | .
wobei msep ) (Ric ) ) in (4.2.53)) gegeben ist,

6&(2 Y 3):\7&( S @-) (4.2.63)

=I—i+1 j=I—-k+1 j=I—i+1
I—j 1 I-1 _lA R AI—max{j,l} )
+ ) ( un) ( un) BAaT D>
I—i<j n=~0 n=0 s=0

I—k<I<I—i

gilt und Var (Zj:I_Hl %) in (4.2.54)) gegeben ist.

4.2.4 Schitzung der Strukturparameter

Die Schétzer fiir das Schadenabwicklungsmuster «; und 3; sind schon in und
(4.2.36) angegeben worden. In diesem Abschnitt werden zuerst Schitzer fiir die Struk-
turparameter S und 7' fiir bekannte p; und v, bzw. 3; angegeben. Um die endgiiltigen
Schétzer zu erhalten, werden anschliefend ~; bzw. B; durch ihre Schitzer ersetzt.
Unter den Modellannahmen ist S eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelemen-
ten ¢2 = E[02,(0;)], m = 1,... M, fiir die nun ein Schitzer angegeben Wird Setzt

man in (3.2.95) die normierten Beobachtungen Y( und die Gewichte w!” i 5 5 fiir X (m)
(m)

bzw. w; ein, so erhélt man den folgenen Schétzer fiir gm.
1 I— I—i )
i Z Z Wt s (Yign L—a ) (4.2.64)
=0 ]:0
1 ! = X(m) 2
RE=TRD= U

Die Parameter yj(m)

bezeichnet. Damit ist der Schéatzer des Strukturparameters .S durch

werden jetzt durch %(m) ersetzt und der neue Schitzer wird mit ;%L\

s={ - (4.2.65)
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gegeben. Der Schitzer (3.2.97)) fiir das m-te Diagonalelement (m = 1,..., M) von T

ist in diesem Fall wie folgt definiert:

T . = max (T;m, 0) , (4.2.66)
wobei
LB M m° (m) I3’
o o §I i (m) —~(m
Tom=a- (Y —- (Gi -G ) — (4.2.67)
i=0 Zk 51 kM Zkﬁg[ kﬂk
mit
I m) (m)  (m)? !
o= Z 551 ik 1 Be 1—ilki
= 0 . Y
i=0 ) ﬂg,l—k:uk Dok 5§,1)—k/ﬁ(¢ )
und (m)9—1 (m)&=1 4 (m)
am _ & I—il . G(m) _ J<s
Z gem m® Z m)°
i=0 ) e 1—kHE i=0 Zk 51 k:uk

gilt. Ist 0 = 1, so gilt G = 1 fiir alle m = 1,..., M. Der Schitzer (3.2.99)) fiir die

Nicht-Diagonalelemente T}, ,,, (n # m) von T sieht in diesem Fall folgendermafen aus:

-~ fgm—i_fgm . ‘fr?m—i_fgm‘ - s
T, ., = sgn T - min #7 ’/Tﬁ,n'TJZ,m ’ (4.2.68)

wobel
I (n>5
~ B ) =) m)  =m)
T =co [ n)g-(GQ—G )- (¢ - (4.2.69)
i=0 Zk ﬁg,pkﬂk
mit ) . ? .
o Z ﬁg[ z/% 1_ Be -l
i=0 Zkﬁél kM (n) Zkﬁfl kM
und
I (m)?
b Be1-iti (n) _ ~n) (m) _ ~(m)
T, =c- | Y - (G -Ga") - (¢ -G (4.2.70)

=0 X O
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mit )
m 5 m)d -
|~ 5§I)z’“z‘ ) B ™
@ |2 m? (m)?
ZOZk gfk Zkﬁglk
gilt. Der Schétzer (4.2.68) wird Null, wenn einer der beiden Schétzer T;fn oder T\;‘lm

den Wert Null annimmt. In diesem Fall ist der Schitzer von T, und damit auch der
Schitzer von Cj, nicht mehr invertierbar. Alternativ zu (4.2.68) kann man fiir die

Nicht-Diagonalelemente von 7" auch den Schétzer

Ta b
j:o o Tn,m + Tn,m

n,m -~ 9

(4.2.71)

verwenden. Nach Austausch der ﬁ}@i in (4.2.66)) und (4.2.68)) (oder (4.2.71))) durch ihre

Schétzer erhdlt man einen Schétzer fiir T, der mit T = (Thm)nm=1

/\

Die Schétzfunktionen ¢2* =1,..., M, sind erwartungstreu fiir die Diagonalelemente
von S. Auch die Schétzer T °

m,m?’

von T'. Die Schétzer T;Lm und T, wm sind jedoch nicht mehr erwartungstreu (siche auch
Abschnitt [3.2.4.2)). Davon abgesehen kann man iiber die Unverzerrtheit von Sund T

keine Aussage treffen.

~ bezeichnet wird.

.....

T;;m und Tfj,m sind erwartungstreu fiir die Komponenten

Im Falle, dass die a priori Erwartungswerte u, fiir alle Anfalljahre identisch sind, miissen
die Schétzer leicht abgeéndert werden (siehe dazu die Ausfiihrungen auf Seite [69)).

4.2.5 Beispiel

Es werden zwei Portfolios A und B (d.h. M = 2) betrachtet, welche Daten der selben
Versicherungssparte aus zwei verschiedenen Regionen beinhalten. Es liegen Abwick-
lungsdreiecke/-trapeze (I > J) vor, in denen die kumulierten Schiden aus 16 Anfalljah-
ren enthalten sind. Diese sind in Tabelle [4.1] und [4.2] gegeben. Beide Portfolios erfiillen
die Modellannahme %(m) > 0 fiir alle Abwicklungsjahre j = 0,...,10 (vgl. Tabelle .

Fiir die a priori Erwartungswerte p, wird angenommen, dass sie unterschiedlich sind fiir
die einzelnen Anfalljahre ¢ € {0,...,16} (vgl. Tabelle[4.3)). Zum Schiitzen der Spétscha-
denreserven (4.2.39) wird der inhomogene multivariate Credibility-Pradiktor (4.2.19))

verwendet.

Wiéhlt man € = 1, so erhilt man die folgenden Schétzer fiir S:

0,0311 0 1.449,21 0 70.091.184 0
’ (6 =0), ’ (6=1), (6=2)
00,0196 0 692,81 0 24.989.766
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0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
0 | 14492 22238 23.187 23.654 24.468 24.702 26.420 26.524 26.538 26.587 26.501
1| 17.017 26268 27.213 27.963 27.995 28.191 29.335 20.353 20.363 20.364 29.375
2 | 19.563 31.828 33.130 34.228 35.195 36.432 38.270 39.363 30.638 40.281 40.281
3| 21.632 34.881 35.844 35.980 36.005 36.177 36.203 36.242 36.249 36.249 36.249
4| 22672 32.349 34128 34.281 34.377 35641 35672 35673 35718 35718 35.725
5| 23.062 36.437 38.637 38.964 41.237 41.257 41.280 41.280 41.280 41.282 41.282
6 | 23.588 35.302 36.962 41.531 43.193 43.450 43.450 43.480 43.480 43.521 43.523
7| 21758 34.058 35.744 37.009 36.981 36.940 36.891 36.846 36.820 36.820
8 | 20233 29430 30.362 31.006 31.760 34.212 34.373 34.408 34.408
9 | 24.984 37.617 39.547 39.962 41.692 41.855 41.968 42.002

10 | 24260 37.815 39.400 41.078 41.202 41.349 41.381

11 | 20.616 32.045 34.978 35493 36.051 36.088

12 | 18.814 30.313 33.676 35.387 35.484

13 | 18.563 32.055 48.425 51.129

14 | 18457 20.546 31611

15 | 19.533  29.366

16 | 17.620

Tabelle 4.1: Beobachtete kumulierte Schiden Ci(;) in Portfolio A.

0 I 2 3 1 5 6 7 8 9 10
0 [ 16.651 24.857 24.380 24.237 24.242 24.246 24.252 24.252 24254 24254 24.254
1| 16292 24421 26.134 26329 26.755 26.780 26.857 26.907 26.962 26.962 26.973
2 | 16,658 27.224 28.960 20.578 30.850 31.292 31.865 31.879 31.917 32666 32.668
3 | 19.715 30.405 31.373 33.471 33.625 33.823 33.923 33.986 37.505 37.529 37.679
421220 30035 33.004 33.900 34.051 35197 35223 35.243 35243 35243 35245
5| 21.302 31.884 34121 35.073 35.080 36.263 36.277 36.277 36.303 36.373 36.364
6 | 17.201 24.693 26.267 26.785 28.470 28.495 28.497 28.554 28.546 28.616 28.624
7| 15835 27.503 29.231 20.353 20.846 20.836 20.840 20.841 20.842 20.842
8 | 17.560 26.110 28.483 29.391 30.554 30.943 31.069 31.570 31.573
9 | 21.051 33.330 35.717 36.408 36.780 38.804 38.817 38.817

10 | 20.368 30.200 31.485 31.945 31.988 32174 32.174
11| 18.623 20.783 30.725 31.617 31.625 31.653
12 | 18112 30.151 31.813 37.467 38.447
13 | 17.744  28.090 30.225 30.824
14 | 17.993 26.949 27.818
15 | 19.082  30.485
16 | 17.809

Tabelle 4.2: Beobachtete kumulierte Schiden CZ-(? in Portfolio B.
{ 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
7(;1) 36.824 34.498 42.154 41.681 36.807 36.708 53.947 34.469 34.721 32.377
NEQ) 29.864 31.711 39.496 32.810 32.365 39.905 32.526 30.360 35.155 31.751

Tabelle 4.3: A priori Erwartungswerte

(m)

j 0 1 2 3 4 5 8 9 10
35-1) 0,54435 0,30141 0,07132 0,03068 0,01890 0,01379 0,01234 0,00359 0,00100 0,00251 0,00010
%2) 0,56160 0,30554 0,04912 0,03138 0,01579 0,01456 0,00262 0,00219 0,01283 0,00363 0,00073

Tabelle 4.4: Geschitztes Abwicklungsmuster ﬁ](m) fiir Portfolio A und B.
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Fiir £ = 1 sind die Diagonalelemente von T Null fiir alle § > 0. Das bedeutet, dass
in beiden Portfolios kein statistisch signifikanter Unterschied zwischen den Anfall-
jahren erkennbar ist (Anfalljahrqualitiat gleichbleibend). Um Schétzer fiir die Nicht-
Diagonalelemente zu bestimmen, wird die Formel verwendet. Die Schétz-
werte fiir die Nicht-Diagonalelemente sind sehr klein, ng =1,32425E-09 (6 = 0),
Tiy =1,21626E-09 (6 = 1) und Ty, =1,10166E-09 (§ = 2). Damit sind die Kompo-
nenten der Credibility-Matrix @ sehr nahe bei Null. Dies fiihrt zu einem multivariaten
Credibility-Pradiktor, dessen Komponenten sehr nahe bei 1 liegen. Die Schitzungen

(1)cred n R(Q)cred

der aggregierten Schadenreserven 2327 (Ri b

verschiedene Werte von ¢§ (fast) nicht, wie man der Tabelle [4.6] entnehmen kann.

verdndern sich somit fiir

Fiir £ = 0 sind die Schétzungen der Strukturparameter S und 7' in Tabelle Al
finden. Die Diagonalelemente von T sind jetzt deutlich grofer als Null, d.h. die Va-

rianz zwischen den Anfalljahren ist in beiden Portfolios relativ hoch. Dies fiihrt zu
unterschiedlichen Reserven im Gegensatz zu £ = 1 (vgl. Tabelle [4.6).

=0 =1 6 =2
§ 1,3132 0 51.575 0 2.098.244.687 0
0 1,4378 0 49.728 0 1.738.769.009
T | (02823 0,1447 0,3074 0,1552 0,3260 0,1618
0,1447 0,1393 0,1552 0,1243 0,1618 0,1091

Tabelle 4.5: Schétzer der Strukturparameter S and T (£ = 0).

Die Schitzergebnisse fiir die aggregierten Schadenreserven, fiir die (bedingte Prozess-
varianz)'/2, fiir den (bedingten Schitzfehler)!/? und fiir den (bedingten MSEP)/2 der
prognostizierten aggregierten Schadenreserven des gesamten Portfolios, bestehend aus
den zwei run-off Subportfolios A und B, fiir alle Anfalljahre ¢, sind in Tabelle an-
gegeben. Sie wurden fiir das multivariate Biihlmann-Straub-Modell, das multivariate
Chain-Ladder-Modell'” (CL-Modell) und das multivariate Additive-Loss-Schadenreser-
vierungsmodell'® (ALR-Modell) berechnet. Die letzten zwei Spalten der Tabelle ent—

halten die Resultate des multivariaten CL- bzw. ALR-Modells aus der vierten Iteration.

Im Biihlmann-Straub-Modell steigen die Schiitzwerte fiir die (bedingte Prozessvari-
anz)'/2 fiir den (bedingten Schizfehler)!/? und fiir den (bedingten MSEP)Y/? mit

steigendem ¢. Insgesamt sind die Ergebnisse fiir die verschiedenen Modelle ziemlich

17Siehe [Wiithrich und Merz| (2008), Kapitel 8.2.
18Siehe |Wiithrich und Merz| (2008), Kapitel 8.3.
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Biihlmann-Straub-Modell
E=1 £E=0 CL-Modell | ALR-Modell
6=0 o6=1 6=2| 6=0 ¥H6H=1 6=2
Schadenreserven | 54.738 54.738 54.738 | 55.741 56.099 56.431 52.734 54.042
Prozessvarianz'/2 | 6.959  7.701  8.778 | 21.951 23.081 24.444 9.697 7.539
Schétzfehler!/? 3.830 4.147  4.617 | 4.777 5.161  5.797 5.549 4.749
rfse\pl/2 7.943 8747 9918 | 22.464 23.651 25.122 11.172 8.910

Tabelle 4.6: Ergebnisse fiir das gesamte Portfolio fiir aggregierte Anfalljahre.

unterschiedlich. Die Schitzungen fiir die (bedingte Prozessvarianz)'/? im Biihlmann-
Straub-Modell mit & = 0 sind aufallend grof. Sie fiihren zu hohen Schétzwerten fiir den
(bedingten MSEP)!/2 im Biihlmann-Straub-Modell mit ¢ = 0. Die hohen Schitzwerte

fiir die (bedingte Prozessvarianz)'/? werden hauptsichlich durch die hohen Schétzun-

gen der (bedingten Prozessvarianz)'/? im letzten Anfalljahr!® verursacht.

Wihlt man £ = 2, so bedeutet dies, dass die Varianz der Schadenzuwéchse XZ»(?) mit
steigendem Abwicklungsjahr j konstant bleibt. Da dieser Sachverhalt in der Praxis im

Allgemeinen nicht zu beobachten ist, wird er in dieser Arbeit nicht betrachtet.

4.2.6 Beweise und Herleitungen
4.2.6.1 Beweis von Lemma

Fiir alle i € {1,..., I} hat man die Zerlegung?’
1' Var(R,;|D}') 1 =1' E [Var(R;|0,)|D}] 1+1' Var (E[R;|6,]|D}') 1. (4.2.72)

Unter Verwendung von (4.2.15)) erhélt man fiir den zweiten Term auf der rechten Seite

von (272
1’ Var (E[R;|6,]|D}") 1
=1' Var(D(8, - B,_;) D() N(@i)“}y) 1 (4.2.73)
=1'D(B,; - B;-;) D(w,;) Var(,u,(@i)|D§W) D(p;) DB, —B;-) 1.

19Die Schitzungen fiir die (bedingte Prozessvarianz)'/? im 16. Anfalljahr lauten: 20.452 (§ = 0), 21.644
(6 =1) and 23.114 (§ = 2).
20Siehe dazu die Eigenschaften der bedingten Erwartung in Anhang
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Wird die bedingte Unabhangigkeit der normierten Beobachtungen Y, ;11,...,Y; s,
gegeben O, und (4.2.10)) ausgenutzt, so erhélt man fiir den ersten Term auf der rechten
Seite von (4.2.72))

1 B [Var(R,[©;)|D7'] 1
T
=1 FE Z D(w; ;) Var(Y;;|©;) D(w,;)

Lj=T—i+1

py] 1 (4.2.74)

J
=1E Z D(wi ;) D(Wijes)""? 2(6;) D(wijes)”" D(wi)

D}”] 1

=1 [,LZQ(;E[Z D(v,;)* ¢ 2(6;)

=I—i+1

D}”] 1.

Damit ist der Beweis von Lemma beendet.
|

4.2.6.2 Herleitung des bedingten Schitzfehlers fiir ein einzelnes Anfalljahr

Unter Verwendung der bedingten Unabhéngigkeit der normierten Beobachtungen

Y/ it1,.-.,Yiy, gegeben ©;, erhilt man?!

J
ERDY|= Y. E[E[X,,0,D}]D}]

j=I—i+1
J

j=I—i+1

-p( > %) ) Eln(©:)[D}).
j>I—i

Fiir R, gilt (siehe (4.2.39))
R, =D( Y 7,) D(u) n(®).

j>I—i

21Siehe Anhang fiir die Eigenschaften der bedingten Erwartung.
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Dies fiihrt zur folgenden Darstellung:

R,— E[R;|DV] (4.2.76)
= D) D( Y ;) (161 ~ E[u(©)IP}']) = Diw) D( Y- (v; - 3,)) (6.

Damit erhilt man die folgende Formel fiir den bedingten Schétzfehler
—~ — /
1 <Ri —E[RZ-]D}”]) (Ri —E[Rimy]) 1
=1'D(u) D( Y ;) (nl6)) - Elu(®,)D}")

(161 = Elu©)(D}"1) D( 3 ;) Diw) 1 (42.77)
~1'D(u)D( Y (v, ,)) (6 (w(6) — Elu(©)/D}]) D3 =)Dk 1
~1UD()D( Y ;) (160 - Elu(©)ID]) ) D( 3 (v, -7,))Dlu) 1

+ 1 D()D( 3 (v, - 7,) ) (O #(©) D( 3 (v, 7,))D(w) 1.

>I—i j>I—i

Um einen Schétzer fiir den bedingten Schétzfehler zu erhalten, muss fiir jeden Term
auf der rechten Seite von (4.2.77)) ein Schétzer bestimmt werden. Mit (3.2.93) und der
Approximation E [Var(u(6;)|D})] ~ T ergibt sich die Approximation

o —

B {(u/«—)\i) — Elu(©)D}) (167 - E[u(@i)ﬂ?ﬁ” (42.79)

~ 2| |(w©) - i6)) (o) - 1iE])
~(I-C)T-T
— G T

Dﬂ ~ Var(u(0,)D})

Die Approximation des ersten Terms sieht damit folgendermafen aus:

~1 D(p,) D( 3 ~yj> C, T D( 3 ~yj) D(p,) 1. (4.2.79)

j>I—i >I—i

Da unterschiedliche Anfalljahre unabhingig voneinander sind und der Credibility-

Pradiktor erwartungstreu ist, verschwindet der Erwartungswert des zweiten und dritten
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Terms. Unter Verwendung der Tatsache, dass
D(b) a ¢’ D(d) = D(a) b d’ D(c) (4.2.80)

fiir alle M-dimensionalen Vektoren a, b, c und d gilt, erhéilt man fiir den vierten Term
auf der rechten Seite von (4.2.77)

1'D(p) D(1(0:)) > (v, =%,) 3 (v, = 7,) D(n(6)) D) 1. (4.2.81)

G>I—i G>I—i

Im Folgenden wird (4.2.81)) durch

1" D(p,;) D(l@) E LZ (V=) D (v =3y

i>T—i j>I—i

- D0 D)) vir (3 5, ) D)) Dyt w2

G>I—i

’

berechnet werden, wobei © = (O, ..., 0 ) gilt. Mit Hilfe der Unabhéngigkeit der An-
falljahre und der bedingten Unabhéngigkeit der normierten Beobachtungen Yy, ...,

approximiert. Hierfiir muss jedoch

Var(Z %)—E Var(Z 7

J>I—i J>I—i

©

) . (4.2.83)

+ Var (E LZ o7

>I—i

Y. s unter O ergibt sich fiir den ersten Term auf der rechten Seite von (4.2.83))

E Var< Y 3, @) = Y E[var(3,0)] (4.2.84)
e I_J;I—i . o }
= Z E D< p,n) Var(D(w;;) Yy;|Ok) D(ZPm)
- L ;Lj) ]tj n=0 o
= Z E D( Hn)_l D(p,)?° D(v,)*¢ %(6y) D(Zun)_l
j>I—i L . n=0 k=0 » . n=0
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) (4.2.85)

= Var( > D(Izjun)_l D(v;) S D(py,) N’(@k)>‘

j>I1—i n=0 k=0

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (4.2.83) hat man

Var(E > 3@ )zVar(ZE

J>I—i j>I—i

I—j

o(Sn) S xfo

n=

Zur Vereinfachung der Notation wird die Zufallsvariable
I—j . I—j
Z;=D(Y 1) D) D) p(6x) (4.2.86)
n=0

k=0

definiert. Die Unabhéngigkeit der Oy, ..., O impliziert fiir (4.2.85))

= Z Var(Z;) + 2 Z Cov(Z,,Z

_ ZD(ZMn) ' D(v,) [_jD(uk)TD(uk) D(’Yj)D<§un)_l (4.2.87)
J>1—i k=0 n=0

I—max{j,l} I—1 .
v2 3 (Zun) ) X D) TD(w) D) D(Xom,)

Insgesamt erhilt man

(55) 5 S oo

J>I—i Jl>I—i
I—max{j,l} I—1 .
+D(y,) Y. D) T D(w) D(71)>D<Zun> . (4.2.88)
k=0 n=0
1 =1
wobei d;; = ’ ] gilt.
0, j#l

Fasst man (4.2.79)), (4.2.82) und (4.2.88) zusammen und ersetzt alle Parameter durch
ihre Schitzer, so erhilt man den Schitzer

4.2.6.3 Herleitung des Schéitzers fiir den bedingten MISEP bei zwei aggre-
gierten Anfalljahren

Um einen Schitzer fiir den bedingten MSEP fiir zwei aggregrierte Anfalljahre ¢ und k

zu erhalten, muss nur noch ein Schétzer fiir den dritten Term auf der rechten Seite der
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Gleichung (4.2.58) bestimmt werden. Analog zu (4.2.77) hat man fiir 1 <i <k <1
— ) o /
1 (R - ERDY]) (Ry — E[Ry/D}]) 1

=1D(p) D( 3 ;) (nl(61) - Elu(©:)D}))

(L@ji];w@k)mﬁ‘ﬂ)/n( ;k%) D(p,) 1 (4.2.89)
~1'D(u)D( > 7,)) #(©) (J@\) - Blu(©)|p}) D( > v, ) D)1
- 1'D<ui>D(]‘>ZlA v;) (163 = Elu®)P}"]) m(©)D( 3 wj im)D(uk)l
+ 1/D(M)D<’%) P %)j;f” —-7,) D(J(%);(uk) 1

Wie fiir einzelne Anfalljahre wird nun fiir jeden Term auf der rechten Seite von ({4.2.89))
ein Schétzer bestimmt. Der Erwartungswert der ersten zwei Terme verschwindet auf-
grund der Unabhéngigkeit von verschiedenen Anfalljahren. Verwendet man wieder die
Unabhéngigkeit der Anfalljahre, so gilt die folgende Gleichheit:

E

(1) - Elwe)D}) w@) D( Y (v, - 7,)

i>I—k

—E | (w6 - Elne)) Y A(»yj_:,ij(@)]
= £ |(n®) - Ew©)D]) > 7| -E[D(nO0)]. @290

Wie schon in den Anmerkungen zum inhomogenen Bithlmann-Straub-Pradiktor (3.2.78)
erwahnt, lasst sich der inhomogene Credibility-Pradiktor ;1,/((9\1) als orthogonale Pro-
jektion von p(0;) auf L(D}, 1) darstellen (siehe (3.2.83) auf Seite [46)). Aufgrund der
Iterationseigenschaft von orthogonalen Projektionen ist ;1,/(@\1) auch als or-
thogonale Projektion des multidimensionalen Bayes-Schiitzers E[u(©;)|DY] auf den
Unterraum L(DY 1) darstellbar??. Der Credibility-Pridiktor @ erfiillt daher die

Orthogonalitdtsbedingung

E [ (n(6) - Elw(©)D}]) - X, | =0 (4.2.91)

22Vgl. dazu (3.2.29). Die orthogonale Projektion ist auch hier, wie die Projektion in (3.2.83), kompo-
nentenweise zu verstehen. Vgl. hierzu die Ausfithrungen auf Seite
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fiir alle [, n. Damit ist der Erwartungswert aus (4.2.90)) gleich Null, so dass die Appro-
ximation des dritten Terms auf der rechten Seite von (4.2.89) auch Null ist. Der vierte

Term wird durch

D <l@) D(p) 1

D) D(HE)) £ | 3 0,-5) 3 )

i>T—i j>I—k

—

—1'D(p,) D(1(0,)) Cov ( S .3 @-) D(1(0r)) Di) 1 (4.2.92)

i>I—i >k
@>

£y

>I—k

approximiert. Es muss also noch die Kovarianz

Cov(Z i Z %)zE COV(Z s Z v,

i>I—i  j>I—k j>I—i  j>I—k

+ Cov (E LZ 7

>I—i

) S

) (4.2.93)

berechnet werden, wobei © = (O, ..., 0;) ist. Wegen der Unabhéangigkeit der Anfall-
jahre und der bedingten Unabhéngigkeit der normierten Beobachtungen Y ,..., Yy s

unter Oy ergibt sich fiir den ersten Term auf der rechten Seite von (4.2.93))

Cov ( S A,y 5 @) —F LZ Var(3,]0) Var( 3 fyj)@)

j>I—i  j>I—k >I—i j>I—i
was schon in Gleichung (4.2.84) angegeben wurde. Fiir die Berechnung des zweiten
Summanden auf der rechten Seite von (4.2.93)) werden die Zufallsvariablen Z; verwen-
det, die in (4.2.86|) definiert sind. Damit hat man

E =F

Y

(4.2.94)

Cov (E LZ 7|0 E LZ Vi @D :COV<Z Zj. Yy Zj)
i>1—i i>I—k G>I—i G>I—k
= Var(Z)+2 > Cov(Z;,Z)+ Y. Cov(Z;,Z)
j>I—i I—i<j<l s
— Var (E [Z Qj‘@ ) (4.2.95)
i>1—1
I-j . I—max{j,1} -1 .
+ o) D(Z%) D(v;) D(p,) T D(p,) D(7,) D(Z%) :
I—i<j n=0 s=0 n=0

I—k<I<I—i



90 4. Schadenreservierung

@D in (4.2.87) gegeben ist. Schlieflich erhilt man den Ge-

wobei Var (E [Zj>1_i o7
samtausdruck

Cov ( A ) @) = Var ( > fyj> (4.2.96)

G>I—i j>I—k G>I—i
I—j _1 I—max{j,l} I—1 1
+ > D(Xm) D) Y Dm)TDE)DE)D(Y m)
I—i<j n=0 5=0 n=0
I—k<I<I—i

wobei Var (Zj>[—i %) in (4.2.88) gegeben ist.
Werden (4.2.92) und (4.2.96) zusammengefasst und alle Parameter durch ihre Schétzer
ersetzt, so erhélt man den noch fehlenden Schétzer des Mischterms (4.2.89)).



Kapitel 5

Modellierung und Analyse von

abhangigen Risiken

Bei der Quantifizierung der Gesamtrisikos eines Versicherungsunternehmens werden
die verschiedenen Risiken innerhalb eines Geschéftsbereichs und bereichsiibergreifend
zusammengefiihrt. Dabei ist die Beriicksichtigung von Abhéngigkeiten zwischen den
Risiken von zentraler Bedeutung. Denn eine falsche oder unzureichende Beriicksichti-
gung der Abhingigkeiten bei der Modellierung kann zu erheblichen Fehleinschitzungen

des Solvenzkapitals fiihren.

Obwohl man nur in seltenen Fillen von unabhingigen Risiken ausgehen kann, war
stochastische Unabhéngigkeit lange Zeit die Standardannahme im Risikomanagement.
Dies ist hauptsachlich in der Einfachheit der damit verbundenen Berechnungen be-
griindet. Mittlerweile ist das Interesse an Modellierung von abhingigen Risiken stark
angewachsen, was sich in den zahlreichen Beitrigen auf diesem Gebiet wiederspiegelt!.
Die Korrelation wird oft zur Beschreibung der Interdependenzen zwischen Risiken ver-
wendet. Sie ist fiir multivariat normalverteilte Risiken ein natiirliches Mafs fiir Abhén-
gigkeit, da der Erwartungswert-Vektor und die Varianz-Kovarianz-Matrix die gemein-
same Verteilung eindeutig bestimmen. Dies gilt allerdings nicht mehr aufserhalb der
yhormalen Welt. Denn fiir zwei Verteilungen und einen gegebenen Korrelationskoef-
fizienten konnen beliebig viele gemeinsame Verteilungsfunktionen konstruiert werden,
die sich mitunter in ihrer Abhéngigkeitsstruktur sehr stark voneinander unterscheiden.
Dies kann sich beispielsweise in der Tatsache ausdriicken, dass die Wahrscheinlichkei-
ten fiir das gemeinsame Auftreten von hohen Werten (grofe Verluste bzw. Schiden)

sehr unterschiedlich sind. Gerade jedoch diese Wahrscheinlichkeiten spielen im Risiko-

! Einen guten Uberblick iiber die verschiedenen Modelle zur Modellierung von abhiingigen Risiken
findet man z.B. Denuit et al.| (2005)).
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management eine entscheidende Rolle und sollten durch das verwendete Modell nicht
unterschitzt werden. Da die Korrelation ein skalares und lineares Abhangigkeitsmafs
ist, kann sie bei weitem nicht alles, was man iiber die Abhingigkeitsbeziehungen zweier
Risiken wissen mochte, beschreiben?. Das Konzept der Copulas bietet hierfiir eine sehr
leistungsfiahige Alternative. Mit Hilfe von Copulas lassen sich auch komplexe Abhén-

gigkeitsstrukturen modellieren.

Anders als in den vorhergehenden beiden Kapiteln liegt der Fokus in diesem Kapi-
tel nicht auf dem Schétzen der ersten zwei (bedingten) Momente, sondern auf der
Modellierung und Analyse von Abhéingigkeitsstrukturen zwischen Risiken. In diesem
Zusammenhang ist oft die Verteilung des Gesamtrisikos (z.B. Gesamtschaden) eines
Portfolios von Interesse. Dieser Verteilung kann man beispielsweise Informationen iiber
die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Extremereignissen entnehmen. Extremereig-
nisse, wie etwa ein Jahrhundertschaden in der Sachversicherung oder der Ausfall vieler
Risiken bei einem Kreditportfolio, sind von groker Bedeutung fiir das Risikomanage-

ment eines Versicherungsunternehmens.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden Copula-Funktionen eingefithrt und néher
erlautert. Gegenstand des zweiten Abschnitts ist die Untersuchung der mathemati-
schen Struktur von Portfolios bestehend aus Einzelrisiken, deren Abhéngigkeitsstruk-
tur durch eine spezielle Familie von Copulas beschrieben werden kann. Es wird eine
asymptotische Verteilung fiir das durchschnittliche Portfolio-Risiko bestimmt. Mit ih-
rer Hilfe kann die Verteilung des Gesamtrisikos in grofen Portfolios angenihert werden.
Dariiber hinaus werden weitere asymptotische Resultate vorgestellt, die der genaueren

Charakterisierung von Wahrscheinlichkeiten seltener Ereignisse, dienen 3.

Da fiir einige englische Fachausdriicke dieses Kapitels keine adéiquaten deutschen Uber-

setzungen existieren, werden die englischen Originalausdriicke beibehalten.

5.1 Copulas

Skalare Abhéngigkeitsmafe wie der Korrelationskoeffizient bieten nur einen sehr be-
schrankten Einblick in die Abhéngigkeitsstruktur von Zufallsvariablen. Im Gegensatz

dazu konnen mittels Copulas auch sehr allgemeine und komplexe Abhangigkeitsbe-

2 Fiir ausfiihrlichere Informationen dazu siehe [Embrechts et al.|(2002) und die Referenzen darin.
3 Die Ergebnisse dieses Abschnitts basieren auf dem Artikel [Maier und Wiithrich| (2009).
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ziehungen beschrieben werden. Die Idee hinter dem Copula-Ansatz ist die Zerlegung
von multivariaten Verteilungsfunktionen in einen Bestandteil, der die Abh#ngigkeits-
struktur zwischen den einzelnen Zufallsvariablen beschreibt und in Bestandteile, die
das Randverhalten der einzelnen Zufallsvariablen charakterisieren. Dadurch wird die
Abhéngigkeitsstruktur von den einzelnen Randverteilungen separiert und via Copulas

analytisch darstellbar.

Die Definition einer n-dimensionalen Copula kann auf zwei verschiedene (dquivalente)

Arten erfolgen.

Definition 5.1.1 Fine n-dimensioale Copula ist eine Verteilungsfunktion (einge-
schrankt auf [0, 1)) eines n-dimensionalen Zufallsvektors, dessen Randverteilungsfunk-
tionen (0, 1)-gleichverteilt sind.

Alternativ kann man eine Copula wie folgt definieren: Fine Copula ist eine Funktion
C :[0,1]™ — [0, 1] mit folgenden Figenschaften:

o C(uy,...,uy,) ist beziglich jedes Arguments uy, (k= 1,...,n) monoton steigend;
o C(1,..., L ug,1...,1) =wy far alle k € {1,...,n}, u, € [0,1];

o Fir alle (ay,...,a,) und (by,...,b,) € [0,1]™ mit ar, < by fir allek =1,...,n

gilt
2 2
Z e Z(_l)i1+“'+7f'nC (u1i17 s 7unin) 2 0 (511)
=1  in=1
mit ugy = ag, und ugy = by fir alle k € {1,...,n}.

Hierbei bezeichnet [0,1]" den n-dimensionalen Einheitsquader, der durch [0,1]" =
[0,1] x -+ x [0,1] definiert ist. Alle k-dimensionalen (k = 2,...,n — 1) Randvertei-

lungen von C sind auch k-dimensionale Copulas®.

Mit Hilfe des néchsten Theorems wird deutlich, warum eine Copula auch als Abhén-

gigkeitsstruktur bezeichnet werden kann.

Satz 5.1.2 (Sklar| (1959)) Bezeichnet G die Verteilungsfunktion eines n-dimensio-
nalen Zufallsvektors mit den Randverteilungsfunktionen Fi, ..., F,, dann existiert eine

Copula C' derart, dass fiir alle x1,...x, € R

G(z1,...2n) = C(Fi(21), ..., Fo(zy)) (5.1.2)

4 Vgl. Nelsen| (1999), S. 40.
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gilt. Sind Fy, ..., F, stetig, dann ist C eindeutig.

Umgekehrt, ist C' eine n-dimensionale Copula und Fi, ..., F, univariate Verteilungs-
funktionen, dann ist die durch (5.1.2)) definierte Funktion G eine n-dimensionale Ver-
teilungsfunktion mit den Randverteilungen Fy, ..., F},.

Beweis: Siehe Moore und Spruill| (1975), Deheuvels| (1978)) oder Sklar| (1996)), die je-

weils durch verschiedene Ansitze diesen Satz bewiesen haben. O

Eine Copula beschreibt, wie die Randverteilungen F; zu einer multivariaten Verteilungs-
funktion verbunden werden. Dementsprechend wurde vom englischen Verb couple”
(,verbinden®) die Bezeichnung ,,Copula“ fiir diese Art von Funktionen gewihlt. Folglich
kann man eine multivariate Verteilungsfunktion konstruieren, in dem man beliebige
Réander Fi,..., F, in eine Copula, welche eine den eigenen Bediirfnissen angepasste

Abhéngigkeitsstruktur darstellt, einsetzt.

Copulas lassen sich wiederum aus jeder multivariaten Verteilungsfunktion G mit steti-

gen Réndern Fi, ..., F, unter Verwendung der Formel
Clus, o) = G (FV (), B () (5.1.3)
uy, ..., u, € [0,1], konstruieren. Hierbei bezeichnet F,sfl) die verallgemeinerte Inverse

(Quantilsfunktion) von Fj, die als
FV(u) = inf{v] Fy(v) > u} (5.1.4)

definiert ist. Ist F}, stetig, so gilt F, (Féfl)(u)> = u.® Die Gleichung (5.1.3)) erhélt man
fiir stetige [, ..., F, unmittelbar aus (5.1.2)). Auf diese Weise ergeben sich beispiels-
weise die Gauk- und ¢-Copula aus der multivariaten Gaufs- bzw. t-Verteilung. Weitere

Methoden fiir die Konstruktion von Copulas findet man in [Joe (1997) oder |[Nelsen
(1999).

Betrachtet man die bivariate Standardnormalverteilung mit dem Korrelationskoeffi-
zienten p € (—1,1), so ist die Gauk-Copula C* durch

“H(u1) 7 (u2)

—(yi = 200132 + ¥3)
exp { 20— ) dy1dy,  (5.1.5)

G
Cp

[0}
(a1, ) .
Uy, Up) = —————=
b 2w/ 1 — p?

—00 —00

5 Siehe dazu |[McNeil et al| (2005), S. 494 f.
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gegeben, wobei ® die univariate Standardnormal-Verteilungsfunktion bezeichnet. Zwei
standardnormalverteilte Zufallsvariablen mit einer Abhéngigkeitsstruktur, die durch
CpG“ beschrieben wird, sind bivariat standardnormalverteilt. Sie haben also

CS (D(x1), P(22)) als gemeinsame Verteilungsfunktion.

Fiir stetige, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen besitzt die dazugehdrende Co-
pula die Gestalt
M(ug, .oy Up) =Up e Uy (5.1.6)

Die Umkehrung gilt offensichtlich auch, stetige Zufallsvariablen mit I als Abhingig-

keitsstruktur sind stochastisch unabhéngig.

Eine wichtige Eigenschaft von Copulas ist ihre Invarianz unter streng monoton stei-
genden Transformationen. So dndert sich beispielsweise die Copula eines Zufallsvektors

nicht, wenn man seine Komponenten logarithmiert.

Lemma 5.1.3 Sei (X1,...,X,)" ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungsfunk-
tionen und der dazugehorigen Copula C. Sind Ti,...,T, streng monoton steigende
Transformationen, dann besitzt (Ty(X1),...,Th(X,)) ebenfalls die Copula C.

Beweis: Siehe [McNeil et al.| (2005), S. 188. O

Sind nicht alle Randverteilungsfunktionen stetig, so gilt die Aussage in Lemma [5.1.3

immer noch, wenn alle Transformationen stetig und streng monoton steigend sind®.

Bei stochastischer Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen, hat die dazugehérende Co-
pula die Form (5.1.6). Welche Form nimmt sie an, wenn die Zufallsvariablen perfekt
abhingig sind? Dieser Frage wird nun nachgegangen. Die sogenannten Fréchet- Hiffding

Schranken” geben die Extremwerte an, die Copulas annehmen kénnen.

Satz 5.1.4 (Fréchet-Hoffding Schranken) Fiir jede n-dimensionale Copula C' gilt
max {Zuk +1—n, 1} < Clug, .. uy) <min{ug, ..., u,}
k=1
fir alle (uq,...,u,)" €[0,1]™.

Beweis: Siehe [McNeil et al.| (2005), S. 189. O

6 Siehe dazu |[Embrechts et al.| (2002).
7 Siehe [Fréchet (1951) und Hoffding (1940).
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Die obere Schranke ist in jeder Dimension eine Copula und wird oft mit
M(uy, ... u,) = min{ug, ..., u,}

bezeichnet. Repréisentiert M die Abhéngigkeitsstruktur der Zufallsvariablen X1, ..., X,
dann nennt man sie komonoton. Sind Xy, ..., X,, stetig, dann sind sie genau dann ko-
monoton, wenn jede der n Zufallsvariablen (fast sicher) als streng monoton steigende
Transformation jeder anderen Zufallsvariablen dargestellt werden kann, d.h. es gilt
Xi: = T;;(X;) (fast sicher) fiir alle Paare (i,7).® Die Copula M beschreibt also die
perfekte positive Abhéngigkeit zwischen Zufallsvariablen. Eine solche perfekte positive
Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen X; und X5 kann sogar vorliegen, wenn
der Korrelationskoeffizient von X; und X5 nahe bei Null ist”. Eine kleine Korrelation
impliziert somit nicht notwendigerweise eine schwache Abhéngigkeit - eine Tatsache,

die gegen die Verwendung der Korrelation spricht.

Die Fréchet-Hoffding Untergrenze wird mit W (uy, ..., u,) bezeichnet. Sie ist nur fiir
n = 2 eine Copula und beschreibt in diesem Fall die perfekte negative Abhangigkeit.
Mit anderen Worten, zwei stetige Zufallsvariablen haben genau dann W als Copula,
wenn die eine (fast sicher) eine streng monoton fallende Funktion der anderen ist'.
Man nennt sie dann kontramonoton. Auch hier gilt, selbst wenn die Korrelation zwei-
er Zufallsvariablen X; und X, nahe bei Null ist, konnen X; und X, perfekt negativ
abhiingig sein!!. Eine Verallgemeinerung der Kontramonotonie auf n > 2 Dimensionen

ist nicht moglich!2.

Im Falle der Gauk-Copula (5.1.5) hingegen, ergeben sich fiir p = —1 und p = 1 die
Copulas W und M. Aufserdem erhélt man fiir p = 0 die Unabhéngigkeits-Copula II, so
dass das Ausmalfs der Abhangigkeit durch den Korrelationskoeffizienten p reprasentiert

wird.

Eine wichtige Klasse von Copulas bilden die Archimedischen Copulas. Sie sind auf-
grund ihrer einfachen Form leicht zu konstruieren. Auferdem sind sie im Allgemeinen

in einer geschlossenen Form darstellbar!®. Diese Klasse von Copulas ist zudem duferst

8 Fiir den Beweis siehe McNeil et al.[ (2005), S. 199 f.

% Siehe dazu das Beispiel 5.26 in [McNeil et al.| (2005), S. 205 f.

OFiir den Beweis siehe Embrechts et al.[ (2002).

USiehe dazu das Beispiel 5.26 in [McNeil et al.| (2005), S. 205 f.

12Giehe [McNeil et al.| (2005), S. 200 f.

13Im Gegensatz dazu besitzt die Gauk-Copula keine geschlossene Form. Sie gehort der elliptischen
Familie von Copulas an. Siehe dazu z.B. [Embrechts et al.| (2002).
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umfangreich und vielfiltig. Sie ermoglicht die Modellierung von sehr unterschiedlichen

Abhéngigkeitsstrukturen.

Eine Archimedische Copula ist eine Copula, die fiir eine geeignete Funktion ¢ : [0, 1] —

[0, 00] in der Form
Colur, ..., u,) =" (Z ap(ul)> (5.1.7)

geschrieben werden kann. Man bezeichnet ¢ als Generator von C,. Der folgende Satz

gibt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ¢ an, die sicherstellen, dass die in
(5-1.7) definierte Funktion C, eine Copula ist.

Satz 5.1.5 Esseip:[0,1] — [0, 00] eine stetige und streng monoton fallende Funktion
mit ©(0) = oo und ¢(1) = 0. Dann ist C, fir alle n > 2 genau dann eine Copula,

wenn die Inverse o~! beliebig oft differenzierbar ist und

dk
(—1)kﬂg0_1(x) >0 firalle k=0,1,2,... (5.1.8)
x
und alle x € [0, 00) gilt.
Beweis: Siche [Kimberling| (1974). O

Fiir die Dimension n = 2 lassen sich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
an ¢ auf die folgenden Eigenschaften abschwichen: ¢ : [0,1] — [0, 00| erzeugt genau
dann eine bivariate Archimedische Copula, wenn ¢ eine stetige, streng monoton fallen-
de und konvexe Funktion mit ¢(1) = 0 ist. Fiir die Definition einer bivariaten
Archimedischen Copula wird die verallgemeinerte Inverse (1) von ¢ verwendet (siche
(B.1.4))1.

Des Weiteren ist die Bedingung zum erzeugen einer Copula in einer gegebenen,
festen Dimension n nicht notwendig. McNeil und Neslehova (2007) haben gezeigt, dass
die sogenannte n-Monotonie der Inversen ¢! auf [0, oo) notwendig und hinreichend zur
Erzeugung einer n-dimensionalen Copula ist. Man nennt die Funktion ¢! n-monoton
auf [0, 00), wenn sie (n — 2)-mal differenzierbar ist, die Ableitungen fiir alle z € [0, c0)
die Bedingung

dk:
(Ve (@) 20, k=0.1,...,n-2

YFiir den Beweis siehe z.B Nelsen| (1999), S. 91 f.
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erfiillen und (—1)""2-4°2 »=1(z) monoton steigend und konvex auf [0, 00) ist.

Eine gute Quelle von Generatoren fiir Archimedische Copulas stellen die Inversen der

Laplace-Transformationen
Y(t) = E [exp(—tO)], t >0, (5.1.9)

von Zufallsvariablen © dar, deren Verteilungsfunktion Fg(0) = 0 erfiillt. Eine Funktion
Y auf [0, 00) ist namlich genau dann die Laplace-Transformation einer solchen Zufalls-
variablen ©, wenn 1 beliebig oft differenzierbar ist, die Bedingung erfiillt und
¥(0) = 1 gilt'®. Die Inverse ¢! erzeugt also eine Archimedische Copula

Copr (g, ... uy) =1 (Z w_l(ui)> : (5.1.10)

Setzt man univariate Verteilungsfunktionen Fi,..., F,, in (5.1.10) ein, so erhilt man

eine n-dimensionale Verteilungsfunktion, die durch

G(1, ... 00) =9 (Z Wl(ﬂ(%)))
= /000 exp (—Zwl(ﬂ(l‘z)) 9) dFe(0)

i=1

- /ooo [T exp (=0 07 (Fi(:)) dFe(9) (5.1.11)

i=1

gegeben ist. Hierbei bezeichnet [ g(0) dFe(0) das Riemann-Stieltjes Integral von g
beziiglich Fig. Dieses Integral nimmt fiir eine diskrete Zufallsvariable mit den Realisa-

tionen 61,65, 03, ... und der Wahrscheinlichkeitsfunktion fg die Form

> 9(0:) fo(6))

i>1

an. Fiir eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion fg besitzt es die Form

/O " (0o (0) db.

Mit dieser vereinfachten Notation ldsst sich die miithsame Unterscheidung in diskrete

15Zum Beweis siehe [Feller| (1971), S. 439 f.
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und stetige Zufallsvariablen vermeiden. Detailliertere Informationen zum Riemann-
Stieltjes Integral findet man z.B. in (Carter und Van Brunt| (2000) oder Rudin| (2005).

Die multivariate Verteilung ist eine sogenannte Mischverteilung, die unter an-
derem von Marshall und Olkin| (1988]), Schonbucher| (2004) oder McNeil et al.| (2005) un-
tersucht wurde. Solche Mischverteilungen werden oft durch einen anderen, von
Marshall und Olkin| (1988)) vorgeschlagenen Ansatz, konstruiert und fithren wieder-
um zu einer Archimedischen Copula der Form (5.1.10). Dieser Zugang erlaubt eine
okonomische Interpretation des multivariaten Modells und wird im Folgenden

beschrieben.

Es wird ein Portfolio mit n Risiken X, ..., X, betrachtet. Ihre Verteilungen werden
mit Fy, ..., F, bezeichnet. Eine latente Variable O, deren Verteilungsfunktion Fg(0) =
0 erfiillt, iibernimmt die Rolle der externen Gkonomischen Faktoren (systematisches
Risiko), die das gesamte Portfolio beeinflussen'®. Bei gegebenem Wert 6 des externen
Parameters O sind die Risiken bedingt unabhéngig. Die Laplace-Transformation von
© wird mit ¢ bezeichnet. Weiterhin wird angenommen, dass die bedingte Verteilung

von X; (i=1,...,n), gegeben 0, als
P(X; <20 =0) = (H;(;))" (5.1.12)

geschrieben werden kann, wobei H; eine weitere Verteilungsfunktion ist, die weiter

unten spezifiziert wird. Damit ergibt sich fiir die (unbedingte) Verteilung von X;

Fi(z:) = /OOO P(X; < 2|0 = 0) dFe(6) = /OOO exp(61n Hy(x)) dFe(6)
= ¢(—In H;(x;)), (5.1.13)
so dass
Hi(z;) = exp (= (Fi(zy))) (5.1.14)

gilt. Fiir jede Kombination von Verteilungen F; und Fp existiert also immer eine Ver-

teilungsfunktion H;, so dass die Darstellung (5.1.12)) gilt. Diese ist in ((5.1.14)) definiert.
Die gemeinsame Verteilung von X1, ..., X, ist folglich durch

G(z1,...,x,) = /000 Hexp (=0 v (Fi(z:))) dFe(0) (5.1.15)

16Die Risiken X1, ..., X, sowie die latente Variable © sind auch in diesem Kapitel als Zufallsvariablen
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) definiert.
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gegeben, welche genau die Mischverteilung aus ((5.1.11)) ist. Ihre Abhédngigkeitsstruktur
wird durch die Archimedische Copula (5.1.10) beschrieben. Mischverteilungen dieser
Art sind die Grundlage der Betrachtungen im néchsten Abschnitt.

Als Beispiel einer Archimedischen Copula wird im Folgenden die Clayton Copula ange-
fithrt. Sie wird durch die Inverse der Laplace-Transformation einer Gamma-verteilten
Zufallsvariablen erzeugt. Genauer, die latente Variable © ist Gamma-verteilt mit Pa-

rametern 1 und 1/, a > 0. Die Laplace-Transformation von © lautet!”

Y(t) = Bl = (1 + 1)~V (5.1.16)
Fiir die Inverse gilt somit
) = (- 1), (5.1.17)
was zur Clayton Copula
Coi(un, ) = (L u7® +u5® + - +ug® —n) /° (5.1.18)

fiihrt. Wahlt man fiir die Risiken X1, ..., X, die Verteilungsfunktionen Fi,..., F, und
die Clayton Copula (5.1.18]) als Abhéngigkeitsstruktur, so lautet die gemeinsame Ver-
teilung von Xy,..., X,

Glay,. .. x,) = (1 + Fy(z) ™+ + Fo(w,) ™ — n)—l/a.

Da diese multivariate Verteilung eine Mischverteilung der Form (5.1.15)) ist, sind die

einzelnen Risiken bedingt unabhéingig. Die bedingte Verteilung von X; (i = 1,...,n),
gegeben 6, ist durch

P (X; <2;]0 =0) = exp (=0 (Fi(x;)™" — 1))

gegeben. Mehr Beispiele zu Archimedischen Copulas findet man beispielsweise in [Nel-
sen (1999)), Joe| (1997) oder Frees und Valdez| (1998).

Archimedische Copulas werden aufgrund ihrer Form oft zum Modellieren von Abhén-
gigkeiten zwischen austauschbaren Zufallsvariablen verwendet. Man nennt Xy, ..., X,
austauschbar, wenn fiir jede Permutation o : {1,...,n} — {1,...,n} die gemeinsame

Verteilungsfunktion von X,),..., Xg@) mit der von X, ..., X, iibereinstimmt. Da-

17Vgl. z.B. [Frees und Valdez| (1998).
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mit sind austauschbare Zufallsvariablen insbesondere identisch verteilt. In dieser Arbeit
werden im Abschnitt austauschbare Risiken betrachtet, deren verbundene Vertei-
lung mit Hilfe einer Mischverteilung dargestellt wird. Ausfallrisiken im Kreditrisiko-
Bereich werden beispielsweise oft anhand von austauschbaren Zufallsvariablen model-
liert und sind in der Literatur im Zusammenhang mit Mischverteilungen bzw. Archi-
medischen Copulas oft anzutreffen. Zahlreiche Referenzen dazu findet man in McNeil
et al. (2005, Abschnitt 8.4).

Bei der Untersuchung der Eigenschaften von Archimedischen Copulas, insbesondere
der Abhéngigkeitseigenschaften, kann man sich in der Regel auf die Untersuchung der
Eigenschaften ihres Generators beschrinken. Dies ist ein wesentlicher Vorteil von Ar-
chimedischen Copulas, der ihre Handhabung sehr erleichtert. Einzelheiten dazu kann
man z.B. in Joe| (1997), Nelsen| (1999), Miiller und Scarsini| (2005) oder McNeil und
Neslehova (2007) nachlesen. Siehe dazu auch Abschnitt

Die meisten Archimedischen Copulas héingen nur von einem oder zwei Parametern ab
und sind somit relativ unflexibel beim Anpassen an Datenbestdnde. Aufserdem sind sie
per Definition invariant unter Permutationen ihrer Komponenten. Damit sind alle k-
dimensionalen Randverteilungen Archimedischer Copulas identisch. Dementsprechend
ist beispielsweise die Stirke der Abhingigkeit zwischen jeweils zwei Risiken immer
gleich, was die Einsatzmoglichkeiten von Archimedischen Copulas einschrinkt. Fiir
weitere kritische Anmerkungen zu Copulas im Allgemeinen wird auf |Mikosch| (2006])

verwiesen.

Die Problematik der Erzeugung von Zufallszahlen (sampling) aus Archimedischen Co-
pulas wird unter anderem in Whelan| (2004), [McNeil und Neslehova| (2007), [McNeil
(2008) und |Hofert| (2008) behandelt, fiir das Sampling aus allgemeinen Copulas siehe
z.B. [Embrechts et al.| (2002)). Zum Schétzen von Copulas gibt es eine Fiille von parame-
trischen, semi-parametrischen oder nicht-parametrischen Methoden. Eine gut lesbare
Einfiihrung zur Inferenz in Copula-Modellen findet man in |Genest und Favre| (2007). In
Kim et al.| (2007)) werden parametrische Schatzmethoden mit der semi-parametrischen
Methode von Genest et al. (1995) verglichen. Dabei stellt sich die Uberlegenheit der
semi-parametrischen Methode heraus. Schatzverfahren fiir Archimedische Copulas sind
beispielsweise in |Genest und Rivest| (1993)), Lambert| (2007) oder | Dimitrova et al. (2008)

zu finden.
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Die Modellierung von Abhéngigkeiten zwischen diskreten Zufallsvariablen mit Hilfe von
Copulas gestaltet sich schwierig, weil die Eindeutigkeit der zugehorigen Copula nicht
gegeben ist (siehe Satz von Sklar [5.1.2). Ein empfehlenswerter Beitrag dazu, in dem
auch das Problem der Inferenz in diskreten Copula-Modellen behandelt wird, haben
Genest und Neslehova (2007) verfasst. Darin finden sich auch zahlreiche Referenzen,

die fiir dieses Thema relevant sind.

5.2 Ein zentraler Grenzwertsatz und ,Large-Devia-
tions* fiir abhingige Risiken

In diesem Abschnitt wird die mathematische Struktur von Mischungsmodellen der Art
(5.1.15)) analysiert, die zum Modellieren von Abhéngigkeitsstrukturen in grofen Portfo-
lios bestehend aus abhangigen Risiken verwendet werden. Diese multivariaten Modelle
sind dadurch gekennzeichnet, dass ein externer Mechanismus (systematisches Risiko),
beschrieben durch eine latente Zufallsvariable ©, sdmtliche Risiken beeinflusst und so

die Abhéingigkeit im Portfolio hervorruft!'®.

Im ersten Teil dieses Paragraphen wird die asymptotische Verteilung des durchschnitt-
lichen Portfolio-Risikos mit Hilfe eines zentralen Grenzwertsatzes bestimmt. Diese Ver-
teilung kann fiir groke Portfolios zur Approximation der Verteilung des aggregierten
Risikos herangezogen werden. Anschliefend wird anhand asymptotischer Untersuchun-
gen das stochastische Verhalten im Portfolio charakterisiert. Dabei stellt sich heraus,
dass das stochastische Verhalten der Risiken innerhalb des Portfolios stark variieren
kann, wenn der latente Faktor © einen beschrinkten Wertebereich besitzt. Es gibt einen
Teilbereich, auf den das systematische Risiko Einfluf hat. Dies fiihrt beispielsweise zu
hohen Portfolio-Verlusten oder simultanen Kreditausfillen. Auferhalb dieses Bereichs
wirken die externen Faktoren nicht mehr. Hier verhalten sich die Risiken wie unab-
héngige Zufallsvariablen, fiir die man die typischen Diversifikationseffekte beobachten
kann. Insbesondere fallen hier die Wahrscheinlichkeiten exponentiell mit der Anzahl
der Risiken n im Portfolio ab. Dies bezeichnet man als ,Large-Deviations“!?-Verhalten,
da die Werte aus solchen Bereichen iiblicherweise grofse Abweichungen zu ihrem Mittel-

wert aufweisen?’. Das Large-Deviations-Verhalten wird zuniichst fiir Bernoulli-verteilte

18GSiehe auch die Erlduterungen auf S.

YEnglisch fiir ,,groke Abweichungen®.

20Man nennt diese Werte auch Extremwerte. Fiir die genaue Erliuterung des Large-Deviations-
Prinzips siehe Definition
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Risiken und dann fiir beliebig verteilte Risiken gezeigt. Anhand von Beispielen werden
die Anwendungsmoglichkeiten der Ergebnisse aufgezeigt. Es werden unter anderem
Collateralised Debt Obligations (CDOs)*' betrachtet, Wertpapiere, die in den vergan-
genen Jahren stark an Popularitit gewonnen haben. Im Anschluss daran werden die
verschiedenen Moglichkeiten zur Auswahl der Verteilung von © diskutiert. Dies er-
folgt im Zusammenhang mit dem sogenannten Tail-Dependence®*-Koeffizienten, der
ein asymptotisches Maf fiir die Stirke der Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen ist. Im
abschliefenden Paragraphen werden die Beweise fiir die Resultate geliefert. Die Aus-
fithrungen dieses Abschnitts folgen dem Artikel von Maier und Wiithrich| (2009).

Das oben beschriebene stochastische Verhalten von Zufallsvariablen ist auch in anderen
Gebieten der Wahrscheinlichkeitstheorie, wie beispielsweise der statistischen Physik,
bekannt. Siehe dazu z.B. Dinwoodie und Zabell| (1992)).

Im Folgenden werden identisch verteilte Risiken X7, ..., X,, betrachtet, deren verbun-
dene Verteilungsfunktion durch eine Mischverteilung der Art gegeben ist. Die
Randverteilungsfunktion der einzelnen X;, i = 1, ..., n, wird mit F' bezeichnet. Weiter-
hin wird angenommen, dass der latente Faktor © eine Verteilungsfunktion Fg besitzt,
fiir die Fig(0) = 0 gilt. Mit ¢ wird die Laplace-Transformation von © bezeichnet, welche
streng monoton fallend ist und (0) = 1 sowie ¥ (oc0) = 0 erfiillt>*. Damit gilt fiir alle
(x1,...,2,) € R”

G(z1,...,x,) = /000 ﬁ exp (—¢~! (F(xl)))e dFe(6). (5.2.1)

Die Risiken X,..., X, sind unter der Bedingung © = 6 unabhingig und identisch

verteilt. Die bedingten Randverteilungen sind durch
P(X; <2]©=0) =exp (=0 " (F(x;))) (5.2.2)

gegeben. Aus formalen Griinden wird zusétzlich angenommen, dass die Risiken X;

nicht-negativ sind.

Wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, konnen multivariate Verteilungsfunktionen der
Form ([5.2.1)) mit Hilfe von Archimedischen Copulas dargestellt werden. Diese werden

21Englisch fiir ,forderungsbesicherte Schuldverschreibungen®. Siehe dazu Beispiel |5.2.10
22Englisch fiir ,Abhiingigkeit in den Enden (Tails) der Verteilung".
#3Siehe dazu die Definition ([5.1.9) der Laplace-Transformation.
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durch ¢! erzeugt und haben die Gestalt (5.1.10)).

5.2.1 Zentraler Grenzwertsatz

Den Erwarungswert einer nicht-negativen Zufallsvariablen X; kann man unter Verwen-

dung ihrer Verteilungsfunktion F' als
B = [ (1= F@) do
0

darstellen??. Fiir den bedingten Erwartungswert von X; gegeben © = 0 gilt dann
EX,10=0]= / 1—exp(—0-¢ " (F(2))) dz.
0

Dies fithrt zur folgenden Darstellung fiir die bedingte Erwartung von X; unter O,
welche im Folgenden mit A(©) bezeichnet wird:

AO)=FE [X,|0] = /000 1—exp (-0 ¢~ (F(z))) da. (5.2.3)

Die Funktion A(-) ist stetig und streng monoton steigend. Damit ist sie auch invertier-

bar. Nun kann der zentrale Grenzwertsatz fiir das Portfolio-Risiko formuliert werden.

Satz 5.2.1 (Zentraler Grenzwertsatz) Die multivariate Verteilungsfunktion von
Xi,..., X, (n>1) sei durch (5.2.1) gegeben und die Randverteilungsfunktion F habe

ein endliches erstes Moment. Dann gilt fir alle x € R

lim P [M < x} = P[A(©) <z|=Fo (A7 (2)), (5.2.4)

n—00 n

wobei Fg die Verteilungsfunktion der latenten Variablen © bezeichnet.
Beweis: Sieche Abschnitt O

Um die asymptotische Verteilung aus fiir eine konkrete Verteilung von © bzw. fiir
eine konkrete Archimedische Copula zu erhalten, muss die Inverse A~! berechnet und
entsprechend in die Verteilungsfunktion von © eingesetzt werden. Diese Verteilung kann
beispielsweise zur Approximation der GGesamtschadenverteilung fiir grofe Kreditrisiko-

und Versicherungs-Portfolios herangezogen werden.

24Zum Beweis siehe z.B. Denuit et al.[ (2005), S. 24.
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Der Satz verallgemeinert ein Ergebnis aus Schonbucher| (2004) zu Kreditrisiko-
Portfolios. Schonbucher betrachtet einen Spezialfall der Mischverteilung (5.2.1)). Er
nimmt an, dass die Rander der Mischverteilung Bernoulli-verteilt sind. Auch in Mc-
Neil et al.| (2005, Abschnitt 8.4.3) wird eine Grenzverteilung fiir den durchschnittli-
chen Portfolioverlust bestimmt. McNeil et al.| gehen allerdings von einem Bernoulli-

Mischungsmodell aus, das von dem hier betrachteten Mischungsmodell abweicht.

Im Folgenden wird die rechte Seite von (5.2.4) analysiert. Hierzu wird das Supremum

des Trigers?® von © durch
On =sup{f € R| Fg(0) < 1} (5.2.5)

definiert. Analog wird das Infimum des Tragers von © durch ©,, bezeichnet. Es ist
gegeben durch
O, = inf{f € R| Fg(0) > 0}. (5.2.6)

Unter Verwendung des Lemmas in Anhang [A] erhalt man
r>AOy) &= A (2) >0y = Fo(A ' (z)) =1 (5.2.7)

und
r < AO,) <= Al(r)<06, = Fo(A'(2))=0. (5.2.8)

Das bedeutet, dass der Triger des latenten Faktors © den Tréger der Grenzverteilung
aus Satz bestimmt. Ist ©,, > 0 oder ©,; < 0o, so verschiebt sich der Tréiger der
Grenzverteilung geméls bzw. (5.2.8). Diese Beobachtung wird in den néichsten
Paragraphen néher erldutert (siche Abschnitt [5.2.2| und |5.2.3)).

Beispiel 5.2.2 (Kreditrisiko- Ausfille fiir grofie Portfolios)

Gegenstand der Betrachtung ist ein Kreditrisiko-Portfolio bestehend aus n Risiken. Das
Ausfallrisiko X; jedes Schuldners ¢ = 1,...,n wird mit Hilfe einer Bernoulli Verteilung
modelliert, die den Wert 1 mit der Wahrscheinlichkeit p und den Wert 0 mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 — p annimmt. X; = 1 bedeutet, dass das Risiko ¢ ausfillt. Demnach
gibt > | X; die Anzahl der Ausfille innerhalb des Portfolios an. Die latente Variable

© iibernimmt die Rolle der externen 6konomischen Faktoren, die das gesamte Portfolio

Z5Man bezeichnet oft den Wertebereich einer Zufallsvariablen © als Triger von ©O. Er ist definiert als
supp(©) = {0 : fo(0) > 0}, wobei fo die Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion von © ist.
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beeinflussen. Nach (.2.3) ist die bedingte Erwartung von X; unter © durch
A©)=FE[X1]0] =1—exp (-©-97'(1 - p)) (5.2.9)
gegeben. Damit gilt fiir alle z € [1 —exp (—Ox -1 —p)), 1]

Fo(A N (z)) = Fo (—%) =1 (5.2.10)

Fiir alle 7 € [0,1 — exp (=0, - ¥ (1 — p)) ) ergibt sich analog

Fo(A™Y(z)) = Fo (—%) = 0. (5.2.11)

Der Wertebereich von > | X;/n € [0, 1] kann also in drei disjunkte Mengen unterteilt

werden. Das sind

D, = [07 A(@m)) = [Oa 1 - eXp (_Gm ’ ¢_1(1 - p)) ) )
Dy = [l—exp (=0, ¢ (1=p)),1—exp(-On - (1-p) ), (5212
Dy = [A(©y)1] = [1—exp (O -0 (1-p)).1],

mit D; U Dy U D3 = [0, 1]. Auf dem Bereich Dy wird das stochastische Verhalten des
Anteils Y7 | X;/n der Kreditausfille durch den zentralen Grenzwertsatz sowie
(5.2.7) und (5.2.8)) beschrieben. Auf D;U Dj erhélt man ein Large-Deviations-Verhalten

(siche Abschnitt [5.2.2]).

Nun wird fiir die Verteilung des latenten Faktors © eine explizite Wahl getroffen. Fg

sei die Gleichverteilung auf (1,2). Die Laplace-Transformation lautet dann

(e7t—e )  fiirt >0, (5.2.13)

Da die Inverse ¢~! analytisch nicht in einer geschlossenen Form darstellbar ist, wihlt
man ¢~ (1 — p) = ¢ = 0,02 und erhilt somit die Ausfallwahrscheinlichkeit

p=1-v(0,02)=1— (e —e*") /0,02 = 0,00295, (5.2.14)
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also 2,95%, und die drei Bereiche

D = [0,1— exp(—0,02)) = [0%,1,98%),
Dy = [1—exp(—0,02),1—exp(—0,04)) = [1,98%, 3,92%), (5.2.15)
Dy = [1—exp(—0,04),1] = [3,92%, 100%].

Wird davon ausgegangen, dass ein Kredirisiko-Portfolio mit einem Rating vorliegt, das
einer Ausfallwahrscheinlichkeit von p = 2,95% entspricht, so kann heuristisch Folgen-
des abgeleitet werden: Auf dem Bereich Dy = [1,98%),3,92%) sind Marktbewegungen
zu beobachten. Hier wirken externe Faktoren, welche die Ausfallwahrscheinlichkeit des

gesamten Portolios verdndern kénnen.

In diesem Beispiel wurden nur Bernoulli-verteilte Rander betrachtet. Der Grenzwert-
satz kann natiirlich auch auf beliebige nicht-negative Schadenhthenverteilungen
angewendet werden. Allerdings ist die Berechnung der bedingten Erwartung von X,
unter © im Allgemeinen nur mit numerischen Verfahren moglich. Da das Ziel dieser
Arbeit die Ermittlung analytischer Ergebnisse ist, wird auf numerische Beispiele ver-
zichtet. Ein weiteres, anwendungsbezogenes Beispiel zu Collateralised Debt Obligations
(CDOs) wird im néchsten Abschnitt angefiihrt.

5.2.2 Large-Deviations-Verhalten fiir Bernoulli-verteilte Réan-

der

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass unter bestimmten Bedingungen an O, der
Wertebereich des Anteils Y | X;/n der Kreditausfille in drei verschiedene Bereiche
unterteilt werden kann. Auf dem Bereich Dy = [A(O,,), A(©,r)) verhalten sich die Risi-
ken gemafs dem Zentralen Grenzwertsatz Hier kann man den Einfluss der externen
Faktoren beobachten. Auf den Bereichen D; und D3 verschwinden die Wahrscheinlich-
keiten fiir n — oo. Da diese Wahrscheinlichkeiten Auskunft iiber das Eintreten von
seltenen Ereignissen geben, sind sie fiir das Risikomanagement von grofem Interesse. In
diesem Abschnitt werden sie anhand probabilistischer Abschatzungen ndher untersucht.
Unter Verwendung des Gértner-Ellis-Theorems?®
(kurz LDP) auf D; und D3 nachgewiesen. Das LDP charakterisiert die logarithmische

Konvergenzrate von Wahrscheinlichkeiten durch Angabe von Unter- und Oberschran-

, wird das Large-Deviations-Prinzip

ken mit Hilfe einer sogenannten Rate-Function. Das Gértner-Ellis-Theorem gibt hin-

26Gjehe Theorem weiter unten.
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reichende Bedingungen fiir die Existenz einer Unter- und Obergrenze an. Existieren
beide Schranken, so ist das LDP erfiillt und man spricht von einem Large-Deviations-
Verhalten der Wahrscheinlichkeiten. Mit Hilfe zweier Beispiele werden die Ergebnisse
dieses Abschnitts verdeutlicht.

Die genaue Definition des Large-Deviations-Prinzips lautet wie folgt (siehe Dembo und
Zeitouni| (1998, Abschnitt 1.2)):

Definition 5.2.3 Fine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (P,)nen auf R erfillt das
LDP mit der Rate-Function I, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(a) Fir alle abgeschlossenen Mengen A C R gilt

1
limsup — - log P,(A) < — inf I'(z). (5.2.16)
n

n—00 z€A

(b) Fiir alle offenen Mengen B C R gilt

1
liminf — - log P,(B) > — inf I'(z). (5.2.17)

n—oo N zr€B

Erfiillt eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (P, ),y das LDP auf einem Bereich
D C R, dann besitzen die Wahrscheinlichkeiten P,(A) fiir alle A C D asymptotische,
exponentielle Ober- und Untergrenzen. Dies bedeutet insbesondere, dass die Wahr-
scheinlichkeiten auf D asymptotisch exponentiell abfallen. Auferdem koénnen sie bei
Kenntnis der Rate-Function I' mit Hilfe der Schranken sehr genau abgeschitzt werden,
was fiir die Eintrittswahrscheinlichkeiten von seltenen Ereignissen iiberaus wichtig ist.
Sollte der Spezialfall

inf I'(z) = inf I'(z) (5.2.18)

z€(a,b) xz€|a,b]

eintreten, so hat man ein LDP mit einem konkreten Grenzwert, d.h.

lim llog P,([a,b]) = — inf TI'(x). (5.2.19)

n—oo 1 z€|a,b]
Dieses ermoglicht fiir grofe n die Approximation der Wahrscheinlichkeiten P, ([a, b])

durch exp (—n - inf F(ZE))
z€[a,b]

Um das Gartner-Ellis-Theorem vorstellen zu kénnen, miissen noch einige Notationen

eingefiihrt werden.
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Fiir eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen (Z,),cy ist die sogenannte kumulan-

tenerzeugende Funktion durch
A,(N)=logElexp(A-Z,)], AeER (5.2.20)

definiert. Die zu (Z,)nen gehorenden Wahrscheinlichkeitsmafe werden mit P,(A) =
P(Z, € A) (A C R) bezeichnet. Die Existenz eines Grenzwerts fiir die Folge der
passend skalierten kumulantenerzeugenden Funktionen ist die wichtigste Voraussetzung
im Gértner-Ellis-Theorem. Fiir die Anwendbarkeit des Géartner-Ellis-Theorems ist die

folgende Annahme zentral:

Annahme 5.2.4 Fir jedes A\ € R existiert der Grenzwert

A\ = Tim SA,(n)) (5.2.21)

n—oo N,

als erweiterte reelle Zahl?". Weiterhin gehirt Null zum Inneren®® der Menge Dy = {\ €
R| A(N) < o0}

Die Fenchel-Legendre-Transformation von A ist definiert durch

A (z) =sup(A-z—A(N)). (5.2.22)

AER

Eine letzte Definition ist nunmehr nétig, bevor das Gértner-Ellis-Theorem formuliert
werden kann (siehe Definition 2.3.3 aus Dembo und Zeitouni| (1998)).

Definition 5.2.5 Ein Punkty € R heifst exponierter Punkt von A*(z), wenn ein A € R

existiert, so dass fir alle v # y
Ay—AN(y)>N-a—AN(2) (5.2.23)

gilt. Ein X € R, das (5.2.23) erfillt, nennt man exponierende Hyperebene fir y.

Da diese Definition relativ technisch ist, wird ein anderes etwas anschaulicheres Krite-
rium fiir exponierte Punkte und exponierende Hyperebenen angegeben: Falls y = A'(n)

fiir ein n aus dem Inneren von D, gilt, dann ist y ein exponierter Punkt und 7 ist die

2"Die erweiterten reellen Zahlen sind durch R = R U {—o0, +00} definiert. Damit werden Folgen, fiir
die limy, o0 @y, = 00 bzw. lim,_, a, = —oo gilt, als konvergent angesehen.

28Das Innere einer Menge A ist die grofite offene Teilmenge, die in A enthalten ist. Z.B. ist das Innere
des Intervalls [a,b) C R das offene Intervall (a,b). Mehr dazu findet man beispielsweise in Hairer
und Wanner| (1996)), S. 278 ff.
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exponierende Hyperebene fiir y. Aufferdem nimmt dann A* die folgende einfache Form
an?:
A*(y) =ny — An) (5.2.24)

Dies bedeutet, dass fiir ein solches y das Supremum in ((5.2.22)) fiir A = n angenommen
wird.

Das Gértner-Ellis-Theorem kann nun wie folgt prasentiert werden.

Theorem 5.2.6 (Girtner-Ellis) Die Annahme sei erfillt. Dann gelten folgen-

de Aussagen:

(a) Fir alle abgeschlossenen Mengen A C R gilt

1
limsup — - log P,,(A) < — inf A*(z). (5.2.25)

n—oo T €A

(b) Fiir alle offenen Mengen B C R gilt

lim infl -log P,(B) > — inf A*(z), (5.2.26)

n—oo M rEBNF

wobei F die Menge aller exponierten Punkte von A* bezeichnet, deren exponie-

rende Hyperebene zum Inneren von Dy gehort.

Beweis: Siehe |[Dembo und Zeitouni| (1998), S. 48 ff. O

Wird die Voraussetzung des Gértner-Ellis-Theorems von einer Folge von Wahrschein-
lichkeitsmafen erfiillt, dann erfiillt sie auch das LDP, falls B N F = B fiir alle offenen
Mengen B gilt.

Im Folgenden werden Ausfallrisiken X; (i = 1,...,n) betrachtet, die Bernoulli-verteilt

sind (siehe Beispiel |5.2.2)) und deren gemeinsame Verteilungsfunktion durch die Misch-
verteilung (5.2.1]) gegeben ist. Den Anteil der Kreditausfélle definiert man als

1 n
Ly =— X;. 5.2.27
- ; (5.2.27)
Zur Vereinfachung der Notation wird zudem

ha(6) = =010 | <1 - 6*9”‘1(1*1’)) (5.2.28)

29Zum Beweis siehe Dembo und Zeitouni| (1998), S. 46.
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t30

definiert”. Wie man dem nachfolgenden Lemma entnehmen kann, erfiillt die durch

(5.2.27) definierte Folge von Zufallsvariablen die Annahme des Gértner-Ellis-

Theorems.

Lemma 5.2.7 Sei A € R. Fir die in (5.2.27) definierte Folge von Zufallsvariablen

existiert der Grenzwert

lim lAn(n)\) = sup loghy(0) =A(N) (5.2.29)

n—oom 0€supp(©)

und ist endlich. Hierbei bezeichnet supp(©) den Triger des latenten Faktors ©.

Beweis: Siehe Abschnitt [5.2.5.2 S. [124] f. O

Die Fenchel-Legendre-Transformation von A nimmt nun die Gestalt

AeR Ocsupp(©)

A*(z) = sup ()\ -x— sup log h,\(9)> (5.2.30)

an. Das Géirtner-Ellis-Theorem kann jetzt auf die beschriebene Situation ange-

wendet werden:

Satz 5.2.8 Die multivariate Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (Xi,...,X,) sei
durch die Mischverteilung (5.2.1)) mit Bernoulli-verteilten Rindern definiert. Dann gel-

ten folgende Aussagen:

(a) Fiir alle abgeschlossenen Mengen A C [0, 1] gilt

1 1 O
li —-log P |— X; € Al < —inf A*(x). 0.2.31
imsup - log P | ;1 € Al < — nf A"(z) ( )
(b) Fiir alle offenen Mengen B C [0,1] gilt
liminf > - log P 1§aneB > inf A*(z) (5.2.32)
im inf — - lo = ; > — in ), 2.
n—oo N & n — reBNF

wobei F die Menge der exponierten Punkte von A* bezeichnet.

Damit ist das LDP noch nicht erfiillt. Um Aussagen iiber exponierte Punkte und expo-
nierende Hyperebenen treffen zu kénnen, muss die Differenzierbarkeit von A untersucht

werden. Hierzu noch ein paar Bemerkungen:

%h () entspricht dem bedingten Erwartungswert E [¢*¥1|© = 6].
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e Aus der weiter unten stehenden Gleichung ([5.2.67)) erhélt man

h)\(@M) A > 0,
sup hy(0)=< 0 A =0, (5.2.33)
Pesupp(©) hA(©n) A< 0.

Demzufolge ist die Funktion A im Falle von ©,; # ©,,, in 0 nicht differenzierbar.

o Ist Oy = ©,,, dann sind die Ausfallrisiken X; stochastisch unabhingig. Auf dem
gesamten Intervall [0, 1] gilt das klassische Large-Deviation-Prinzip fiir unabhén-

gige Zufallsvariablen. Die Rate-Function lautet in diesem Fall

p -Pp

A*(z) = 2 log <f> +(1-2)log G - x) (5.2.34)
fiir z € [0, 1).3!

e Ist O, = oo, dann gilt (siehe ((5.2.68]))

A A>0
AN = = (5.2.35)
log hx(©) A < 0.

e Ist ©,, =0, dann gilt (siehe (5.2.68))

A(N) = { log 1 (Onr) A >0, (5.2.36)
0 A <0.

Mit diesen Vorbereitungen kann die Menge der exponierten Punkte und die Rate-

Function A* berechnet werden. Alle = € [0, A(©,,)) und = € [A(Oy), 1] erweisen sich

als exponierte Punkte (siehe Folgerung [5.2.9). Dies fiihrt zu einem Large-Deviations-

Verhalten auf D; und Ds. In diesem speziellen Fall liegt sogar ein LDP mit einem

konkreten Grenzwert vor (siehe auch (5.2.19)).

Folgerung 5.2.9 Die multivariate Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (Xi, ..., X,)
sei durch die Mischverteilung (5.2.1)) mit Bernoulli-verteilten Randern definiert. Dann
gelten folgende Aussagen:

31Siehe Theorem 2.3.6 (c) und Aufgabe 2.2.23 in Dembo und Zeitouni| (1998).
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(a) Sei ©y < oo. Fir alle v € (A(On), 1] gilt

1 1<
lim —log P <— d X > g;) = —A*(z) (5.2.37)
=1

n—oo N n 4

mit

* X 1 — T
A (IE) = xlOg (1 _ 6—9M'¢1(1—p)) + (1 — .I') . log (m) . (5238)
(b) Sei ©,, > 0. Fir alle x € [0, A(O,,)) gilt

1 1«
lim —log P [ — X; < = —A" 2.
Jim —log (n Z < x) (x) (5.2.39)

mit

* x 1—2
A*(z) = zlog <1 — e—emw—l(l—p)) + (1 —x)-log (m) . (5.2.40)

Beweis: Siehe Abschnitt [5.2.5.2] S. [126]f. O

Die Rate-Function A* sieht der Rate-Function aus dem unabhéngigen Fall (siehe (5.2.34]))
sehr dhnlich. Man muss lediglich p in (5.2.34) durch

1 — e Ou v 1-p) w1 — e~ OmvT(1-p) (5.2.41)

ersetzen.

Um die Resultate zu veranschaulichen wird das Kreditrisiko-Beispiel aufgenommen und
ein weiteres Beispiel zu CDOs angefiihrt, das dem Modell von [Li (2000) folgt.

Beispiel - Fortsetzung
Laut zentralem Grenzwertsatz [5.2.1] gilt fiir 2 € [0%, 1.98%) und y € (3.92%, 100%]

‘ 1 n ' 1 n
lim P (ﬁ Z:;X < x) =0 bzw. lim P (5 Z:;X > y> = 0. (5.2.42)

Mit Hilfe der Theorie der Large-Deviations kann das asymptotische Verhalten dieser

Wahrscheinlichkeiten genauer charakterisiert werden. Auf den Bereichen D; und D3
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kann man ein Large-Deviations-Verhalten beobachten. Wird z.B. ein
x € Dy =[0%,1.98%) (5.2.43)

gewdhlt, so erhédlt man das asymptotische Verhalten

P (% ix < x) ~ exp (—n - A*(z)) (5.2.44)

mit

el N x i 11—z
A (z) = xlog (1.98%> + (1 —2x)-log (98.02%) . (5.2.45)

Auflerhalb von D, fallen also die Wahrscheinlichkeiten exponentiell mit n ab. Heuris-
tisch bedeuted dies, dass fiir grofe n auf D; und D3 Diversifikationseffekte, entspre-
chend denen fiir unabhéngige Zufallsvariablen, vorliegen. Diese Regionen werden somit

fiir groke Portfolios nicht mehr von systematischen Risiken beeinflusst.

Beispiel 5.2.10 (Verlustverteilung fiir groffe CDO-Portfolios)

Collateralised Debt Obligations®? (CDO) gehdren zu den forderungsbesicherten Wert-
papieren (Asset Backed Securities), die durch ein Referenzportfolio bestehend aus As-
sets (z.B. Darlehen, Anleihen, Credit Default Swaps) gedeckt sind. Das Referenzportfo-
lio wird an eine Zweckgesellschaft (Special Purpose Vehicle) verkauft, die das Portfolio
in mehrere Tranchen, in der Regel Senior-Tranche, Mezzanine-Tranche und Equity-
Tranche, mit unterschiedlichen Ausfallrisiken und Zinssidtzen zerlegt. Diese werden
dann als CDO-Wertpapiere mit einer bestimmten Laufzeit verkauft. Der Besitz ei-
nes CDO-Wertpapiers berechtigt zum Bezug des Cashflows (Zins, Tilgung) aus dem
Referenzportfolio. Die Verteilung erfolgt entspechend ihrer Rangfolge, zuerst wird die
Senior-Tranche, dann die Mezzanine-Tranche und zum Schluss die Equity-Tranche be-
dient. Verluste bzw. Ausfille werden in umgekehrter Reihenfolge von den Tranchen
getragen. Die ersten Verluste treffen nur die Equity-Tranche. Erst wenn die Portfolio-
Verluste eine festgelegte Grenze iibersteigen, erleidet auch die Mezzanine-Tranche einen
Schaden. Nur bei sehr hohen Verlusten, wird schlieflich auch die Senior-Tranche getrof-
fen. Die Equity-Tranche trigt das hochste Ausfallrisiko. Das wird mit dem hochsten

Zinskupon ausgeglichen3.

32 Auf Deutsch: forderungsbesicherte Schuldverschreibungen
33Siehe beispielsweise [Schonbucher| (2003), S. 46 ff. oder [Hull (2009), S. 538 ff.
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Mit Hilfe der CDOs kann das Risiko des Referenzportfolios auf Investoren umverteilt
werden. Sie dienen auf diese Weise der Refinanzierung der Kreditinstitute. Von Vorteil
ist, dass CDOs so konstruiert werden konnen, dass die jeweiligen Risikoneigungen der
Investoren befriedigt werden. Selbst wenn das Referenzportfolio eine hohe Ausfallwahr-
scheinlichkeit aufwies, war es in den vergangenen Jahren moéglich, durch Konzentration
des Ausfallrisikos in einer kleinen, untersten Tranche, einen hohen Anteil an CDO-
Wertpapieren zu schaffen, die von Rating-Agenturen als erstklassig eingestuft wurden.
Eine gut gegliederte CDO konnte teilweise einen Gesamtpreis erzielen, der héher als
die Summe der Marktpreise der Referenz-Assets war®!. Die hohe Verzinsung und die
guten Ratings liefsen die Nachfrage nach CDOs in den letzten Jahren rasant ansteigen.
Es wurden CDOs geschaffen, die wiederum CDO-Tranchen als Referenz-Assets hatten.
Auf diese Weise entstanden regelrechte Verbriefungsketten, die sehr uniibersichtlich
und komplex waren und oft auf Portfolios mit Krediten bonitatsschwacher Schuld-
ner basierten. Seit Mitte 2007, als sich die Finanzkrise schon abzeichnete, kam es zu
Herabstufungen von CDO-Tranchen um mehrere Ratingstufen. Dies fiihrte zu einem
hohen Preisverfall innerhalb kurzer Zeit und zu einer globalen Vertrauenserschiitterung,
so dass die Papiere unverkiduflich wurden. Dies zeigt, dass die Risiken dieser Papiere
nicht adiquat berurteilt worden sind®. Das Ausfallrisiko der CDO-Tranchen ist direkt
an das Ausfallrisiko des Referenzportfolios gekoppelt. Durch eine geeignete Messung
des Portfolio-Risikos unter Beriicksichtigung von Ausfall-Abhéngigkeiten der Referenz-
Assets kann das Risiko der CDO-Wertpapiere angemessen eingeschitzt werden und
beim Rating beriicksichtigt werden. Die Quantifizierung des Portfolio-Risikos in Form

einer Verlustverteilung ist Gegenstand dieses Beispiels.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine CDO-Tranche bzw. ein CDO-Wertpapier einen Ver-
lust erleidet oder ganz ausfillt hiangt von der Verlustverteilung des Referenzportfolios
ab. Fiir die Bestimmung der Verlustverteilung wird das Modell von |Li (2000) herange-
zogen. Li modelliert die Abhéngigkeiten zwischen den Ausfallzeiten der Referenz-Assets
mit Hilfe einer Gaufs-Copula. Hier wird jedoch eine Archimedische Copula verwendet.
Es wird eine CDO mit der Laufzeit T betrachtet. Das Referenzportfolio bestehe aus
n Referenz-Assets mit identischen Nominalwerten NV, identischen Laufzeiten T’ sowie
identischen Recovery-Raten 7.

Die Ausfallzeit des Referenz-Assets ¢ wird mit Hilfe einer Zufallsvariablen Y; (i =
1,...,n) modelliert. Die Ausfallzeiten Y; werden als identisch verteilt und beziiglich ei-

ner latenten Variablen © als bedingt unabhingig angenommen. Mit F sei die Verteilung

34Vgl. dazu (Schénbucher] (2003), S. 46.
35Vgl. [Hamerle und Plank/ (2008).
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der einzelnen Ausfallzeiten Y; bezeichnet. Die verbundene n-dimensionale Verteilungs-

funktion der Ausfallzeiten wird mittels einer Archimedischen Copula Cy-1 definiert:
PYi<t,....Y,<t,) =Cy1 (F(tr),...,F(t,)).

Weiterhin wird fiir jedes 7 die Indikatorvariable X; = 1y,5, eingefiihrt, die 0 ist,
falls Asset ¢ bis zum Zeitpunkt ¢ ausfillt. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine gegebene
Teilmenge von Referenz-Assets Ip C {1,...,n} bis zum Zeitpunkt ¢ ausfillt, ist daher
durch

ot (F(tr), ., Flta)

mit t; =t fiir i € Ip und t; = 1 fiir i ¢ Ip, gegeben. Bei gegebenem Wert © = 6 sind

die einzelnen Aufallzeiten unabhéngig und deren Wahrscheinlichkeit ist durch
P(X1=0]0)=P(Y; <t| ) =exp{—0-¢v7 " (F(t))}
gegeben. Damit erhélt man fiir die bedingte Erwartung von X; unter ©
A(©) = 1—exp{-0 -4~ (F(1))}.

was zur folgenden Grenzverteilung fiir den Anteil der Ausfélle 1 —> " | X;/n im Port-

folio zum Zeitpunkt ¢ fiihrt:

fiir allgemeines © und

fiir stetiges ©.

Aufgrund der identischen Nominalwerte und Recovery-Raten ergibt sich der Verlust im
Referenzfportfolio zum Zeitpunkt ¢ direkt aus dem Anteil der Ausfille zum Zeitpunkt
t. Demnach geniigt es, wenn sich die Betrachtungen auf den Anteil der Ausfille im

Referenzportfolio zum Zeitpunkt ¢ beschrinken.
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Auch hier kann der Wertebereich in drei Bereiche mit unterschiedlichem stochastischem

Verhalten unterteilt werden. Auf dem Bereich
Di(t) U Ds(t) = [0,exp {=On - ¢ (F(1))}] U (exp {=Op, - " (F(1))},1] (5.2.46)

kann man ein Large-Deviations-Verhalten mit exponentiellen Abfall der Wahrschein-

lichkeiten mit wachsendem n beobachten. Auf

Ds(t) = (exp{—=On - (F(1))} ,exp {6, - v (F(1))}] (5.2.47)
wirken die systematischen Risiken und beeinflussen die Ausfallwahrscheinlichkeiten im

Referenzportfolio.

Schliefslich werden fiir die Ausfallzeiten Y; und fiir die latente Variable © explizite Ver-
teilungen gewéhlt. Die Laufzeit der CDO wird auf T = 5 festgelegt. Wird fiir © wieder
die Gleichverteilung auf (1,2) und fiir die Ausfallzeiten die Exponentialverteilung mit
Parameter A = 0,05 gewéhlt, so erhédlt man die individuelle Ausfallwahrscheinlichkeit
P(X; =0) = G(2) =1—exp(—0,05-2) = 0,095 zum Zeitpunkt ¢t = 2 und die drei

Bereiche
Dq(2) = [0%, 3,75%];  Do(2) = (3,75%,19,4%];  D3(2) = (19,4%, 100%).

Fiir x € (19,4%, 100%)] ergibt sich beispielsweise das asymptotische Verhalten

P (1 - %ZX, > x) ~ exp (—n - A*(x))

mit der Rate-Function

1—
A (x) = (1 —x)log (80 6‘;)) +x - log <192%> : (5.2.48)

Auferhalb von D,(2) hat man das typische Large-Deviations-Verhalten. Auf diesen

Bereichen verhalten sich die Risiken wie unabhéngige Zufallsvariablen, d.h. die Ausfélle

erfolgen unabhingig voneinander.

Aus kann man erkennen, dass der Bereich Dy(t) grofer wird, wenn ¢ ansteigt.
Das bedeuted, dass der Einfluss des externen Faktors © auf das Portfolio im Laufe der
Zeit, anwichst. Dies wird in Abbildung veranschaulicht, in der die Grenzverteilung
des Anteils der Ausfille fiir verschiedene Werte von t dargestellt wird. Dem Schaubild
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Abbildung 5.1: Verteilungsfunktion des Anteils der Ausfille zu den Zeitpunkten t =
2, t=35und t =5.

kann man beispielsweise entnehmen, dass am Ende der Laufzeit die untere Grenze von
D4 (5) bei ca. 13% und die obere Grenze bei ca. 36% liegt.

5.2.3 Large-Deviations-Verhalten fiir beliebig verteilte Rander

In diesem Abschnitt wird von beliebig verteilten, nicht-negativen Risiken Xi,..., X,
ausgegangen. Ihre gemeinsame Verteilungsfunktion ist durch die Mischverteilung
gegeben. Auch fiir diese beliebig, aber identisch verteilten Risiken (z.B. Schadenhdhen)
gilt das Large-Deviations-Prinzip. Wie im letzten Abschnitt muss hierfiir die Annahme
des Gértner-Ellis-Theorems iiberpriift werden.

Gegenstand der Betrachtungen ist wieder Z, = """ | X;/n. Aufgrund der bedingten
Unabhéngigkeit der X; unter O, erfiillt die kumulantenerzeugende Funktion von Z,

(sofern existent) fiir jedes A € R

An(nA\) = logElexp(\-Z,)] (5.2.49)
= log FElexp(n-log E [exp (A - X7)|©])].

Damit kann das folgende Lemma gezeigt werden:
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Lemma 5.2.11 Fir jedes \ € R existiert der Grenzwert

. log E [exp (A - X1)| O] A >0,
lim ~A,(n)) = A\ = { 0 A =0, (5.2.50)
log E [exp (A X1)| O] A < 0.

als erweiterte reelle Zahl.

Beweis: Siehe Abschnitt [5.2.5.3] S. [I27]f. O

Falls zusétzlich gilt, dass Null zum Inneren von Dy = {\ € R| A(\) < oo} gehort, kann
das Gértner-Ellis-Theorem [5.2.6| auf Z,, angewendet werden.

Folgerung 5.2.12 Unter den Voraussetzungen des Grenzwertsatzes und wenn
die Null zum Inneren von Dy gehdrt, kann das Gértner-Ellis-Theorem mit der
Fenchel-Legendre- Transformation A* der Funktion A aus (5.2.50)) auf Z, angewendet

werden.

Schlussfolgerungen. Unter der Annahme, dass A(O);) < oo (O hat einen beschrénk-
ten Tréger) gilt, folgt aus Satz fiir alle x > A(© )

P(Z,>zx] —0 fir n — oo. (5.2.51)

Weiterhin gilt limy o A'(A) = A(©y). Wird die Konvexitidt von A verwendet, so ergibt
sich fiir alle A > 0
N(N) > A(Oy). (5.2.52)

Andererseits hat man

lim A'(A) = sup {z € supp(X;)} < o0, (5.2.53)

A—00

wobei supp(X7) den Tréger von X bezeichnet. Zur Vereinfachung der Notation wird die
Bezeichnung x); = sup {z € supp(X;)} eingefiihrt. Damit sind alle x € (A(On), z0r)
exponierte Punkte der Fenchel-Legendre-Transformation A* (sieche dazu auch die Er-
lduterung auf S. [110). Folglich ist das LDP auf (A(©x), z) erfiillt und die Wahr-

scheinlichkeiten fiir Portfolio-Verluste aus diesem Bereich fallen exponentiell mit n ab.

5.2.4 Tail-Dependence-Koeflizienten

In diesem Paragraphen wird der Zusammenhang zwischen Tail-Dependence-Koeffizien-

ten und Mischungsmodellen, in denen die latente Variable © einen beschrinkten Trager
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besitzt, herausgearbeitet. Dies ist im Hinblick auf die Entscheidung iiber die Wahl der
Verteilung von © von Bedeutung. Tail-Dependence-Koeffizienten machen eine Aussage
iber die Stiarke der asymptotischen Abhingigkeit zweier Risiken. Sie werden vor allem
zur Untersuchung der Abhéngigkeiten von Extremwerten zweier Zufallsvariablen ver-

wendet.

Es stellt sich heraus, dass ein beschrinkter Trager von © zu einem Tail-Dependence-
Koeffizienten von Null fiihrt. Die Risiken sind damit paarweise asymptotisch unab-
hiangig. Intuitiv bedeutet dies, dass grofe Werte dazu tendieren, unabhéngig vonein-
ander aufzutreten. Die Umkehrung dieser Aussage gilt allerdings nicht (siehe Beispiel
[5.2.13). Auch wenn © keinen beschréinkten Tréiger besitzt, kann der Tail-Dependence-
Koeftizient verschwinden. Zusétzlich wird gezeigt, dass der Tail-Dependence-Koeffizient
sogar auf einer Log-Skala (siehe (5.2.59))) verschwindet. Sehr schwache Abhiingigkeit
in den Enden (bzw. Tails) der Verteilung deckt sich in diesem Fall mit einem Large-
Deviations-Verhalten der Risiken. Daraus kann man schlieken, dass ein latenter Faktor
mit beschrianktem Tréger gewdhlt werden sollte, wenn der Einfluf der systematischen
Risiken auf das Portfolio iiber kurz oder lang ausstirbt und sich die Risiken unabhéngig

voneinander verhalten.

Der obere Tail-Dependence-Koeffizient zweier identisch verteilter Zufallsvariablen
(X1, X2) (mit Randverteilungsfunktion F') ist durch

A:thﬂX§>F”@MXi>F4@ﬂ (5.2.54)
q—>

definiert, falls ein Grenzwert A € [0, 1] existiert. Wenn die Abhéngigkeitsstruktur durch
die Mischverteilung (5.2.1) beschrieben wird, ldsst sich der obere Tail-Dependence-
Koeffizient A fiir alle Paare (X;, X;) mit ¢ # j als

1204020 g)

5.2.55
lim - (5.2.55)

darstellen®. Dabei bezeichnet 1! den Generator der zugehérigen Archimedischen Co-

pula Cy-1, der mit der Inversen der Laplace-Transformation von © {ibereinstimmt.

36Siehe dazu Embrechts et al.| (2002). Fiir diese Darstellung muss die Stetigkeit von F vorausgesetzt
werden.
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Beispiel 5.2.13 (Clayton Copula)

Ist Fg die Gamma-Verteilung mit den Parametern 1 und 1/a, dann ist ihre Laplace-
Transformation durch ¥(t) = (1 + ¢)~/ (siehe auch (5.1.16)) gegeben. Obwohl der
Tréger dieser Verteilung nicht beschréankt ist (d.h. ©); = 00), gilt fiir den oberen Tail-
Dependence-Koeffizienten A = 0. In diesem Fall hat man schwache Abhingigkeit in
den Tails (A = 0), aber kein Large-Deviations-Verhalten im oberen Wertebereich (da

Beispiel 5.2.14 (Latenter Faktor © mit beschrinktem Triger)

Der latente Faktor © habe nun einen beschriankten Trager, d.h. es gelte ©); < oc.
Wihlt man v > 0, dann gilt fiir alle § < Oy,

1+2v0 <exp{2v0} und exp{vf}<1+v0+o(v) firv—0. (52.56)

Hierbei bezeichnet o(v) das Landau-Symbol, welches zum Ausdruck bringt, dass der

jeweilige Term schneller als v gegen 0 konvergiert. Genauer gilt

f(v) =o0(v) <= M—J) fir v — 0.
v

Aus (5.2.56) folgt

.. Elexp(2v0)] -1 _ . . 2v- E[O]

1 f >1 f =2. 2.

Lt R [exp(vO)] -1 — T v E [©] + o(v) (5:2.57)
Damit ergibt sich fiir den oberen Tail-Dependence-Koeffizienten

1-2¢+ 0207 a) 6 (20) —1

v
0 < XN =1 R S
- qli}} 1—q v—0 Q/}(U)—l

< 2_hminfE[exp{2v@}]—1:
v—0  Elexp{vO}] —1

Der Tail-Dependence-Koeffizient ) ist also 0, wenn der latente Faktor einen beschrink-
ten Trager hat. In den Féllen, in denen ein Large-Deviations-Verhalten zu beobachten
ist, liegt eine schwache Abhéngigkeit in den Tails vor.

Bei einem Tail-Dependence-Koeffizienten von A = 0, wird der Tail-Dependence-Koeffi-
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zient oft auf der folgenden Log-Skala®” untersucht:

o 2 log(1 —q)
X I a2 o) (5:2.59)

Es ist durchaus moglich, dass y ungleich Null ist, wenn A = 0 ist. Es gilt nimlich®®

A>0 falls y=1
{ =0 s (5.2.60)

A=0 falls y <1.

Dieser Fall tritt beispielsweise fiir die Gauk-Copula C§ (siehe (5.1.5)) ein. Fiir diese
gilt A = 0 und y = p.>* Die Gauk-Copula weist also eine Art von Abhiingigkeit in den
Tails auf.

Fiir das Mischungsmodell mit einer latenten Variablen © mit beschréinktem
Trager verschwindet der Koeffizient y fiir alle Paare (X;, X;) mit ¢ # j. Geht man

analog wie in ([5.2.58)) vor, so ergibt sich fiir x

\ = lim 2 log(v E[O] + o(v))

o0 log(402 E[02] + o(v2)) 1=0. (5.2.61)

Selbst auf dieser Log-Skala ist keine Abhdngigkeit in den Tails zu beobachten.

Unter Verwendung des multivariaten Mischungsmodells kénnen unterschiedli-
che Abhéngigkeitsstrukturen zwischen Risiken modelliert werden. Hat die latente Va-
riable des Modells einen endlichen Wertebereich, dann wirken die externen Faktoren
(systematische Risiken) nur auf einen Teilbereich, auf dem es beispielsweise zu Veréin-
derungen der Ausfallwahrscheinlichkeit in einem Kreditrisiko-Portfolio kommen kann.
Auferhalb dieses Bereiches kann man Diversifikationseffekte wie fiir unabhéngige Ri-
siken beobachten. Hier kénnen die systematischen Risiken nicht mehr das gesamte
Portfolio beeinflussen.

Es wurde aufserdem gezeigt, dass Mischungsmodelle, deren latente Variable einen be-
schriankten Trager besitzt, sehr schwache Tail-Abhéngigkeiten aufweisen. Aufbauend
auf diesen Erkenntnissen, kann man von Fall zu Fall entscheiden, ob ein Mischungsmo-

dell, in dem die latente Variable einen beschrinkten Trager besitzt, geeignet ist.

37Siehe dazu z.B. |Juri und Wiithrich| (2003).

38Giehe z.B. |Coles et al.| (1999) oder [Heffernan| (2000).

39Giehe dazu [Juri und Wiithrich| (2003). Da die Gauk-Copula nicht Archimedisch ist, sieht die Defini-
tion von y in diesem Fall anders aus, siehe z.B. (61) in |Juri und Wiithrich| (2003).
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5.2.5 Beweise
5.2.5.1 Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes [5.2.1]

Zuerst wird gezeigt, dass A(O) (fast sicher) endlich ist. Fiir n = 1 gilt

Glry) = /OOO exp (—7! (F(21)))” dFo(0) = ¢ {u™" (F(21))} = F(x1).

Die bedingte Verteilung von Xi, gegeben © = 0, ist somit durch P(X; < z1|© =
0) = exp(—0 -1y ~! (F(x1))) gegeben. Benutzt man die Voraussetzung, dass X; einen

endlichen Erwartungswert besitzt, erhilt man
Bl = [ EpGle = ara0) = [T A0) ara) < o
0 0

woraus sich A(0) < oo (fast sicher) ergibt.
Da die Risiken X, ..., X, unter © bedingt unabhingig und identisch verteilt sind und
ihr erstes Moment A(©) ist, kann das Starke Gesetz der Grofen Zahlen®® herangezogen

werden, das die fast sichere Konvergenz

lim 221X _ g x|
n

n—oo

impliziert. Aufgrund der Tatsache, dass fast sichere Konvergenz, schwache Konvergenz

impliziert*!, erhilt man fiir alle z > 0

¢
limP{Lgx

n— oo n

@] = Limixjel<e) (5.2.62)

wobei 1{g[x, o)<+ die Indikatorvariable bezeichnet, welche den Wert 1 annimmt, falls
E[X1]0] < x gilt und sonst 0 ist. Weil die bedingte Wahrscheinlichkeit in nach
oben gleichméfig durch 1 beschrinkt ist und 1 beziiglich dFg(#) integrierbar ist, erhélt
man durch Verwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz[A.2.1]in Anhang

(Al

e "X
limP[LSx} — hmE[P{LS:L‘
n

n—o00 n n—o0

9” = B [Lpxjo)<s)
— P[E[X,|0] <1]=P[A(®) < 4].

40Fiir das Starke Gesetz der GroRen Zahlen siehe z.B. Schaich und Miinnich (2001), S. 179.
41Giehe dazu z.B. Schaich und Miinnich| (2001), S. 171 ff. und die Referenzen darin.
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Damit ist der Beweis des Grenzwertsatzes [5.2.1] abgeschlossen.

5.2.5.2 Beweise fiir die Resultate aus Abschnitt [5.2.2]

Als Vorbereitung fiir den Beweis von Lemma wird die nachfolgende Aussage

bewiesen.

Lemma 5.2.15 Die multivariate Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (X, ..., X,)
sei durch die Mischverteilung (5.2.1) mit Bernoulli-verteilten Rindern definiert. Dann
gilt fir A€ R undn > 1

An(\) =log E [exp {n -log hy/n (©)}] .

Beweis: Wihle A = A /n. Die Risiken X; sind unter © bedingt unabhéngig und iden-
tisch verteilt mit Randverteilung exp (—© - ¢! (F(+))). Folglich erhélt man

exp <X : ix) exp (X : ix)
—E le [exp (X-XZ) @}

=E|]] (e—e'w*(l—f’) + e (1 —~ e—@'w‘1<1—p>)>] (5.2.63)

Li=1

=F _eXp {n -log (e‘g'wﬂ(l_p) + (1 _ e—ew’l(l—p))) H

= E [exp {n-logh; (©)}].

E =LK )

Durch das Logarithmieren beider Seiten in (5.2.63|) folgt die Behauptung.
OJ

Beweis von Lemma Sei A € R fest. Fiir hy(0) (siehe (5.2.28)) gilt hy(0) > 0

fiir 6 > 0. Zusammen mit der Annahme Fg(0) = 0 gilt somit
hA(@) >0
(fast sicher). Fiir h > 0 wird nun

O = {0 > 0;7,(0) > h}
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definiert. Man wahlt A > 0, so dass
P[] >0 (5.2.64)

gilt.

Fiir alle solche h gilt die Abschitzung

1 1 c
limsup —A,,(n\) = limsup - log E [exp (n - log hy(©)) ‘92 U () ] (5.2.65)

n—oo n—oo

< lim sup % log (P [(Q;\l)c} -exp (n-logh) + E [exp (n - log hA(©)) [24])

n—oo

n—oo

< limsup % log (P [(QQ)C] B [exp (n-log h\(0))] Qﬁ

+P[0)] - E [exp (n - log h(6))] 1] )

1
= lim sup - log E [exp (n - log hx(©))] Qﬂ .

n—oo

Auferdem gilt

1
hmsupﬁlogE [exp (n-log hy(©))| ] < sup  loghy(6). (5.2.66)

n—o0 Oesupp(©)

Andererseits erhalt man fiir den liminf eine analoge Abschétzung:

1 1
liminf —A,(nA) > liminf —log E [exp (n - log h\(©))| Q2] > logh

n—oo M n—oo M

fiir alle A mit ([5.2.64)). Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass

logsup{h: P[] >0} = sup loghy(6)

0esupp(©)

gilt. Damit ist die Gleichheit in ((5.2.29)) bewiesen.
Es bleibt zu zeigen, dass A()\) endlich ist. Hierfiir betrachtet man die Ableitung

d%hA(e) = (1 —p)-e?TAP (N 1), (5.2.67)

Aus ihr wird ersichtlich, dass log k() streng monoton fallend in € ist mit

log h\(0) =0 und Glim log hy(0) = . (5.2.68)
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Damit ist log hy(f) endlich fiir alle A € R und alle § > 0. Dies wiederum impliziert,

dass A(A) fiir alle A € R endlich ist. Lemma ist somit bewiesen.
0J

Beweis der Folgerung Fiir alle y mit y = A’(n) fiir ein 7 # 0 kann man die

Fenchel-Legendre-Transformation von A als

A (y) =ny — An) (5.2.69)

darstellen. Auferdem ist y damit ein exponierter Punkt von A* (siehe dazu auch die
Erlauterung auf S. [110]). Weiterhin gilt

[1 — e QU 1), 1} = [A(On),1] A >0,
NN e B
[o, ] — e Om <1—P>> — [0, A(0,,)) A <0.

Beweis von (b): Sei ©,, > 0 und z € [0, A(O,,)). Dann ist A’(n) = z nur fiir

€T - efemwil(lfp)
n = log A2 (1= ey |- (5.2.70)

Damit sind alle Punkte z € [0, A(©,,)) exponierte Punkte von A*. Wenn man (5.2.70))
in die Gleichung (5.2.24)) einsetzt, ergibt sich fiir alle z € [0, A(©,,))

. x 1—x
A (I‘) = xlog <1 — e—emiﬁl(l—p)) + (1 — I‘) lOg (m) .

Aus Satz [5.2.8|(a) folgt

n—00 y€[0,z]

1 1 &
li —logP | — X; < < — inf A*(y) = —A"(x),
im sup - og (n ; < $> S m (y) (z)

da A*(z) streng monoton fallend auf [0, A(©,,)) ist. Andererseits gilt wegen Satz

[b.2.8(b) fiir alle £ € (0,2/2)

1 1 ¢ 1 1 ¢
liminf ~logP [ =S X; <2 | > liminf —logP [e < =S X, <2 —
it log <n2 —I)—%nog ( s )

i=1 =1
>— inf A*(y)=—-A"(z—e).
yE(e,x—e)
Die Behauptung (b) folgt nun aus der Stetigkeit von A* auf [0, A(6,,)) und aus der

Tatsache, dass man € > 0 beliebig klein wéhlen kann.
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Beweis von (a): Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von (b). Der einzige Unterschied

besteht darin, dass A*(z) streng monoton steigend auf (A(Oyy), 1] ist.
U

5.2.5.3 Beweis von Lemma [5.2.11]

Da A,,(0) = 0 fiir alle n > 1 gilt, muss die Behauptung nur noch fiir A # 0 bewiesen
werden.
Sei A > 0. Wegen Fg(0) = 0 gilt

Elexp(A-X;1)|0] >1
(fast sicher). Fiir A > 1 wird
Q) ={0>0;F [exp (\- X,)| O] > h} (5.2.71)
definiert. Es sei nun h > 1, so dass
PlM] >0 (5.2.72)
gilt. Wie in erhilt man fiir alle solche h

1 1
limsup —A,(n\) < limsup - log E [exp {n-log E [exp {\- X1 }| O]} ] . (5.2.73)

n—oo n—o0

Andererseits gilt fiir alle A > 1 mit (5.2.72))

1
lim inf — A, (nA) > log h. (5.2.74)

n—oo 1

Des Weiteren gilt fiir die bedingte Erwartung
Elesp(h-X)|6) = [ Plexp(r- X)) > |6 dy
1

= /001 —exp{—@-l/)_l (F (logy/)\))}dy,

1

welche streng monoton steigend in © ist. Folglich erhédlt man

lim sup % log E [exp {n - log E [exp {\- X1}| O]} 3]

n—oo

<log E [exp{\- X1}|On].
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Damit folgt die Behauptung fiir A > 0.
Fir A < 0 gilt
Elexp(A- X7)|0] <1

(fast sicher). Fiir alle b € (0, 1) mit (5.2.72)) erhélt man wiederum ((5.2.73)) und (5.2.74)).

Diesmal ist E [exp (A - X7)| ©] streng monoton fallend in ©, was die Behauptung im-

pliziert.
O



Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

Fiir jedes Versicherungsunternehmen ist das Management von Risiken eine unabding-
bare Aufgabe, welche die Grundlage fiir den wirtschaftlichen Erfolg und die langfristige
Erhaltung des Unternehmens bildet. Ein gutes Risikomanagement dient dem Schutz der
Versicherungsnehmer und starkt zudem die Wettbewerbssituation des Unternehmens.
Nicht nur zum Schutz der Kunden, sondern auch um die Stabilitdt der Versicherungs-
branche zu gewéhrleisten, hat die EU das Projekt ,Solvency II* ins Leben gerufen.
Mit Solvency II soll ein risikobasiertes Aufsichtssystem fiir Versicherungsunternehmen
geschaffen werden, welches die bestehenden Aufsichtsregeln harmonisiert. Die Anforde-
rungen von Solvency II an ein qualitatives und quantitatives Risikomanagement sind
nach dem sogenannten 3-Sdulen-Ansatz gegliedert. Die erste Sdule enthélt Solvabili-
tatsrichtlinien fiir die Eigenmittelausstattung von Versicherungsunternehmen und stellt
den Kern der Betrachtung dar. Ziel ist die Bestimmung der erforderlichen Kapitalaus-
stattung eines Unternehmens, die zur Bewiltigung der eingegangenen Risiken bendtigt
wird. Hierfiir ist die Quantifizierung des Gesamtrisikos unter Einbeziehung aller relevan-
ter Risiken sowie unter Beriicksichtigung von Abhangigkeitsbeziehungen zwischen ver-
schiedenen Risikokategorien erforderlich. Die quantitativen Vorgaben der ersten Sédule
werden durch qualitative Bestimmungen zum aufsichtsrechtlichen Uberpriifungsverfah-
ren in der zweiten Sdule und Richtlinien zur Offenlegung und Markttransparenz in der

dritten Saule ergéinzt.

In der vorliegenden Arbeit werden Methoden zur Quantifizierung und Modellierung von
Risiken von Nichtleben-Versicherern vorgestellt. Fiir das Pramien- und Reserverisiko
werden Modelle zur Bestimmung von Préadiktoren fiir die zukiinftigen Primien bzw. fiir
die benotigten Schadenreserven, sowie zur Messung der Genauigkeit dieser Prognosen,
prasentiert. In diesem Kontext werden auch multivariate Modelle betrachtet. Sie er-

lauben die Beriicksichtigung von Interdependenzen zwischen verschiedenen Portfolios.
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Des Weiteren beschéftigt sich die Arbeit mit der Modellierung von Abhéngigkeiten zwi-
schen beliebigen Risiken. Die darauf aufbauende Quantifizierung des Gesamtrisikos fiir
Portfolios, die aus abhidngigen Risiken bestehen, nimmt einen grofen Teil der Arbeit

ein.

Zur Schiatzung von zukiinftigen Primien bietet sich die Verwendung der individuel-
len und der kollektiven Schadenerfahrung an. Die Credibility-Theorie beschreibt, wie
die individuelle mit der kollektiven Schadenerfahrung in einem gewissen mathema-
tischen Sinn optimal zu verkniipfen ist, um den besten affin-linearen Pradiktor fiir
die risikogerechte Primie zu erhalten. Dieser Pradiktor wird Credibility-Pradiktor ge-
nannt. Mit Hilfe der Credibility Modelle von Biihlmann und Biihlmann-Straub wer-
den die dazugehorenden Credibility-Prédiktoren, die mittlere quadratische Abweichung
zur risikogerechten Individual-Pramie und weitere Eigenschaften der Pradiktoren be-
stimmt. Dariiber hinaus wird auch erldutert, wie das anschauliche, aus der Hilbert-
Raum-Theorie bekannte Konzept der orthogonalen Projektion zur Bestimmung der
Credibility-Pradiktoren verwendet werden kann. Analoge Ergebnisse werden auch fiir
die multidimensionale Verallgemeinerung des klassischen Biihlmann-Straub-Modells
vorgestellt. Hier werden mehrere Portfolios simultan betrachtet, um die moglichen Ab-
hiangigkeiten zwischen den Portfolios beriicksichtigen zu konnen. Fiir alle betrachteten
Credibility-Modelle werden Schitzungen der benétigten Strukturparameter angegeben.
Diese sind fiir die konkrete Berechnung der Credibility-Pradiktoren und ihre Progno-

sefehler erforderlich.

Da multivariate Credibility-Methoden &ufserst niitzlich bei der Betrachtung verschie-
dener, abhangiger Versicherungsportfolios sind, empfiehlt sich eine Anwendung des
multidimensionale Biihlmann-Straub-Modells auf Schadenreservierungsprobleme. Un-
ter Verwendung dieses Modells werden Pridiktoren fiir die ausstehenden Schadenzah-
lungen (Schadenreserven) fiir bereits eingetretene bzw. verursachte, aber nicht ab-
schliefsend regulierte Schiden aus mehreren, abhéngigen Portfolios ermittelt. Aufer-
dem wird der (bedingte) Prognosefehler, der beim Prognostizieren der bendtigten
Schadenreserven aller betrachteten Portfolios entsteht, zuerst fiir einzelne Schaden-
anfalljahre, dann fiir alle aggregierten Anfalljahre, ermittelt. Unter Einbeziehung der
Schétzungen fiir die Strukturparameter kann ein Schéatzer fiir diesen Prognosefehler
bestimmt werden. Dieser quantifiziert das gesamte Reserverisiko der betrachteten Port-
folios. Die Resultate werden anhand eines Beispiels verdeutlicht und mit den Ergeb-

nissen aus dem multivariaten Chain-Ladder-Modell und dem multivariaten Additive-
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Loss-Schadenreservierungsmodell verglichen. Dabei werden zwei Portfolios betrachtet,
welche Schadendaten derselben Versicherungssparte aus zwei verschiedenen Regionen
beinhalten. Das Biihlmann-Straub-Modell zeigt sich dabei aufgrund der freien Wahl-
moglichkeiten zweier Modellparameter flexibel bei der Anpassung des Modells an die
vorhandenen Daten. Mit dem auf dem multivariaten Biihlmann-Straub-Modell basie-
renden Verfahren wurde eine zusétzliche Alternative zu den bisher bekannten multiva-

riaten Verfahren entwickelt.

Bei diesen Betrachtungen bleibt die Quantifizierung des einjdhrigen Reserverisikos im
Rahmen des Biihlmann-Straub-Modells offen. Beim einjahrigen Reserverisiko wird le-
diglich die Unsicherheit im sogenannten Abwickungsergebnis fiir das nichste Kalen-
derjahr gemessen. Das Abwicklungsergebnis ergibt sich als Differenz der Prognosen fiir
den Endschadenstand (aktueller Schadenstand zuziiglich allen Schadenreserven) am
Anfang und am Ende des kommenden Kalenderjahres. Aufgrund des einjéhrigen Zeit-
horizonts von Solvency II oder des schweizerischen Pendents, des Swiss Solvency Tests,
ist die Quantifizierung des einjdhrigen Reserverisikos fiir jede Nichtleben-Versicherung
ein aktuelles Thema. Aufbauend auf den Uberlegungen in dieser Arbeit, kann dies im

Rahmen des (multivariaten) Biithlmann-Straub-Modells erfolgen.

Im Hinblick auf die Quantifizierung des Gesamtrisikos eines Versicherungsunterneh-
mens ist die Aggregation von Einzelrisiken und Risikokategorien unter Beriicksichti-
gung von Abhingigkeiten notig. Fiir grofse Portfolios mit abhingigen Risiken ist in
diesem Zusammenhang die Verteilung des Gesamtrisikos von Interesse. Hierfiir ist eine
addquate Modellierung der Abhéngigkeitsstrukturen zwischen den Risiken erforderlich.
Das Konzept der Copulas, welches eine geeignete Methode dafiir darstellt, wird naher
erldutert. Dariiber hinaus werden sogenannte Mischungsmodelle, die mit Hilfe Archi-
medischer Copulas dargestellt werden koénnen, ndher untersucht. Mischungsmodelle
dieser Art sind dadurch gekennzeichnet, dass externe ékonomische Faktoren (syste-
matische Risiken), beschrieben durch eine Zufallsvariable ©, das Portfolio beeinflus-
sen und so Abhéngigkeiten im Portfolio hervorrufen. Ausgehend von diesen Modellen
wird fiir das durchschnittliche Portfolio-Risiko die asymptotische Verteilung bestimmt.
Diese kann zur Approximation der GGesamtschadenverteilung fiir grofe Portfolios her-
angezogen werden. Weiterhin wird das stochastische Verhalten der Risiken innerhalb
des Portfolios analysiert. Es stellt sich heraus, dass die externen Faktoren nur einen
beschriankten Wirkungsbereich haben, wenn die latente Variable © einen endlichen

Wertebereich besitzt. Aulierhalb dieses Bereiches kann man Diversifikationseffekte wie
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fiir unabhéngige Risiken beobachten. Hier konnen die systematischen Risiken nicht
mehr das gesamte Portfolio beeinflussen. Dies duflerst sich in der Tatsache, dass die
Wahrscheinlichkeiten auf diesem Teilbereich exponentiell mit der Anzahl der Risiken n
im Portfolio abfallen. Diesen Effekt nennt man Large-Deviations-Verhalten, das typi-
sche Verhalten von unabhéngigen Zufallsvariablen. Die Anwendungsmoglichkeiten der
Ergebnisse werden anhand von Beispielen aufgezeigt. s wird unter anderem ein Bei-
spiel zur Quantifizierung des Risikos von sogenannten Collateralised Debt Obligations
(CDOs) angefiihrt. CDOs gehoren zu den forderungsbesicherten Wertpapieren, die in
den letzten Jahren stark an Popularitit gewonnen haben und im Zusammenhang mit
der aktuellen Finanzkrise viel Aufmerksamkeit auf sich gezogen haben. Schlieftlich wird
gezeigt, dass Mischungsmodelle, deren latente Variable einen beschrinkten Triger be-
sitzt, sehr schwache Tail-Abhéngigkeiten aufweisen. Dies ist vor allem im Hinblick auf

die Entscheidung iiber die Wahl der Verteilung von © relevant.

Fiir weitere praktische und auch theoretische Anwendungen diirfte in diesem Zusam-
menhang interessant sein, mit welcher Geschwindigkeit die Verteilung des durchschnitt-
lichen Portfolio-Risikos fiir wachsendes n gegen die Grenzverteilung konvergiert. Damit
hétte man allgemeine Informationen iiber die Qualitit der Approximation auch auf dem

Bereich, auf dem kein Large-Deviations-Verhalten zu beobachten ist.



Anhang A

Hilfsmittel aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Paragraphen werden die fiir die Arbeit bendtigten Hilfsmittel aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie bereitgestellt. Sie werden lediglich in der hier erforderlichen Allge-
meinheit angegeben. Detailliertere und allgemeinere Erlauterungen zur Wahrscheinlich-
keitstheorie kann man beispielsweise in [Bauer| (1992, 2002)), Schiirger| (1998)), Shiryaev
(1996)) oder |[Feller (1968, (1971)) finden.

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

Dann ist die Verteilungsfunktion F' der Zufallsvariablen X als
F(z) =P (X '((—00,2])) = P(X < z)

definiert. Eine verallgemeinerte Inverse von F' kann man auf die folgenden zwei Arten

definieren:
FD(p) = inf{z| F(z) > p} = sup{z| F(x) < p},
FCY*(p) = inf{z| F(z) > p} = sup{z| F(z) < p}
fiir p € [0, 1]. Hierbei werden die Konventionen inf () = +o00 und sup () = —oo verwendet.

Mit Hilfe dieser Definitionen kann man nun das folgende Lemma formulieren.
Lemma A.0.16 Fir alle z € R und p € [0, 1] gelten die folgenden Aussagen:
(a) F"O(p) <z <= p < F(x);

(b) © < FUV*(p) <= P(X <) <p;
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(¢) 2 <F"V*(p) = F(z) <p.

Beweis: Zum Beweis von (a) und (b) sieche Denuit et al.| (2005), S. 19. Die Aussage

aus (c) ergibt sich unmittelbar aus der Definition von F(—D+,
0

Alle Aussagen (Gleichungen, Ungleichungen), die Zufallsvariablen einschliefen, sind als
fast sicher zu verstehen. Das bedeutet, dass eine Menge A € F mit P(A) = 1 existiert,
so dass die jeweilige Aussage fiir alle w € A gilt. Zwei Zufallsvariablen X und Y auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) sind beispielsweise fast sicher identisch, falls
P(X=Y)=P{we| X(w)=Y(w)}) =1 gilt. Man schreibt dann X =Y.

A.1 Bedingte Erwartungen

Es seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P). Thre verbundene Dichtefunktion wird mit f(z,y), die Randdichten werden
mit f(x) bzw. f(y) bezeichnet. Dann ist die bedingte Dichte von X unter der Bedingung
Y =y fiir alle z € R und y € R mit f(y) > 0 als

fzly) =

definiert. Nun kann man den bedingten Erwartungswert von X unter der Bedingung

Y =y definieren:
+0o0

EX|)Y =y| = / x- f(zly) d. (A.1.1)

Fiir diskrete Zufallsvariablen X und Y wird die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion
und der bedingte Erwartungswert von X unter der Bedingung Y = y auf analoge Weise
definiert!.

Der Wert des bedingten Erwartungswertes héngt von der Ausprigung y der
Zufallsvariablen Y ab. Er kann selbst als Auspriagung einer Zufallsvariablen, die mit
E[X|Y] bezeichnet wird, aufgefasst werden. Man nennt E [X|Y] die bedingte Erwar-

tung von X unter Y.

! Siehe z.B. Schaich und Miinnich| (2001), S. 52 und 74.

2 Fiir die Wohldefiniertheit der bedingten Erwartung ist die Voraussetzung der Nichtnegativitéit von
X oder die der Integrierbarkeit von X, d.h. E[|X|] < oo, notwendig. Siehe dazu z.B. Bauer| (2002),
S. 117 f.
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Die verbundene Dichtefunktion der Zufallsvektoren X = (Xi,...,X,) und Y =
(Y1,...,Y,) wird fir alle x € R” und y € R™ mit f(x,y) bezeichnet. Die Dichte
von X wird mit f(x), die von Y wird mit f(y) bezeichnet. Die bedingte Dichte von X
unter der Bedingung Y =y ist fiir alle x € R” und y € R™ mit f(y) > 0 als

f(x,y)

f(x]y) = )

definiert. Die bedingte Erwartung F [X|Y] von X unter Y definiert man komponen-
tenweise als

EX|Y] = (E[X1|Y],...,E[X,|Y]).

Jede Komponente E [X;|Y], i = 1,...,n, ist eine Funktion von Y und hat fiir alle
y € R™ mit f(y) > 0 die Ausprigungen

+o00o
EXi|Y =y|= ﬁ/ zi - f(2,y) da;,

wobei f(x;,y) die verbundene Dichtefunktion von X, Y;,...,Y,, bezeichnet. Fiir eine
Funktion g : R"™ — R ist die bedingte Erwartung von ¢(X,Y) unter Y, die man mit
E [g(X,Y)|Y] bezeichnet, eine Funktion des Zufallsvektors Y, welche die Ausprigun-

gen
Eg(X, Y)Y =y] :/ 9(x,y) - f(xy) dx

xeR”

besitzt (vorausgesetzt das Integral existiert).

Um sicherzustellen, dass alle Ausdriicke existieren wird im Folgenden angenommen,
dass das zweite Moment der Zufallsvariablen Xi,...,X,,Y,...,Y,, existiert. Z =

(Z1,...,7;) sei ein weiterer [-dimensionaler Zufallsvektor.

Die bedingte (n x m)-Kovarianz-Matriz von X und Y unter Z ist durch
Cov(X,Y|Z) = E[(X —~ EB[X|Z)- (Y - E[Y|Z]) ‘ Z]

definiert. Fiir n = m = [ = 1 vereinfacht sich die Formel auf
Cov(X,Y|Z) = E[(X - FE[X|Z])- (Y =FE[Y|Z]) ‘ Z}.

Das ist die bedingte Kovarianz von X und Y unter Z, aus der sich fiir den Spezialfall
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X =Y, die bedingte Varianz von X unter Z,
Var(X|Z) = E [(X — E[X|2])*| 7],
ergibt.

Im folgenden Satz werden einige Eigenschaften von bedingten Erwartungen zusammen-

gestellt.

Satz A.1.1 Ist Z eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
und sind X und 'Y zwei Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum, deren

zweites Moment existiert, dann gelten folgende Aussagen:
(o) EIEIX|Y]] = E[X];
(b) Ela- X+ -Y|Z] =«a-E[X|Z]+ - EY|Z];
(¢) E[EIX|Y, Z][Y] = E[X|Y];

(d) E[X - g(Y)|Y] = g(Y) - E[X|Y] fir eine Funktion g von Y. Insbesondere gilt
Elg(Y)[Y]=g(Y);

(e) E[X|Y] = E[X], falls X und Y unabhingig;

(f) E[E[X|Z]|Y] = E[X|Y], falls X und Y bzgl. Z bedingt unabhingig sind;
(9) EIY - X|Y, Z] =Y - E[X|Y, Z];

(h) Cou(X,Y) = E[Cou(X,Y|Z)] + Cov(E[X|Z],E[Y|Z]).

Beweis: Siche z.B. [Shiryaev| (1996), Kapitel II, Abschnitt 7 oder [Schiirger (1998)),
Abschnitt 6.1. m

Aus (h) ergeben sich die folgenden zwei Spezialfille:

Var(X) = E[Var(X|Z)] + Var(E[X|Z]), (A.1.2)

Cov(X,Y) = Cov(E[X|Z], E[Y|Z]), falls X und Y bzgl. Z bedingt unabhiingig sind.
(A.1.3)

Die Eigenschaften aus Satz sowie (A.1.2) und (A.1.3) lassen sich direkt auf Zu-

fallsvektoren X, Y und Z iibertragen.
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A.2 Satz von der majorisierten Konvergenz

An dieser Stelle wird der Satz von der majorisierten Konvergenz (H. Lebesgue) nur
in der hier bendtigten Ausfiihrlichkeit vorgestellt. Eine allgemeinere Version kann man
beispielsweise in Bauer| (1992) auf S. 95 finden.

Satz A.2.1 (Satz von der majorisierten Konvergenz (H. Lebesgue))
Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen, die fast sicher gegen eine Zufallsvariable X
konvergiert. Auflerdem existiere eine integrierbare Zufallsvariable Y, so dass | X,| <Y
fiir alle n € N gilt. Dann ist auch X integrierbar und es gilt

lim F[X,] = E[X].

n—oo

Beweis: Siehe Bauer| (1992), S. 96. O






Anhang B

Hilbert-Raume

Dieser Teil des Anhangs beinhaltet eine kurze Einfiihrung in die Hilbert-Raum-Theorie.
Sie enthilt alle Begriffe und Eigenschaften von Hilbert-R&umen, die fiir das Versténdnis
der in der Arbeit vorgestellten Methoden notwendig sind. Ausfiihrlichere und allgemei-
nere Erlduterungen zu diesem Thema sind beispielsweise in Brockwell und Davis (1991))
oder Werner| (2007)) zu finden.

B.1 Vektorraume und normierte Raume

Der Begriff des Vektorraums bildet die Grundlage fiir die Definition eines Hilbertraums.
Er ist wie folgt definiert (siehe |Janich| (2008), S. 22 f.):

Definition B.1.1 Fin Tripel (V,+,-) bestehend aus einer Menge V', einer Addition
+:VxV—V, (r,y)—zxz+y

und einer Skalarmultiplikation
CRxV —V, (Ny)— Ay

heifit reeller Vektorraum, falls die Abbildungen + und - die folgenden Bedingungen

erfillen:
(a) (x+y)+z=x+ (y+2) fir alle z,y,z € V;
(b) x+y=y+z firalex,yeV;

(c) Es gibt ein Element 0 € V, genannt ,Null“ oder ,Nullvektor, mit v + 0 = x fir
alle x € V;
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(d) Zu jedem x € V gibt es ein Element —x € V mit x + (—x) = 0;
(e) N (-z)= (N -p)- -z firale\peRundx €V;

(f) 1-x=x fir allex € V;

(9) N (x4+y)=X-z+ Xy firalle \e R und z,y € V;

(h) A+p)-z=X-xz+ Xy firale\,p e Rundz V.

Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vekioren.

Ein Beispiel fiir einen reellen Vektorraum ist der Raum R"™ mit der iiblichen Addition

(@1, @) + Wis e Un) = @1+ Y15 T+ )

und Multiplikation
Ao(xy, o) =Ny, Ay

fiir alle A € R und (z1,...,2,), (y1,...,y) € R™ Die Summe zweier Vektoren und
das Produkt eines Vektors mit einem Skalar A € R liegen dabei wieder in R". Aufer-
dem erfiillen die Addition und die Multiplikation offensichtlich die Bedingungen (a)-(h).

Ein weiteres Beispiel fiir einen reellen Vektorraum ist der in der Arbeit haufig ver-
wendete Raum aller reellwertigen Zufallsvariablen auf einen Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, F, P), deren zweites Moment existiert,
L*(Q,F, P) = {X |X ist eine Zufallsvariable auf (Q, 7, P) mit E [X?] <oco}.

Die Addition ist hier durch (X + Y)(w) = X(w) + Y(w), die Multiplikation durch
(A X)(w) = A X(w) fiir alle A € R, XY € L*(Q,F,P) und w € Q, definiert. Den
Nachweis, dass X +Y € L*(Q, F, P) fiir X,Y € L*(Q, F, P), findet man beispielsweise
in |Werner| (2007, S. 14 f.). Die restlichen Eigenschaften sind leicht nachzupriifen.

Nun wird eine zusétzliche Struktur auf einem Vektorraum eingefiihrt, das sogenannte

Skalarprodukt oder innere Produkt.

Definition B.1.2 Sei V' ein reeller Vektorraum. Fine Abbildung (-,-) : V xV — R
heifst Skalarprodukt, falls sie die folgenden Bedingungen erfillt:

(a) N-x+p-y,z)y=X{(x,2) +p-(y,z) fir alle \,p € R und z,y,z € V;
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(b) (z,y) = (y,x) fir alle z,y € V;
(¢) (x,z) >0 fir alle x € V;
(d) (x,z) =0 genau dann, wenn x = 0.

Damit ist das Skalarprodukt symmetrisch und linear in beiden Komponenten. Hinzu
kommt die Eigenschaft der positiven Definitheit, die durch (c¢) und (d) beschrieben
wird.

Das Skalarprodukt stellt die Verallgemeinerung des Fuklidischen Skalarprodukts zweier
Vektoren aus dem R™ dar. Das Euklidische Skalarprodukt ist durch

(X,y)rn = Z TilYis
=1

x = (z1,..,2,),y = (y1,...,9yn) € R", definiert. Mit Hilfe dieses Skalarprodukts
kann man auf dem R" leicht nachpriifen, ob zwei Vektoren orthogonal zueinander sind.
Hier gilt, dass zwei von Null verschiedene Vektoren x und y genau dann orthogonal
zueinander sind, wenn (x,y)rs = 0 gilt!. Auf allgemeinen Vektorrdumen V' mit einem
Skalarprodukt (-, -) werden zwei Vektoren x und y ebenfalls als orthogonal zueinander

bezeichnet, falls (x,y) = 0 gilt.

Ein weiteres Beispiel eines Skalarprodukts ist das durch (X,Y) = E[X - Y] definierte
Skalarprodukt auf dem Raum L?*(Q, F, P).2

Als néchstes wird der Begriff der Norm auf einem Vektorraum eingefiihrt, der den

Begriff der Linge eines Vektors aus dem R”™ verallgemeinert.

Definition B.1.3 Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — [0, 00)
heifit Norm, falls sie die folgenden Bedingungen erfillt:

(a) Nz +yll < ll=ll + [lyll fir alle z,y € V;
(b) | A-z|| = |A| - ||=| fir alle X € R und x,y € V;
(c) ||z|| = 0 fir alle x € V;

(d) ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

! Siehe dazu Brockwell und Davis| (1991), S. 43 f.
2 Siehe dazu [Brockwell und Davis (1991), S. 47.
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Man nennt einen Vektorraum V', auf dem eine Norm || - || definiert ist, einen normierten

Raum (V.|| - ||). Auf jedem Vektorraum V mit einem Skalarprodukt ldsst sich durch

lell = w2}, zeV (B.1.1)

eine Norm definieren?.

Auf diese Weise erhilt man beispielsweise auf dem R™ die vom Euklidischen Skalar-
produkt induzierten Norm. Auch L?(Q2, F, P) ist mit ||z|| = \/E[X - Y] ein normierter

Raum.

Sind x und y orthogonale Vektoren eines Vektorraums V', der mit einem Skalarprodukt

(-,-) versehen ist, dann gilt fiir sie der Satz von Pythagoras*
=+ ylI* = [l2]I* + [yl (B.1.2)

Hierbei bezeichnet || - || die vom Skalarprodukt (-, ) induzierte Norm (B.1.1]).

B.2 Hilbert-Raume

Besitzt ein Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt definiert ist, die Eigenschaft der
Vollstindigkeit, dann spricht man von einem Hilbert-Raum. Um den Begriff der Voll-
stindigkeit einfithren zu kénnen, muss zuerst der Begriff einer Cauchy-Folge geklart

werden.

Definition B.2.1 Sei V' ein normierter Raum. Eine Folge (z,)nen aus V' heifit Cauchy-
Folge, wenn fiir allee > 0 ein N € N exzistiert, so dass ||z, — x| < € fir allen,m > N

qgilt.

Fiir eine Cauchy-Folge gilt also ||z, — 2;,,|| — 0 fiir n, m — oco. Einen normierter Raum
(V)| - ||) nennt man wollstandig, falls jede Cauchy-Folge (z,)nen beziiglich der Norm

| - || gegen ein x € V' konvergiert, d.h. es gilt ||z, — z|| — 0 fiir n — oc.

Definition B.2.2 Ein Vektorraum V mit einem Skalarprodukt (-, -) heifst Hilbert-Raum,
wenn jede Cauchy-Folge (x,)nen aus V' beziglich der vom Skalarprodukt (-,-) induzier-

ten Norm gegen ein Element x € V' konvergiert.

3 Zum Nachweis, dass die in (B.1.1) definierte Funktion die Normeigenschaften (a)-(d) aus der Defi-
nition erfiillt, siehe z.B. Werner| (2007), S. 202.
* Den Nachweis findet man beispielsweise in |Brockwell und Davis (1991)), S. 44.
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Der Raum R"™ mit dem Skalarprodukt (x,y)g» ist vollstindig®. Auch L?(Q, F, P) ist

ein Hilbert-Raum, wie man dem nachfolgenden Beispiel entnehmen kann.

Beispiel B.2.3

Der Raum L*(Q, F, P), versehen mit dem Skalarprodukt (X,Y) = E[X - Y], ist voll-
standig.

Beweis: Siehe z.B. Bauer| (1992)) S. 97 ff. oder |Brockwell und Davis| (1991), S. 68 f. [

Fiir die in der Arbeit verwendeten Methoden sind abgeschlossene Unterrdume von
Hilbert-Raumen von Bedeutung. Ein Unterraum eines Vektorraums ist eine nichtlee-
re Teilmenge, die selbst wieder ein Vektorraum ist. Der Begriff der Abgeschlossenheit

eines Unterraums wird in der folgenden Definition erldutert.

Definition B.2.4 FEin Unterraum U eines normierten Raumes (V.|| - ||) heifit abge-
schlossen, wenn der Grenzwert aller konvergenten Folgen (x,)neny C U ebenfalls in U

lvegt.

Beispiele fiir abgeschlossene Unterrdume eines Hilbert-Raums sind die fiir die Credibility-
Theorie wichtigen Unterrdume L(X;, 1), L(Xy,..., X)), L(Xy,...,X;, 1) und M(X;)
des Hilbert-Raums L*(Q, F, P).°

% Siehe dazu [Brockwell und Davis (1991), S. 46.
6 Vgl. dazu Brockwell und Davis (1991), S. 55 und 63 f. Die Definitionen der Riume L(X;,1),
L(Xy,...,Xy), L(X4,...,X;,1) und M(X;) findet man auf S. f. und
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