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1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziel der Arbeit

Mit Beginn des 20. Jahrhunderts wurden in allen Industrienationen verschiedene Ren-
tensysteme eingefiithrt, um die soziale Sicherheit im Alter zu erhéhen. Auch wenn die
Rolle der staatlichen Altersvorsorge in den verschiedenen Nationen unterschiedlich aus-
gelegt war und ist, so eint sie der Gedanke, dass die junge arbeitende Generation, die alte
Generation vor Altersarmut schiitzt. Durch die Anwendung des Umlageverfahrens ist in
Deutschland die Rolle der staatlichen und kollektivorientierten Altersvorsorge traditio-
nell besonders hoch. Im Gegensatz zu angelsichsischen Landern soll die staatliche Al-
tersvorsoge nicht nur vor absoluter Armut schiitzen, sondern den vorherigen Lebensstan-
dard erhalten!. Aufgrund dieser Unterschiede besteht in den angelsiichsischen Lindern
seit jeher die Notwendigkeit einer zusétzlichen privaten Altersvorsorge. Seit einigen Jah-
ren nimmt allerdings auch in Deutschland, bedingt durch den demographischen Wandel,
die Bedeutung der privaten Altersvorsorge zu. Einen wichtigen Baustein stellen hier-
bei die privaten Rentenversicherungen dar. Die Hohe der Rente, die aus einer solchen
Versicherung bezogen werden kann, héngt dabei direkt von dem entsprechenden Ver-
tragsguthaben am Ende der Ansparphase? der Versicherung ab. Daher und aufgrund der
langen Laufzeit dieser Produkte bieten sich insbesondere fondsgebundene Rentenversi-
cherungen (FRV) zur Altersvorsorge an. Dabei handelt es sich um Rentenversicherungen,
welche die Sparbeitrige® in der Ansparphase in Fonds investieren und dementsprechend

von Kapitalmarktentwicklungen beeinflusst werden. Auch im deutschen Markt nehmen

"Wihrend in Deutschland die staatliche Rente im Jahr 2000 78% (2010, 70%) des Einkommensmix
im Alter ausmachte, waren es in den Vereinigten Staaten von Amerika nur 49,1% (47,3%) und in
Grofibritannien sogar lediglich 38% (37,7%). Vgl. (2013,[All13]).

2Die Hohe ist u.a. abhiingig von der Vertragslaufzeit (bzw. der Ansparphase), der Hohe der regelmiiflig
eingezahlten Beitréige, der Kostenstruktur und der zugrunde liegenden Kapitalanlage.

3Unter dem Sparbeitrag (auch Nettobeitrag genannt) wird der Versicherungsbeitrag abziiglich der
Kosten verstanden.
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fondsgebundene Rentenversicherungen einen immer grofferen Anteil ein. So stieg der An-
teil an fondsgebundenen Kapital- und Rentenversicherungen gemessen an den Beitrdgen
von Lebensversicherungen von 5,7% im Jahr 2000 auf 14,5% im Jahr 2011 und machten
in 2011 einen Anteil von 14,9% des Neuzugangs aus?. Mit Hinblick auf die Kapitalmark-
trisiken und die oftmals hohe Volatilitit der Kapitalmérkte, bedarf es bei dieser Art
der Altersvorsorge einer gezielten und sorgféltigen Auswahl der Fonds und der Strategi-
en. Eine seit den 1990ern im angelsidchsischen Raum weitverbreitete und beliebte Form
ist der sogenannte Lifecycle Fonds (auch Target Date Fonds oder Lebenszyklus Fonds
genannt). Die Idee des Lifecycle Fonds besteht darin, mit zunehmender Laufzeit den
risikoreichen Anteil der Kapitalanlage zu verringern und im Gegenzug den risikoarmen
zu erhthen®. Hierdurch wird das Ziel verfolgt, zu Beginn der Laufzeit von den Chancen
am Kapitalmarkt zu profitieren, solange Verluste in der verbleibenden Laufzeit wieder
kompensiert werden kénnen, und gegen Ende der Laufzeit das vorhandene Kapital ab-
zusichern. Im US-amerikanischen Markt waren nach Schiatzungen im Jahr 2009 bereits
iiber 227 Milliarden US-Dollar® und Ende 2011 sogar 378 Milliarden US-Dollar” in die-
se Art von Fonds investiert. In Deutschland nimmt ihre Bedeutung zwar ebenfalls zu,
aber mit einem Volumen von 1,958 Milliarden Euro® ist ihre Stellung noch nicht zu ver-
gleichen mit der im US-amerikanischen Raum. Die Ursachen dafiir liegen neben der in
Deutschland erst entstehenden Akzeptanz innovativer privater Altersvorsorgeprodukte
auf der Anlegerseite, auch in der Vermarktung und im Angebot der Produkte auf der
Anbieterseite. So sind von den knapp 7500 im Jahr 2013 in Deutschland angebotenen
Publikumsfonds lediglich 70 Lifecycle Fonds®.

Zahlreiche wissenschaftliche Arbeiten, insbesondere aus dem angelsédchsischen Raum,

beschéftigen sich mit dieser Art von Altersvorsorge im Allgemeinen und mit Lifecycle

4Daten aus dem Statistischen Taschenbuch der Versicherungswirtschaft (GDV) (2012, [Ges12]).

5Typische risikoreiche Anlagen stellen beispielsweise Aktienfonds dar. Diese unterliegen den Kapital-
marktrisiken und besitzen oftmals eine hohere Volatilitdt. Im Gegensatz dazu stellen Rentenfonds
eine risikoarme Anlageform dar. Sie investieren in verzinsliche Wertpapiere, wie Staatsanleihen,
Pfandbriefe oder Unternehmensanleihen, die regelméBig Zinsen abwerfen.

5Vgl. (2010, [BCDP10)).

"Vgl. (2012, [CPF*12]).

8Beriicksichtigt sind nur Publikumsfonds. Zum Vergleich, Mischfonds erzielen ein Volumen von 129
Milliarden Euro. Insgesamt belduft sich die Summe der Publikumsfonds in Deutschland auf ein
Volumen von 687 Milliarden Euro (Spezialfonds 1.011 Milliarden Euro). Daten stammen aus der
BVI Investmentstatistik zum 31.03.2013 (2013, [BVI13]).

9Vel. (2013, [BVI13]).
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Fonds im Speziellen. Neben der Suche nach optimalen Strategien und Ausgestaltungen
fiir Lifecycle Fonds!®, konzentrieren sich diese Arbeiten hauptsichlich auf den Vergleich
von Lifecycle- und Mischfonds. Die Arbeiten legen dabei ihren Schwerpunkt auf die
Untersuchung von Vertragsguthaben am FEnde der Ansparphase bzw. den daraus resul-
tierenden Erwartungsnutzen oder das Shortfallrisiko, welches die Wahrscheinlichkeit ein
bestimmtes Vertragsguthaben am Ende der Ansparphase nicht zu erreichen beschreibt.
Die Ergebnisse dieser Arbeiten fallen sehr unterschiedlich aus. So kommt beispielsweise
Pfau (2009, [Pfa09]) mit Hilfe eines erwartungsnutzentheoretischen Ansatzes zu dem Er-
gebnis, dass Lifecycle Fonds fiir risikoaverse Anleger oftmals von Vorteil sind. Schleef und
Eisinger (2007, [SE07]) konnen dagegen in ihren Ergebnissen keinen eindeutigen Vorteil
fiir einen der Fondstypen ausmachen und Spitzer und Singh (2008, [SS08|) sehen Life-
cycle Fonds im Hinblick auf das Shortfallrisiko sogar im Nachteil gegeniiber Mischfonds.
Von den letztgenannten wird die Popularitdt und der hohe Marktanteil der Lifecycle
Fonds im US-amerikanischen Markt dadurch erkléart, dass Lifecycle Fonds inzwischen
eine der haufigsten Default Optionen fiir Altersvorsorgeprodukte sind. Doch laut sta-
tistischen Auswertungen haben sich nur 16% der US-amerikanischer Lifecycle Fonds
Anleger fiir diese Form der Anlage aufgrund der Default Option entschieden, wihrend
in erster Linie andere Faktoren als ausschlaggebend genannt werden. Zum einen werden
demnach Lifecycle Fonds als vergleichbar sichere Anlage fiir die Altersvorsorge betrach-
tet (41%), die zudem eine breite Diversifikation zwischen verschiedenen Anlageklassen
bieten (40%). Dariiber hinaus spielt die Tatsache, dass Lifecycle Fonds aufgrund ihrer
vorgegebenen Anlagestrategien als sehr bequeme und einfache Anlageform betrachtet
werden, die keinen Stress verursachen (35%), eine wichtige Rolle!!.

Im Gegensatz zu den bisher erwidhnten Arbeiten, die eine eher zufallige Auswahl der be-
trachteten Lifecycle- und Mischfonds vornehmen, werden von Graf in Life-cycle Funds:
Much Ado about Nothing? (2013, [Gral3]) Methoden vorgestellt, die es ermdoglichen,
sowohl im Einmal- als auch im laufenden Beitragsfall, zu einem beliebigen determinis-
tischen Lifecycle Fonds einen Mischfonds zu konstruieren, der selbst in komplexeren
Kapitalmarktmodellen eine vergleichbare Verteilung der Vertragsguthaben am Ende der

Ansparphase besitzt. Wenn allerdings die Verteilung der Vertragsguthaben am Ende

10Beispielsweise in Cairns (2006, [CBD06]) oder Bruder, Culerier und Roncalli (2012, [BCR12]), die
Ansiétze der stochastischen Kontrolltheorie verwenden, um optimale Lifecycle Strategien unter Ver-
wendung des Erwartungsnutzen zu beschreiben.

"Daten entstammen einer Auswertung von Siegel und Gale (2012, [Siel2]), basierend auf einer Befra-
gung von 1000 Anlegern.
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der Ansparphase jedes beliebigen deterministischen Lifecycle Fonds beinahe exakt auch
durch einen Mischfonds erzielt werden kann, stellt sich die Frage nach dem Zweck bzw.

Nutzen einer solchen Anlage.

Die oben gennannten sowie zahlreiche weitere Arbeiten verwenden klassische Ansétze,
die insbesondere auf Beobachtungen zum Ende des Investitionshorizontes, wie Vertrags-
guthaben am Ende der Ansparphase, mittlere jahrliche Renditen, Shortfallrisiken, etc.
und rationale Anleger ausgerichtet sind. Allerdings sind die bereits genannten Faktoren,
die einen groflen Einfluss auf die Fondsauswahl haben, nicht nur von diesen Endwer-
ten abhéngig. Insbesondere bei langfristigen Altersvorsorgeprodukten, wie einer FRV,
spielt die Planungssicherheit eine wichtige Rolle. So kénnen mégliche hohe Wertverlus-
te, die ein Anleger beispielweise jahrlich bei der Jahresabrechnung wahrnimmt, extrem
schmerzhaft sein und Unsicherheiten sowie ein hohes Stresspotenzial verursachen, was
sich auch auf den subjektiven Nutzen einer Anlage auswirkt. Reine Endwertbetrachtun-
gen blenden diese Eigenschaften allerdings vollkommen aus und héngen maximal von
der Volatilitit des Endwertes ab, ohne jedoch eine Aussage iiber den Verlauf des Fonds-
wertes zu treffen. Dariiber hinaus wird die in der klassischen Entscheidungstheorie sehr
beliebte Annahme eines rationalen Anlegers durch eine Vielzahl von Arbeiten, die sich

vor allem auf psychologische Untersuchungen stiitzen, in Frage gestellt!2.

Das erste Ziel dieser Arbeit ist daher einen wissenschaftlich fundierten Ansatz zu be-
schreiben, der es zum einen ermoglicht die Auswirkungen der Wertentwicklungen von
Fonds auf den Nutzen fiir einen Anleger zu erfassen und der zum anderen auch weitere
Eigenschaften, die aus psychologischer Sichtweise auf den subjektiven Nutzen einwirken,
beriicksichtigt.

Neben einer Analyse der Sensitivitdt auf unterschiedliche Modellparameter, sollen mit
Hilfe dieses Ansatzes anschliefend bestimmte Lifecycle- und Mischfonds mit Monte-
Carlo Methoden untersucht und verglichen werden. Als Grundlage hierfiir dienen die von
Graf in Life-cycle Funds: Much Ado about Nothing? (2013, [Gral3]) beschriebenen Me-
thoden zur Modellierung von Lifecycle- und Mischfonds mit vergleichbaren Verteilungen
der Vertragsguthaben am Ende der Ansparphase, die es ermoglichen die Auswirkungen

der Wertverlaufe auf den Nutzen moglichst unverzerrt zu analysieren.

12ygl. (1982, [KST82]), (1990, [TJ90]), (1995, [Cam95]), (1998, [Rab98]), (2000, [KT00]) oder (2000,
[Sta00]).
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AbschlieBend soll mit den Ergebnissen ein Uberblick gegeben werden, inwiefern un-
terschiedliche Anlegertypen (risikoavers, -affin, -neutral) einen Nutzenvorteil aus dem

Wertverlauf durch den Lifecycle- bzw. den Mischfonds erhalten.

1.2 Aufbau der Arbeit

Nach dem einfithrenden Kapitel 1 werden in Kapitel 2 die benétigten stochastischen
und finanzmathematischen Grundlagen eingefiihrt. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der
Einfithrung von stochastischen Differentialgleichungen und ihren Einsatz zur Modellie-
rung von Kapitalmarktmodellen. Es werden insbesondere die in dieser Arbeit betrachte-
ten Kapitalmarktmodelle und die benétigte Preisbestimmung von Zero-Coupon Bonds
in diesen Modellen beschrieben. Bei den Kapitalmarktmodellen handelt es sich um ein
Black-Scholes-Merton Modell (CIR-BSM) und ein Heston Modell (CIR-SV), jeweils er-
weitert um ein stochastisches Zinsmodell mittels des sogennanten Cox-Ingersoll-Ross

(CIR) Modells.

In Kapitel 3 werden die in dieser Arbeit untersuchten Ansétze der Entscheidungstheo-
rie formuliert. Zuerst findet eine Betrachtung der klassischen Erwartungsnutzentheorie
statt. Neben einer kurzen Einfithrung in die wesentlichen Definitionen werden drei un-
terschiedliche Nutzenfunktionen vorgestellt, die in den spéteren Analysen verwendet
werden. Dabei handelt es sich um eine CRRA (Constant Relative Risk Aversion), eine
CARA (Constant Absolute Risk Aversion) und eine Nutzenfunktion, die lediglich HARA
(Hyperbolic Absolute Risk Aversion) ist. Der zweite Abschnitt dieses Kapitels beinhal-
tet die theoretischen Grundlagen der Prospect Theorie, auf welchen der Grofiteil der
spiateren Analysen basiert. Im Gegensatz zur Erwartungsnutzentheorie beriicksichtigt
die Prospect Theorie psychologische Ansétze, wie beispielsweise kognitive Verzerrungen
der Wahrscheinlichkeitsgewichtung, die sich in der Ubergewichtung von seltenen und der
Untergewichtung von héufigen Ereignissen widerspiegelt. Dariiberhinaus ermoglicht sie
unterschiedliche Sensitivitdtsausprigungen im Hinblick auf Gewinne und Verluste. Zu-
erst wird die urspriingliche Prospect Theorie, wie von Tversky und Kahneman in (1979,
[KT79]) eingefiihrt, vorgestellt. Dabei werden die Konzepte der Wahrscheinlichkeitsge-
wichtung und der Definition des Nutzens iiber Gewinne und Verluste anstatt {iber abso-

lute Werte ausfiihrlich beschrieben. Anschlieend wird die kumulative Prospect Theorie



1 FEinleitung

(1992, [TK92|) betrachtet, die in vielen Anwendungen durch eine modifizierte Model-
lierung des Nutzens von Vorteil ist. Es werden drei haufig verwendete Wertefunktionen
und mit der Tversky Kahneman und der Prelec Version zwei unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeitsgewichtsfunktionen definiert. Auf diesen Ideen aufbauend wird die Multi-
Kumulative Prospect Theorie eingefiihrt, welche es mit Hilfe der Arbeit von Barberis,
Huang und Santos (2001, [BHSO01]) ermdoglicht einen Prospect Theorie Nutzen iiber die
jéhrlichen Wertschwankungen einer Kapitalanlage zu definieren. Der auf diese Weise de-
finierte Nutzen bildet die Grundlage der spateren Analysen und vereint Prospect Theorie
Ansétze mit der Moglichkeit, den Wertverlauf in den Nutzen einzubeziehen. Als Erwei-
terung wird abschliefend noch ein Modell vorgestellt (2001, [BHSO01]), das es in einem
speziellen Fall erlaubt ein ,, Anlegergedachtnis® zu modellieren und damit die Risikoaver-
sion des Anlegers von den Verdnderungen in den vorherigen Zeitperioden abhéngen zu

lassen.

Kapitel 4 beinhaltet die Modellierung und die numerischen Methoden, die zur Simula-
tion der Kapitalmarktmodelle und der Fonds verwendet werden. Im ersten Teil werden
die von Graf (2013, [Gral3|) formulierten Verfahren beschrieben, die es ermoglichen,
zu einem beliebigen Lifecycle Fonds in einem Black-Scholes-Merton Framework einen
Mischfonds zu konstruieren, der eine identische Verteilung (Einmalbeitrag) bzw. iden-
tische erste und zweite Momente (laufender Beitrag) der Vertragsguthaben am Ende
der Ansparphase besitzt. Im zweiten Abschnitt werden die numerischen Konzepte, vor
allem das Euler-Maruyama Verfahren, zur Simulation der Kapitalmarktmodelle und der

Fondsinvestments erldutert und die verwendete Kapitalmarktkalibrierung gegeben.

Die ersten Auswertungen werden in Kapitel 5 présentiert. Dabei handelt es sich um
vorbereitende Analysen, welche die Motivation der Verwendung des Multi-Kumulativen
Prospect Theorie Nutzens verdeutlichen. Zuerst werden die Verteilungen der Vertrags-
guthaben am Ende der Ansparphase der betrachteten Fonds in den verwendeten Ka-
pitalmarktmodellen verglichen. Neben der Betrachtung von Histogrammen und Quan-
tilen, wird hierzu auch ein statistischer Test zur Uberpriifung der Ubereinstimmung
der Verteilungen durchgefiihrt. Anschliefend findet eine Untersuchung des klassischen
Erwartungsnutzens statt, bevor abschlieBend der Unterschied in den jahrlichen Wert-

schwankungen von Lifecycle- und Mischfonds iiber die Laufzeit untersucht wird.
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Aufbauend auf den vorherigen Kapiteln findet in Kapitel 6 (Einmalbeitrag) und 7 (lau-
fender Beitrag) eine Analyse der betrachteten Fonds mit der Multi-Kumulativen Pro-
spect Theorie statt. Es werden hierbei zahlreiche Sensitivitdtsanalysen beziiglich der
Parameter durchgefiihrt, um einen moglichst vollstédndigen Eindruck tiber die Auswir-
kungen zu erhalten. Neben den Parametern werden Funktionenkombinationen der in Ka-
pitel 3 eingefithrten Werte- und Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen untersucht. Die
Analysen fokussieren sich dabei stets auf die Nutzenunterschiede zwischen Lifecycle- und
Mischfonds. In beiden Féllen (Einmal- und laufender Beitrag) wird ein Uberblick iiber
den zu bevorzugenden Fonds fiir unterschiedliche Anleger (Parameterkombinationen)
gegeben. Dariiber hinaus werden die Nutzenverteilungen von drei speziellen Anlegern
(risikoaffin, -avers, -neutral) genauer analysiert. Abschliefiend findet in beiden Fillen

eine Betrachtung des in Abschnitt 3.2.5 beschriebenen Anlegers mit Gedéchtnis statt.
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finanzmathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die notwendigen stochastischen und finanzmathematischen
Grundlagen und Notationen eingefiihrt. Es gibt eine Vielzahl an Literatur, welche die
in dieser Arbeit benétigten Grundlagen ausfiihrlich behandeln, weshalb hier nur auf die
wesentlichen Aspekte eingegangen werden soll und fiir weitere Einzelheiten auf die Lite-
ratur verwiesen wird.

Im ersten Abschnitt werden zuerst stochastische Prozesse und insbesondere der Wiener
Prozess definiert. Darauf aufbauend wird eine kurze Einfithrung zu stochastischen Diffe-
rentialgleichungen und neben den Definitionen ein kurzer Uberblick iiber Losungs- und
Eindeutigkeitsbegriffe gegeben.

Im zweiten Abschnitt des Kapitels werden die Ergebnisse des ersten Abschnittes verwen-
det, um die in dieser Arbeit notwendigen Kapitalmarktmodelle einzufithren. Im Vorder-
grund steht dabei die Modellierung von Aktienpreiskursen und Zinsstrukturkurven und
die damit verbundene Preisbestimmung von Zero Bonds. Diese ist notwendig, um die in

dieser Arbeit betrachteten Aktien- und Rentenfonds zu beschreiben und zu simulieren.

2.1 Stochastische Grundlagen

2.1.1 Stochastische Prozesse

Bevor die Grundlagen der stochastischen Differentialgleichungen beschrieben werden
konnen, die neben einer deterministischen Komponente durch einen Diffusionsterm, der
von einem Wiener-Prozess getrieben wird, bestimmt werden, muss der Begriff des sto-
chastischen Prozesses im Allgemeinen und der des Wiener-Prozesses im Speziellen geklért
werden. Fine ausfiihrliche Einfithrung zu Wiener-Prozessen findet sich beispielsweise in
Brownian Motion and Stochastic Calculus von Karatzas und Shreve (1991, [KS91]).
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Sei im Folgenden stets (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit € # (), der so gewihlt
ist, dass alle betrachteten Zufallsvariablen und stochastischen Prozesse definiert werden

konnen.

Definition 2.1.1 (Filtration).
Sei T C R. Fine Familie F = (F}),.p von o-Algebren heifit Filtration, wenn

o F, CF VteT und
o F.CF Vs,teT, s<t.

Dann wird (2, F,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

Definition 2.1.2 (Stochastischer Prozess (in stetiger Zeit)).
Sei T C R. Eine Familie X = {X,},.r von Zufallsvariablen X, : Q — R definiert auf
(Q, F,P) heifst stochastischer Prozess.

Definition 2.1.3 (Pfad).
Fir w € Q wird die Abbildung t — Xy(w) als ein Pfad von X bezeichnet und Pfade
werden stetig genannt, falls t — X, (w) P-fast sicher stetig ist.

Definition 2.1.4 (F-adaptiert).
Sei T C R und {X;},.p ein stochastischer Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F,P). Dann heifst {X+},op F-adaptiert, falls Xy F;-messbar fir alle t € T ist.

Einer der bekanntesten und meist verwendeten stochastischen Prozesse ist der Wiener-
Prozess (auch Brownsche Bewegung), dessen wahrscheinlichkeitstheoretische Existenz
1923 von Norbert Wiener erstmals gezeigt werden konnte. Der Wiener-Prozess spielt
auch bei der Definition der stochastischen Integrale und Differentialgleichungen eine

zentrale Rolle.

Definition 2.1.5 (Wiener-Prozess).
FEin stochastischer Prozess W mit T = Ry U {0} heifst Standard Wiener-Prozess, falls
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

o Wy =0 fast sicher.

o W besitzt unabhingige Zuwdichse, d.h. Wyys — Wy ist unabhingig von o (W,;u < t)
firs e Ry undt e T.
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o W besitzt stationdre Zuwdchse, d.h. die Verteilung von Wy s — Wy ist nur von

s € Ry und nicht von t abhdngig.

o W besitzt normalverteilte Zuwdichse, d.h. Wi, s — Wy ~ N (0,s) fiir s € R, und
teT.

o W besitzt stetige Pfade.

Bemerkung 2.1.6.
Der Wiener-Prozess kann auf verschiedene dquivalente Weisen definiert werden.

Fiir den Wiener-Prozess gilt stets:
« E(W;) =0,
o Var (W) =t,

o Cov (W, Wy) = min(t, s).

T

Sind W1, - W9 d unabhingige Standard Wiener-Prozesse, dann wird W = (Wl, S Wd)

ein d-dimensionaler Wiener-Prozess genannt.

2.1.2 Stochastische Differentialgleichungen - 1t6-Prozesse

Analog zu gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen, mit deren Hilfe de-
terministische Anderungsverhalten verschiedener Gréflen zueinander modelliert werden
konnen, bieten stochastische Differentialgleichungen (SDGL) die Moglichkeit Anderungs-
verhalten mit einer Zufallskomponente mathematisch zu formulieren. Stochastische Dif-
ferentialgleichungen spielen daher bei der Modellierung von Kapitalmarktmodellen eine
zentrale Rolle. Da in dieser Arbeit insbesondere ein stochastisches Volatilitdtsmodell
betrachtet wird, das 2 korrelierte Wiener-Prozesse beinhaltet, ist es an dieser Stelle
sinnvoll eine kurze Beschreibung d-dimensionaler stochastischer Differentialgleichungen
zu geben.

Ausfiihrliche Einfithrungen in die sogenannte stochastische Analysis werden unter an-
derem in (1991, [KS91]) oder in Stochastic differential equations: an introduction with
applications von Oksendal (2010, [Dks10]) gegeben, auf denen auch dieser Abschnitt

basiert.

10



2 Stochastische und finanzmathematische Grundlagen

Eine d-dimensionale stochastische Differentialgleichung hat folgende Gestalt:

Es sei (Q,F,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum mit o-Algebra F, 0.B.d.A.
vollstdndig unter P, d.h. jede Teilmenge einer Nullmenge bzgl. P aus F liegt wieder in
F, und mit Filtration F = (F;),-,, eine wie in Definition 2.1.1 definierte Filtration. Dann
wird mit den folgenden Gleichu}lgen die SDGL beschrieben,

dXt = b(t,Xt) dt+0(t,Xt> th, (21)
Xy = zo € RY,

bzw. in dquivalenter Integraldarstellung

Xy =x0+ /tb (s, Xs)ds + /ta (s, Xs) dWs, (2.2)
0 0
mit
e IV r-dimensionaler Wiener-Prozess,
e b d-dimensionaler Drift-Vektor,
e ¢ dxr dimensionale Diffusions-Matrix,
e b;(t,x) und 0;; : R4 x R+ R Borel-messbare Funktionen.

Hierbei ist es wichtig zu erwéhnen, dass die in (2.1) benutzte Notation in Differential-
schreibweise haufig benutzt wird, obwohl es sich bei der stochastischen Differentialglei-
chung richtigerweise um eine Integralgleichung handelt und somit die Notation nicht die
iibliche Bedeutung analog zur gewohnlichen Differentialgleichung besitzt.

Dariiber hinaus ist noch nicht geklart, was unter einem Integral der Form,

t
/ o (s, Xs) dWs,
0

zu verstehen ist. Die Herleitung und die exakte Definition benotigt einiges an Vorarbeit
und wird {iblicherweise in mehrere Schritte unterteilt. Eine genaue Beschreibung findet
sich in der oben genannten Literatur. Die wesentliche Idee besteht darin, das stochasti-
sche Integral fiir eine geeignete Klasse von Integranden als stochastischen Prozess iiber

den Grenzwert unabhéngiger Wiener-Prozess Zuwéchse zu definieren und dabei die so-

11
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genannte Ito-Isometrie auszuniitzen!.

Da die stochastischen Differentialgleichungen eine Zufallskomponente besitzen, miissen
dementsprechende Losungsbegriffe definiert werden. Im Wesentlichen werden zwei ver-

schiedene Losungsbegriffe unterschieden:

Definition 2.1.7 (Schwache Losung).
(Q, F,F, P, W, X) wird eine schwache Lisung von (2.1) genannt, falls

o (O, F F P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum ist, der die iblichen Bedingun-
gen erfillt, d.h. rechtsstetig und volltindig?,

o W ist ein r-dimensionaler F-Wiener-Prozess, d.h W ist F-adaptiert,

o X ist ein d-dimensionaler, F-adaptierter stochastischer Prozess der (2.1) erfillt

und
. f(f (bi (s, Xs) + 07, (5, X)) ds < 0o fast sicher Vi, j und t > 0.

Definition 2.1.8 (Starke Losung).

Es sei (2, F,P) und W ein r-dimensionaler Wiener-Prozess gegeben. Des Weiteren
sei BV die vom Wiener-Prozess erzeugte Filtration, d.h. BV = (FV) _ mit F}V =
o(Wgs <t).

Dann ist ein stochastischer Prozess X eine starke Lisung von (2.1), falls (Q, F.FV P W, X)

eine schwache Losung von (2.1) ist.

>0

Bemerkung 2.1.9.

Die beiden Losungsbegriffe haben folgenden essentiellen Unterschied:

e Schwache Losung: Es wird nach einem geeigneten filtrierten Wahrscheinlichkeits-

raum und einem dazu passendem Paar (W, X) gesucht, d.h. insbesondere ist der

Wiener-Prozess nicht festgelegt und die Filtration F kann gréfer sein als FV3.

'Diese Herleitung des stochastischen Integrals geht auf den japanischen Mathematiker It6 Kiyoshi
(1915-2008) zuriick. Dieser gilt als Begriinder der stochastischen Analysis. Seine Arbeiten,“On the
probability distribution on a compact group “ (1940, [KI40]) und ,,On stochastic processes (Infini-
tely divisible laws of probability)* (1942, [I1t642]), aus den Jahren 1940 und 1942 legten dabei den
Grundstein.

dh.esgilt F; = N Free VE>0und {ACQ:3B € F,P(B)=0,AC B} C F.
e>0
3T ist mindestens so gro wie F"', da W F-adaptiert sein muss.

12
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e Starke Losung: Fs wird fiir einen vorgegebenen Wiener-Prozess und entsprechen-

den filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum eine FY -adaptierte Lisung X gesucht.

o [s gilt stets, dass wenn X eine starke Losung von (2.1) ist, dass dann X auch eine

schwache Ldsung von (2.1) ist.

e s existieren stochastische Differentialgleichungen die schwache Losungen aber kei-
ne starken Ldsungen besitzen. Ein Beispiel hierfiir ist die eindimensionale SDGL
von Tanaka mit o(t,x) = 1,20 — Lu<o, b(t,x) = 0, 2y = 0 (vgl. z.B. (2010,
[Oks10])).

Neben der Definition, der Losung einer SDGL, ist es insbesondere im Hinblick auf spétere
Anwendungen wichtig, dass die Losungen bestimmte Arten von Eindeutigkeiten erfiillen.

Auch hier wird meistens in zwei verschiedene Eindeutigkeitsbegriffe unterschieden.

Definition 2.1.10 (Pfadweise Eindeutig).

Die SDGL (2.1) wird pfadweise eindeutig losbar genannt, falls fir alle schwachen Lésun-
gen (Q, F, F, P, W, X) und (Q, F,F,P, W,)?) gilt, dass X und X ununterscheidbar sind,
ahP(VE=0: X, =X) =1

Definition 2.1.11 (Eindeutig in Verteilung).
Die SDGL (2.1) wird eindeutig in Verteilung losbar genannt, falls fir alle schwachen
Lésungen (2, F,F,P, W, X) und (Q,f,]ﬁ,@,w,f) gilt, dass X 24X,

Bemerkung 2.1.12.
FEs gilt stets, dass aus (2.1) pfadweise eindeutig losbar auch (2.1) eindeutig in Verteilung
losbar folgt (Yamada, Watanabe (1971, [YWT71])).

FEin Beispiel fiir eine eindeutig in Vertetlung losbare aber nicht pfadweise eindeutig losba-
re SDGL ist wieder die SDGL von Tanaka.

Bemerkung 2.1.13 (Existenz- und Eindeutigkeitssétze).
Es gibt zahlreiche Sdtze, die Bedingungen nennen, welche die Fxistenz und Eindeutigkeit
von Lésungen gewdhrleisten. Bekannte und oftmals verwendete Resultate werden u.a. von

Ito, Yamada und Watanabe sowie Engelbert und Schmidt oder auch Zvonkin formuliert
(vgl. z.B. (1991, [KS91])).

Eine besondere Klasse von stochastischen Differentialgleichungen bilden die sogenannten

It0-Prozesse:

13
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Definition 2.1.14 (Ito-Prozess).

Sei (), F,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und W ein r-dimensionaler F-
Wiener-Prozess.

Mit den oben eingefiihrten Notationen wird der d-dimensionale Ito-Prozess X, als sto-

chastischer Prozess mit der Gestalt (2.2) definiert, wenn
e 1o € R und b, o F-adaptierte stochastische Prozesse,
o f(f |b; (s, Xs)|ds < 0o und
e E [fot 07 (5,X,)ds| < oo fast sicher Vi, j und t > 0.

Bemerkung 2.1.15 (Erwartungswert und Varianz (1-dim)).
Erwartungswert und Varianz eines eindimensionalen Ito-Prozesses lassen sich mit Hilfe

der Figenschaften des Wiener-Prozesses auf folgende Art darstellen:
t
E[X;] = X, +/ b(s, Xs)ds, (2.3)
0
t
Var (X)) = / o2 (s, X, ds. (2.4)
0

Satz 2.1.16 (It6-Lemma).
Sei X ein d-dimensionaler It6-Prozess und f € C? (Ry. x R?). Dann ist auch (f(t, X)) >0

ein Ito-Prozess und es qult

(9f Do
df (1, X0) = -0 (6. X0) dt + Vf (1) + jz_ ax axj (t, X d [ X', X7], (2.5
wobei V der Nabla-Operator ist und [-,-] die quadratische Variation* darstellt, die fiir

einen Ito-Prozess folgende Darstellung besitzt
X0, X7], = / b (5, X.) b (s, X,) ds.
0

Bemerkung 2.1.17.
Dieses Lemma wird auch als das stochastische Gegenstiick zur Taylor-Entwicklung be-

trachtet. Fs existiert eine Vielzahl von Verallgemeinerungen des Ito-Lemmas, so lisst

4Die quadratische Variation ist ein MaB fiir das Schwankungsverhalten des stochastischen Prozesses.
Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in der oben genannten Literatur.

14
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es sich beispielsweise auch fir allgemeinere Semimartingale (siehe z.B. (2005, [Pro05]))
definieren, welche bei der Betrachtung von Sprung-Diffusions Modellen in Form wvon
Levy-Prozessen benétigt werden. Auch die Voraussetzung f € C*? kann in vielen Fillen

abgeschwicht werden.

Beispiel 2.1.18.
Zum Abschluss der theoretischen Einfiihrung werden ein paar Beispiele gegeben, die bei
der Modellierung von Kapitalmdrkten hdufig verwendet werden:

Es sei stets Xog =29 >0 und o >0, >0,k > 0.

(i) Homogene lineare (geometrische) SDGL:

Diese Art von SDGL besitzt die explizite Losung:

X = a:oe(“_%")””wt (2.7)

(i) Wurzel-Diffusions Prozess:

dXt = ,[LXtdt + o Xtth (28)

(iii) Mean-Reversion (Ornstein-Uhlenbeck) Prozess:

(iv) Mean-Reversion Wurzel-Diffusions Prozess:

dX; =k (n — Xyp) dt + o/ X dW, (2.10)

15
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2.2 Kapitalmarktmodelle

Nachdem im vorherigen Abschnitt die stochastischen Grundlagen, insbesondere zu sto-
chastischen Differentialgleichungen, eingefiihrt wurden, werden in diesem Abschnitt die
in dieser Arbeit verwendeten finanzmathematischen Voraussetzungen und Kapitalmarkt-

modelle beschrieben.

Zuerst wird ein geeignetes Modell fiir die Zinsstrukturkurve (CIR-Modell, 1985, [CIR&5]))

betrachtet und auf die entsprechende Modellierung von Zero-Coupon Bonds eingegangen.

AnschlieBend wird das Black-Scholes-Merton Modell (BSM-Modell, 1973, [BS73], [Mer73])
in seiner urspriinglichen Form eingefiihrt und um eine stochastische Modellierung der

Zinsen erweitert.

Im néchsten Schritt wird eine erweiterte Version des Heston Modells ((CIR-SV), 1993,

[Hes93]) formuliert, die es erlaubt, eine stochastische Volatilitét fir den Aktienpreis und

eine stochastische Modellierung der Zinsen zu beriicksichtigen.

Im Folgenden sei (€2, F,F,P) stets ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und ¢ € [0, 7]
mit endlichem Zeithorizont 7' € (0,00). Das Maf P ist das objektive bzw. historische
Wahrscheinlichkeitsmaf3, unter dem die Marktdaten in der realen Welt zu beobachten
sind. Es sei darauf hingewiesen, dass nur zeitstetige Modelle betrachtet werden.

Des Weiteren sind W<, WV, W" F-adaptierte P-Wiener Prozesse, wobei die dazugehorige
Filtration F = (F, VN )t€[07T15, vervollstindigt mit allen P-Nullmengen N, jeweils auf
folgende Weise erzeugt wird:

Fiir alle t € [0, T setze

FUR =g (Wris < t), FPM =0 (Weis <t),
FOIR=BSM Z:U((WE,W;);S <t), FLIR=SV ::a((Wf,W;/,W;);s<t).

6

Y

Die Filtrationen sind somit vollstdndig. Weiter werden sie als rechtsstetig angenommen

d.h. sie erfiillen die iiblichen Bedingungen.

Sft\/N:O'(]:tUN).
6Dies kann 0.B.d.A. angenommen werden, da andernfalls lediglich eine Anpassung iiber entsprechende
Schnittmengen vorgenommen werden muss, d.h. Ff = QOO' (Fire UN).
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2.2.1 Zero-Coupon Bonds und Zinsstrukturmodelle - CIR-Modell

Bevor mit dem Cox-Ingersoll-Ross Modell, im Folgenden stets als CIR-Modell bezeich-
net, eine mogliche Modellierung der sogenannten Short Rate formuliert wird, werden
im ersten Teil dieses Abschnittes die dazu notigen Definitionen gegeben und die Bedeu-
tung der Short Rate geklart, denn nur durch die Verkniipfung der Short Rate zu einem
handelbaren Gut (Bonds) ist die Modellierung der Short Rate Dynamiken in Kapital-
marktmodellen interessant.

Ausfiihrliche Beschreibungen von Zinsstrukurmodellen und risikoneutralen Bewertungs-
methoden finden sich beispielsweise in Risk Neutral Valuation von Bingham und Kiesel
(2009, [BKO09]) oder in Interest Rate Models von Brigo und Mercurio (2007, [Bri07]), die

auch als Grundlage fiir diesen Abschnitt dienen.

Zero-Coupon Bonds und Short Rate
In diesem Abschnitt sind die zentralen Objekte herkémmliche festverzinsliche Wertpa-
piere, die sogenannten Zero-Coupon Bonds (auch Zero Bonds oder Null-Kupon Anleihen

genannt).

Definition 2.2.1 (Zero Bond).

Ein Zero Bond mit Laufzeit d € N ist ein festverzinsliches Wertpapier, das dem Besitzer
die Zahlung in Héhe einer Geldeinheit zur Zeit d + to garantiert (to, d + to € [0,7T])".
Es finden zudem keine Zahlungen wdahrend der Laufzeit statt.

Der Wert eines Zero Bond zum Zeitpunkt t < d wird mit P (t,d) bezeichnet und es gilt
fir alle d: P (d,d) := 1.

Um die Dynamiken von Zero Bonds, die zur Modellierung risikoloser Anlagen verwendet
werden, zu beschreiben, wird die Idee der Short Rate eingefiihrt.
Die Idee dabei ist, dass es mit No-Arbitrage Argumenten einen festen Zinssatz R geben

muss, so dass in einem Zeitintervall [dy, dy] fur t < dy < dy die Gleichung

o P(t.dy)
Rldz=dy) — 20 71/ 2.11
‘ P(t,dy) (211)

gilt.

"Zur einfacheren Darstellung sei im Folgenden stets o = 0.
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2 Stochastische und finanzmathematische Grundlagen

Definition 2.2.2.

Auf der obigen Idee basieren nun folgende Definitionen:
(i) Die Forward Rate in der Periode [dy,ds| zur Zeit t ist definiert als

log P(t,dy) — log P(t,d
Rit,dy, dy) = 22 P clz) ;g (£, d2) (2.12)
2 — W1

(ii) Die Spot Rate in der Periode [dy,ds)] ist definiert als

_10g P(dl, d2)

dy,dsy) = 2.1
R( 1 2) dg . dl ( 3)
(#i) Die Forward Intensitit zur Zeit t mit Restlaufzeit d ist definiert als
dlog P
t,d) = — t,d). 2.14
(iv) Die Short Rate zur Zeit t ist definiert tiber
re = f(t,1). (2.15)

Mit Hilfe der Short Rate kann nun die Dynamik einer risikolosen Anlage modelliert

werden.

Definition 2.2.3 (Risikolose Anlage).
B, wird definiert als der Wert einer risikolosen Anlage zum Zeitpunkt t.
Fiir By =1 folgt der Wert der risikolosen Anlage der DGL

dBt = TtBtdt. (216)

Als Konsequenz ergibt sich damait

Bo=en( [ t rds). (217)

Diese Darstellung ist insbesondere fiir eine deterministische Short Rate r; sehr hilfreich,
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2 Stochastische und finanzmathematische Grundlagen

da sich damit der Zero Bond Preis darstellen lasst durch

P(t,d) = exp (— /t ' rsds) . (2.18)

Ein Problem ergibt sich aber sobald r stochastisch modelliert wird, da in diesem Fall
natiirlich auch B stochastisch ist und die Darstellung des Preises mit (2.18) somit nicht
mehr méglich ist. In diesem Fall wird der Martingal-Ansatz® verwendet und die Berech-
nung des Preises wird (sofern existent) mittels einem #quivalenten risikoneutralen Maf}
Q ~ P? durchgefiihrt. Dieses spiegelt die Sichtweise eines risikoneutralen Beobachters

wieder. Dabei dient B als Numeraire, d.h. der Prozess

{ P(t,d) }
B, t€[0,d)

ist ein (lokales) Q-Martingal. Damit folgt mit dem bedingten Erwartungswert unter Q

die risikoneutrale Bewertungsformel
P(t,d) = E2 [e* St rods m} , (2.19)

Dieser Ansatz ist notwendig bei der Zero Bond Preisbestimmung im Fall des spéter
betrachteten CIR-Modells fiir die Short Rate. Dies ist auch der Grund weshalb die
Short Rate oftmals direkt unter Q formuliert wird und nicht unter P. Der Nachteil
dieser Modellierung ist allerdings, dass Parameter unter Q nicht beobachtbar sind und

daher zur Kalibration des Modells die P-Dynamiken hergeleitet werden miissen.

Cox-Ingersoll-Ross Modell
Im CIR-Modell (1985, [CIR85])) wird die Short Rate r; durch die SDGL

dry = K, (0, — 1r)dt + o, /ridW] (2.20)

T0>O,

8Ein Martingal beziiglich einer Filtration F ist ein F-adaptierter stochastischer Prozess {M;},cp mit
E(|M]) < oo Vt €T und E(M;|F,) = Ms Vs,t € T mit s <t.

9Beim Ubergang von P zum risikoneutralen Ma Q im Speziellen sind insbesondere die Sitze von
Radon-Nikodym (vgl. z.B. (2007, [Els07])) und Girsanov (1944, [CM44]) bzw. (1960, [Gir60]) hilf-
reich.
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2 Stochastische und finanzmathematische Grundlagen

beschrieben.
Der CIR-Prozess ist also ein Mean-Reversion Wurzel-Diffusions Prozess. Die Parameter

sind dabei

e 1, > 0, der Speed of Mean-Reversion Parameter, der die Riickstellkraft zum Mean-

Reversion-Niveau O, beeinflusst,

e O, > 0, das Mean-Reversion-Niveau, ist das langfristige Mittel um das die Short
Rate pendelt und

e g, > 0, die sogenannte Vol of Rate, welche die Volatilitdt der Short Rate beein-
flusst.

Die Annahmen 2k,0, > o2 (Feller-Bedingung) und 79 > 0 garantieren, dass fast si-
cher nur positive Werte fiir r; auftreten. Gilt diese Bedingung nicht, so kann die Short
Rate auch verschwinden, bzw. es gilt dann sogar, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Zeitpunkt mit r; = 0 existiert, gleich eins ist. Neben der Eigenschaft der Positivitit ist
fiir ein Short Rate Modell auch die Eigenschaft der Riickkehr zu einem Langzeitmittel
wiinschenswert. Durch die Verwendung eines Mean-Reversion Wurzel-Diffusion Prozes-
ses sind beide Eigenschaften im CIR-Modell erfiillt.

Es léasst sich nun mit Hilfe des Satzes von Girsanov zeigen, dass im CIR-Modell ein risi-
koneutrales Mafl Q existiert!?, unter welchem die Q-Dynamiken der Short Rate gegeben
sind durch

i =y + 2,00) (25 ) a4 oy (221)
=ﬁa<ér—r0dt+mwﬁmﬁ?, (2.22)

wobei WT mit

—~

t
szm+/&@
0

10Djes gilt auch nach der spiteren Einbettung in entsprechende Kapitalmarktmodelle. Zu bemerken
ist allerdings, dass Q in den hier betrachteten Féllen nicht eindeutig ist, d.h. der Markt ist nicht
vollsténdig. Dies wird verursacht durch die Tatsache, dass die Short Rate keinen Preis eines handel-
baren Gutes darstellt.
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2 Stochastische und finanzmathematische Grundlagen

ein entsprechender Q-Wiener-Prozess ist mit dem Marktpreis des Zinsrisikos A,'*. Des

Weiteren werden folgende Groflen verwendet:

Kr©Oy

E'r = K, + )\ro—m ér - -
Ky + Aoy

Wichtig zu erwéhnen ist, dass A, nicht von der Laufzeit der Zero Bonds abhéngig ist,
d.h. fiir alle Zero Bond Preise gilt der gleiche Marktpreis fiir das Zinsrisiko'2. Dies stellt
eine innere Konsistenzbedingung an den Bondmarkt dar.

Mit (2.19) folgt nun fiir den Zero Bond Preis zum Zeitpunkt ¢ mit Laufzeit d und
Restlaufzeit (d — t) im CIR-Modell die Darstellung:

P(t,d) = A(t,d)e”BtDre, (2.23)

wobei

27, Op

2h (Rr+h)(d—t)/2 o2 2 h(d—t) __ 1
At,d) =  — c . B(t,d) = — ¢
(R + h)(eMd=t) — 1) + 2h (R + h)(eMd=t) — 1) + 2h

mit
h = /K2 + 202

2.2.2 Betrachtete Kapitalmarktmodelle

In allen im Folgenden betrachteten Kapitalmarktmodellen wird ein Bond Markt (zur
Simulation der Rentenfonds) und ein Aktienmarkt (Aktienfonds) modelliert. Dabei be-
zeichnet S; stets den Aktienpreis zum Zeitpunkt t, welcher erneut durch eine SDGL
modelliert wird. Sy ist stets ein positiver deterministischer Startwert. Der Bond Markt
wird wie in Definition (2.2.3) iiber die Short Rate definiert.

Black-Scholes-Merton Modell

Das von Black und Scholes sowie Merton entwickelte und 1973 ertmals veroffentlichte
Black-Scholes-Merton Modell (BSM-Modell, 1973, [BS73], [Mer73])) genieft trotz bzw.

L), kann mit Hilfe des Ito-Lemmas iiber die Bond Preis Dynamiken bestimmt werden.
2Eine ausfiihrliche Betrachtung findet sich beispielsweise in (2010, [Hau]).
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oftmals auch gerade wegen seiner vereinfachenden Annahmen eine hohe Popularitét. Im
Gegensatz zu vielen anderen Kapitalmarktmodellen ldsst sich eine explizite Losung der
Preisdynamik formulieren, was einen Vorteil sowohl fiir Anwendungszwecke als auch bei
analytischen Fragestellungen darstellt. Viele Kapitalmarktmodelle kénnen als Modifi-
kationen bzw. Weiterentwicklungen des BSM-Modells betrachtet werden, weshalb das
BSM-Modell auch als ausschlaggebend fiir die Entwicklung komplexerer Modelle gilt.
1997 wurden Merton und Scholes fiir die Entwicklung dieses Modells mit dem Nobel-
preis fiir Okonomie geehrt. Im Folgenden wird zuerst das klassische BSM-Modell und

anschliefend ein BSM-Modell erweitert mit einer CIR-Zinsstruktur formuliert.

Standard Black-Scholes-Merton Modell

Im BSM-Modell wird die Short Rate positiv und konstant angenommen, d.h. r;, =r > 0
fur alle ¢ > 0. Damit ergibt sich fiir den Zero Bond der in (2.18) gegebene Preis. Der
Aktienpreis im BSM-Modell ist getrieben von der linearen stochastischen Differential-

gleichung
dSy = Sy ((r + A)dt + o, dW}) (2.24)

wobei A; > 0 die Risikoprdmie der Aktie und o, > 0 die konstante annualisierte Volati-
litdt der Aktie ist.

Der grofie Vorteil in diesem Modell ist es, dass die Losung von (2.24) explixit bekannt ist
und aufgrund der Eigenschaften des Wiener-Prozesses dariiber hinaus fiir die Verteilung

von S; gilt:

Sy ~ LN (log(So) + <7" + s — %a?) t, aft) und somit (2.25)

log (Stgtm) ~N ((T + s — %O‘?) At,a?At) . (2.26)

Dies ist insbesondere fiir analytische Fragestellungen sehr hilfreich. Diese Eigenschaft

wirkt aber andererseits auch nachteilig, da die Annahme von normalverteilten Log-
Returns die Modellierung sehr einschrinkt, z.B. aufgrund der Symmetrie, da im All-

gemeinen diese Annahme nicht mit den Marktbeobachtungen iibereinstimmt.
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CIR-Black-Scholes-Merton Modell

Eine erste Erweiterung des BSM-Modells ist das im Folgenden als CIR-BSM bezeichne-
te Kapitalmarktmodell. Im CIR-BSM wird das BSM-Modell um eine CIR-Short Rate
erweitert, wodurch sich die Dynamiken des CIR-BSM zu

dSy = Sy ((re + As)dt + o, dW}) (2.27)
dry = K, (0, — 1r)dt + o, /rdW],

ergeben, wobei die Parameter wie oben eingefithrt zu wéhlen sind. Des Weiteren wird
angenommen, dass W* und W unabhéngig sind, d.h. die Zufallskomponenten der Short
Rate und des Aktienkurses sind unkorreliert.

Aufgrund der CIR Short Rate ergeben sich die Bond Preise in diesem Modell zu (2.23).

Stochastisches Volatilitaitsmodell (Heston Modell - CIR-SV)

Es existiert eine Vielzahl von Erweiterungen des BSM-Modells, die eine realistischere
Modellierung der Volatilitat der Aktien ermdglichen. Hier wird ein erweitertes Heston
Modell (CIR-SV, 1993, [Hes93]) betrachtet, das es erlaubt, das CIR-BSM um eine sto-

chastische CIR-Volatilitdt V' zu erweitern. Die Dynamiken ergeben sich hierbei zu

ds, = S, <(rt AL+ \/thwf) ,
AV, = k(0 — Vi)dt + oy /VidWY | (2.28)
dry = K (O, — r)dt + oy /redW]

wobei V; als die lokale Varianz des Spot-Preises S; der Aktie zum Zeitpunkt ¢ interpretiert
werden kann. Die Volatilitdt wird also, wie die Short Rate, durch einen Mean-Reversion

Whurzel-Diffusions Prozess beschrieben. Die zusatzlichen Parameter sind

e r, > 0, der Speed Mean-Reversion Parameter, der fiir den Drift zur durchschnitt-

lichen Langzeitvolatilitéit steht,

e O, > 0, das Mean-Reversion-Niveau, welches die durchschnittliche Langzeitvolati-
litét beschreibt und

e 0, > 0, die Vol of Vol, welche die Volatilitat der Varianz darstellt.
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Weiter wird fiir die Korrelationen der Wiener Prozesse angenommen, dass
dWEdW! = dW)dW! =0, dW2dW) =p

mit Korrelationskoeffizient p € [—1,1] zwischen Spot Preis S; und aktueller Varianz
V;. Dies erlaubt es, den gegenseitigen Einfluss von aktuellem Aktienpreis und Varianz
anzugeben. So bewirkt p < 0, dass die Volatilitit tendenziell steigt, wenn der Kurs
fallt und umgekehrt. Im Gegensatz zum BSM-Modell ergeben sich im CIR-SV Modell
schiefe Verteilungen fiir S;. Mit der Bedingung 2r,0, > o2 wird sichergestellt, dass der
Varianzprozess fast sicher positiv ist.

Die Herleitung eines risikoneutralen Mafles Q in einem Heston Modell findet sich zum
Beispiel in (2006, [WHO06]). Unter diesem ergibt sich erneut der in (2.23) beschriebene

Wert fiir einen Zero Bond.

Bemerkung 2.2.4.

Wird im CIR-SV o, = 0 gesetzt, d.h. die Volatilitat ist nicht mehr stochastisch sondern
deterministisch, und Vo = O, = o2, dann ist dieses identisch mit dem CIR-BSM Modell.
Denn unter der Annahme von o, = 0 gilt fir die SDGL der Volatilitit die vereinfachte
Darstellung:

AV, = k,(0, — V})dt

und somit unter der Annahme Vo = ©,(= 0?):
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3 Grundlagen der

Entscheidungstheorie

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Entscheidungstheorie beschrieben, welche
die Basis fiir die spéteren quantitativen Analysen bilden. Die entscheidende Frage hierbei
ist, welche Merkmale einer Anlage beriicksichtigt werden miissen, um den Nutzen und da-
mit die Préferenzen von Anlegern zu modellieren. Der Grofiteil dieser Modelle basiert auf
der Erwartungsnutzentheorie, die einen rationalen Anleger unterstellt, der in erster Linie
den Nutzen des Endvermdgens maximieren mochte. Thren modernen Ursprung hat sie
in den Arbeiten von Von Neumann und Morgenstern (1945, [VNM45]), die Préferenzen
unter bestimmten Axiomen mit Hilfe von Nutzenfunktionen beschreiben. Diese Art von
Modellen wird im ersten Abschnitt genauer betrachtet. Empirische Untersuchungen wi-
derlegen jedoch die Annahme eines rationalen Anlegers und zeigen, dass Anleger bei der
Wahl von Anlagen systematisch die Erwartungsnutzentheorie verletzen®. Insbesondere
psychologische Aspekte, wie z.B. kognitive Verzerrungen, die in zahlreichen Arbeiten un-
tersucht und belegt wurden, wie beispielsweise in (1982, [KST82]), (1990, [TJ90]), (1995,
[Cam95]), (1998, [Rab98]), (2000, [KT00]) oder (2000, [Sta00]) werden nicht beriick-
sichtigt. Aufgrund dieser Beobachtungen entwickelte sich ein neues Forschungsfeld, das
heute im Allgemeinen als Behavioral Economics bzw. Verhaltenstkonomie bezeichnet
wird und im Speziellen die Behavioral Finance als Teilgebiet umfasst. Es ist inzwischen
eine Vielzahl an Modellen und Theorien entwickelt worden, die versuchen die Schwéchen
der Erwartungsnutzentheorie zu beheben bzw. den Nutzen aus einer anderen Sichtweise
zu beschreiben. Die aussichtsreichste Theorie im finanzwirtschaftlichen Bereich ist die
Prospect Theorie, die von Tversky und Kahneman 1979 in Prospect Theory: An analysis

of decision under risk (1979, [KT79]) erstmals in dieser Form beschrieben wurde. Da-

Wergleiche dazu auch Allais (1953, [All53]).
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niel Kahneman? wurde im Jahr 2002 fiir diese Ideen mit dem Nobelpreis fiir Okonomie
ausgezeichnet. Die grundlegendsten Unterschiede der Prospect Theorie zur Erwartungs-
nutzentheorie liegen darin, dass zum einen der Nutzen iiber Gewinne und Verluste?® de-
finiert wird anstatt iiber den Endwert des Vermogens. Des Weiteren werden subjektive
Merkmale des Anlegers modelliert, wie eine subjektive Wahrscheinlichkeitsgewichtung.
Aufgrund dieser und weiterer Modellierungsmoglichkeiten bietet die Prospect Theorie
einen Erklarungsansatz, warum sich ein Anleger bei gleichem Endvermégen fiir eine be-
stimmte Anlage und gegen eine andere Anlage entscheidet und bietet daher eine ideale
Grundlage zur Untersuchung von verschiedenen Finanzprodukten und deren optimalen
Zusammenstellung aus einem weiteren Blickwinkel*. Aktuelle Arbeiten, wie beispiels-
weise Prospect theory around the world von Rieger, Wang und Hens (2011, [RWH11]),
untermauern zudem die Aussagekraft dieser Theorie, indem sie zeigen, dass Anleger bei
ihren Entscheidungen, den von der Prospect Theorie beriicksichtigten Faktoren folgen,
d.h. Risikoaversion bei Gewinnen, Risikoaffinitit bei Verlusten, Ubergewichtung von
kleinen und Untergewichtung von grofien Wahrscheinlichkeiten sowie Verlustaversion.
Diese Theorie wird im zweiten Abschnitt dieses Kapitels ausfiihrlich betrachtet und in
einer fiir diese Arbeit geeigneten Form aufbereiten. Ausfiihrliche Einfithrungen in die Be-
havioral Finance und die Prospect Theorie finden sich z.B. in den Arbeiten von Barberis
und Thaler: A survey of behavioral finance (2003, [BT03]), Hens und Rieger: Financial
Economics: A Concise Introduction to Classical and Behavioral Finance (2010, [HR10])
sowie Wakker: Prospect theory: For risk and ambiguity (2010, [Wak10]), auf denen die

Grundlagen dieses Kapitels basieren.

2Eine ausfiihrliche Autobiografie findet sich unter:
http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/2002/kahneman.html.

3Diese Idee wurde erstmals von Markowitz in (1952, [Mar52b]) eingefiihrt.

4Vgl. hierzu z.B. die Untersuchungen von Dichtl und Drobetz zum optimalen Design von Finanzpro-
dukten im Hinblick auf Prospect Theorie Anleger in (2011, [DD11]), die den Nutzen von Portfolio-
versicherungen erkléren oder auch die Arbeit von Dgskeland und Nordahl zur optimalen Lebens-
und Rentenversicherung (2008, [DN08]), die zeigt, dass der Nutzen einer Garantie bei traditionellen
Vertriagen erst unter der Annahme der kumulativen Prospect Theorie erklirt werden kann, unter
welcher ein Vertrag mit Garantie optimal ist, wihrend unter dem herkémmlichen Erwartungsnut-
zenansatz stets ein Vertrag ohne Garantie optimal ist. Ebert, Koos und Schneider untersuchen diese
Effekte fiir kumulative Prospect Theorie Anleger in (2012, [EKS12]) ausfiihrlich.
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

3.1 Erwartungsnutzentheorie

Die Erwartungsnutzentheorie (ENT) hat ihren historischen Ursprung im 18. Jahrhun-
dert in den Arbeiten von Nicholas und Daniel Bernoulli (1738, [Ber38]). Trotzdem wur-
de sie erst in der Mitte des 20. Jahrhunderts, insbesondere aufgrund der Arbeit von
Von Neumann und Morgenstern (1945, [VNM45]), die eine axiomatische Herleitung der
ENT beschreiben, voll akzeptiert. Die Axiome der ENT, welche die Betrachtung eines
rationalen Anlegers sinnvoll ermoglichen, sind demnach Vollstéandigkeit, Transitivitét,
Unabhingigkeit und Stetigkeit®. Auf diese Herleitung soll im Folgenden nicht niher
eingegangen werden, stattdessen werden direkt die daraus resultierenden und fiir diese

Arbeit interessanten Ergebnisse betrachtet.

Definition 3.1.1 (Lotterie).

Eine Lotterie A definiert eine Menge an mdglichen Ereignissen mit den zugehdrigen End-
werten und Wahrscheinlichkeiten, d.h. A ist definiert tiber eine Zufallsvariable X : €2 —
R, welche die moglichen Endwerte der Lotterie A iiber Wahrscheinlichkeiten beschreibt.

Definition 3.1.2 (Nutzenfunktion).
FEine stetige Funktion u : D — R (D C R) wird Nutzenfunktion genannt, falls u strikt

monoton wachsend 1st.

Definition 3.1.3 ((Von Neumann, Morgenstern) Erwartungsnutzen).
Sei A eine Lotterie und px das entsprechende Wahrscheinlichkeitsmaf$ der Endwerte X
auf R sowie u eine Nutzenfunktion (0.B.d.A. D = R), dann ist der Erwartungsnutzen

definiert tber

ENT(A)=Eu(X)] = /_OO u(x)dux. (3.1)

[e.e]

Wahl der Nutzenfunktion

Wie bereits oben eingefiithrt muss eine Nutzenfunktion in der ENT monoton wachsend
und stetig sein. Diese Bedingungen sind aber nur die Grundvoraussetzungen. Um be-
stimmte Eigenschaften von Anlegern zu modellieren, miissen weitere mogliche Eigen-

schaften einer Nutzenfunktion beschrieben werden.

5Eine derartige axiomatische Theorie wird auch normativ genannt.
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Eine entscheidende Eigenschaft eines Anlegers ist seine Risikoaversion bzw. Risikoaffi-

nitét, die auf folgende Weise modelliert wird:

Definition 3.1.4 (Konkavitét).
Eine Nutzenfunktion u € C? ist (strikt) konkav, wenn u"(<) < 0.

Definition 3.1.5 (Konvexitét).
Eine Nutzenfunktion u € C? ist (strikt) konvez, wenn u"(>) > 0.

Definition 3.1.6 (Risikoaversion).
Wenn u strikt konkav ist, dann heifst ein Anleger mit der Nutzenfunktion u in der ENT

risikoavers.

Definition 3.1.7 (Risikoaffinitat).
Wenn u strikt konvez ist, dann heifit ein Anleger mit der Nutzenfunktion u in der ENT

risikoaffin.

Definition 3.1.8 (Risikoneutral).
Wenn u konvex und konkav fiir alle z ist, dann heifit ein Anleger mit der Nutzenfunktion

u in der ENT risikoneutral.

Ein Mafl das die Risikoaversion eines Anlegers misst wurde von Pratt in (1964, [Pra64])

beschrieben:

Definition 3.1.9 (Risikoaversionsmaf).

Sei u eine Nutzenfunktion, dann ist das Risikoaversionsmaf r(x) definiert durch

r(z):=— . (3.2)

Bemerkung 3.1.10.

Die zweite Ableitung der Nutzenfunktion reicht als Maf fir die Risikoaversion nicht aus,
da eine affine Transformation der Nutzenfunktion keinen Einfluss auf das Maf§ haben
darf. Es gilt, dass v < 0 risikoaffine Anleger und r > 0 risikoaverse Anleger beschreibt

und auflerdem, je grofler r desto risikoaverser der Anleger ist.

Mit Hilfe des Risikoaversionsmafies konnen Nutzenfunktionen in bestimmte Klassen un-

terteilt werden:
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Definition 3.1.11 (CARA Nutzenfunktion).
FEine Nuzenfunktion heifft CARA (Constant Absolute Risk Aversion), falls das Risiko-

aversionsmafl r(x) konstant fir alle x ist.

Eine CARA Nutzenfunktion unterstellt also, dass die Risikoeinstellung unabhéngig von
der Hohe des Endwertes bzw. Vermogens ist. Eine etwas realistischere Annahme ist, dass
die Risikoeinstellung sich proportional zum Endwert verdndert. Genau diese Eigenschaft
lasst sich mit Hilfe von CRRA Nutzenfunktionen beschreiben.

Definition 3.1.12 (CRRA Nutzenfunktion).
Fine Nutzenfunktion heifft CRRA (Constant Relative Risk Aversion), falls das relative

Risikoaversionsmafs
rr(x) == xr(x) (3.3)

konstant fiir alle x ist.

Eine Verallgemeinerung dieser Nutzenfunktionen wird durch die HARA (Hyperbolic
Absolute Risk Aversion) Nutzenfunktionen, die CRRA und CARA Nutzenfunktionen
beinhalten, gegeben:

Definition 3.1.13 (HARA Nutzenfunktion).
FEine Nutzenfunktion heifft HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion), falls Konstanten

a,b € R existieren, sodass

1
—— =a+bx (3.4)

r(z)

qgilt, d.h. ﬁ st eine affine Funktion in .

Bemerkung 3.1.14 (HARA-Charakterisierung durch Merton (1990, [MS90))).
FEine Nutzenfunktion v : R — R ist HARA genau dann, wenn sie durch eine affine

Transformation einer der folgenden Funktionen darstellbar ist:

b—1

(a+bx) v

—— (35

up(z) :=log (x +a), wus(x):=—aexp (—2) , ug(z) =

wobei a € R und b € R beliebige Konstanten sind (b ¢ {0,1} fir us und a # 0 fir uy).
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Alle Nutzenfunktionen, die im Weiteren betrachtet werden, gehoren zu diesen Klassen
von Nutzenfunktionen, insbesondere sind sie stets HARA. Es werden nun ein paar Bei-
spiele gegeben, die in den spéateren Analysen angewendet werden. Diese beinhalten, um
ein moglichst vollstdndigen Eindruck zu erhalten, eine CARA, eine CRRA und eine
Nutzenfunktion, die lediglich HARA ist:

Beispiel 3.1.15 (Nutzenfunktionen).

o Power Nutzenfunktion:

u(z) = —x% a>0 (3.6)

e Ezxponential Nutzenfunktion:

(1—e), a>0 (3.7)

u(x) = é

e Quadratische Nutzenfunktion:

u(z) =x——z°, a>0, x<

vo] 2

(3.8)

Der Parameter « ist mafigebend fiir die Risikoaversion bzw. -affinitdit des Anlegers. So ist
fiir a < 1 in der Power Nutzenfunktion der Anleger risikoavers und fiir o > 1 risikoaffin
(vgl. auch mit Definition 3.1.9). Die Exponential und die Quadratische Nutzenfunkti-
on modellieren in den hier verwendeten Formulierungen fiir alle o > 0 risikoaverse

Anleger. Anhand der Eigenschaften in Tabelle 3.1 ist erkennbar, dass die Power Nut-

| Klasse | ARA r(z) | RRA rr(z) | weitere Eigenschaften |
Power Ny konstant | risikoavers fiir o < 1, risikoaffin fiir o > 1
Expo konstant s beschrankt durch 1 : «
Quad N ya beschriankt durch « : 4

Tabelle 3.1: Eigenschaften bestimmter HARA-Nutzenfunktionen.

zenfunktion CRRA und die Ezponential Nutzenfunktion CARA ist. Die Quadratische
Nutzenfunktion gehort zu keiner der beiden Klassen und ist somit lediglich HARA. Im
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Gegensatz zu der Power Nutzenfunktion sind die Exponential und die Quadratische Nut-
zenfunktion nach oben beschrinkt. Wihrend die Exponential Nutzenfunktion trotzdem
auf ganz R die strenge Monotonie erfillt, ist die Quadratische Nutzenfunktion nur bis
zum Maximum der verwendeten Parabel monoton wachsend. In Abbildung 3.1 werden
diese Charakteristiken der drei Nutzenfunktion nochmals veranschaulicht. Die Quadra-

tische Nutzenfunktion wird zur Verwendung auf ganz Ry ab dem Maximum konstant

gesetzt.

—a=0.3
—a=0.5 3|
—oa=1 0.2]

u(x)
u(x)
u(x)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 01 02 03 04 05 06 07 08

(a) Power (b) Exponentiell (¢) Quadratisch (angepasst)

Abbildung 3.1: Nutzenfunktionen fiir unterschiedliche .

Um in den spéateren Analysen in Kapitel 5.2 einen moglichst vollstdndigen Eindruck zu
erhalten, werden alle hier vorgestellten Nutzenfunktionen fiir verschiedene Parameter
betrachtet.

3.2 Prospect Theorie

Die Prospect Theorie (PT) ist durch vier entscheidende Unterschiede zur Erwartungs-

nutzentheorie charakterisiert®:

e Der Nutzen ist iiber Gewinne und Verluste mit Bezug zu einem Referenzpunkt,

den sogenannten ,,Prospects®, und nicht iiber Endwerte definiert.

bvgl. z.B. (2011, [RWH11]). Oftmals wird die Prospect Theorie in eine Editing- und eine Evaluierungs-
phase unterteilt. In dieser Arbeit werden hauptséchlich die Komponenten der Evaluierungsphase
beschrieben. In die Editingphase ldsst sich beispielsweise die Auswahl eines geeigneten neutralen
Referenzpunktes (auch Coding genannt) und die darauf aufbauende Bestimmung der Gewinne und
Verluste zum Referenzpunkt (Framing) einordnen.
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

e Die Sensitivitat im Bezug auf Gewinne und Verluste unterscheidet sich, was sich

im Allgemeinen in einer geknickten ,,S-formigen“ Wertefunktion v ausdriickt.

e Verluste wirken stirker als Gewinne, d.h. es wird ein Verlustaversionsparameter A

eingefiihrt.

e Geringe bzw. hohe Wahrscheinlichkeiten werden tendenziell {iber- bzw. unterschétzt,

was durch eine nicht-lineare Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion w erreicht wird.

3.2.1 Urspriingliche Prospect Theorie

Die von Tversky und Kahneman 1979 eingefiihrte Prospect Theorie in ihrer urspriingli-
chen Form verwendet die Idee, den subjektiven Nutzen einer Lotterie A mit n moglichen
Ereignissen eq, - - - , e, und zugehorigen Wahrscheinlichkeiten pq,--- , p, durch eine be-
stimmte Art von Nutzenfunktion v, die den Nutzen iiber Gewinne und Verluste und
nicht iiber Endwerte definiert, und einer Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion w, die
reale Wahrscheinlichkeiten in subjektive Wahrscheinlichkeiten transformiert, zu bestim-
men.

Im Folgenden seien x1,--- ,x, die entstehenden Gewinne und Verluste beziiglich eines

Referenzpunktes zu den moglichen Lotterie Ereignissen.

Definition 3.2.1 ((PT-) Wertefunktion).
Fine stetige Funktion v : R — R wird Wertefunktion genannt, falls

1. v strikt monoton wachsend ist und
2. v(0) =0 (Referenzpunkt).

Gilt zusdtzlich, dass
3. v(x) strikt konvex ist fiir v < 0 (abnehmende Verlustsensitivitdt),
4. v(x) strikt konkav fiir x > 0 (abnehmende Gewinnsensitivitit) und
5. Jv(—z)| > —v(z) (Verlustaversion),

so wird sie PT-Wertefunktion genannt.
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Die Bedingungen 3.- 5. in Definition 3.2.1 spiegeln die urspriinglichen Ideen der Pro-
spect Theorie wider und sind in der analytischen Betrachtung der Theorie sehr wichtig.
Empirische Untersuchungen, z.B. in (2011, [RWH11]), untermauern diese Bedingungen
im Allgemeinen und belegen in der durchschnittlichen Betrachtung eine klare Tendenz
zur Risikoaversion von Anlegern. Da in dieser Arbeit aber auch der Frage nachgegangen
werden soll, welche Anleger sich fiir welche Art von Anlagen entscheiden wiirden, wird in
dieser Arbeit die Klasse von moglichen Préferenzen von Anlegern erweitert, um sowohl
einen Eindruck von risikoaversen als auch risikoaffinen Investoren zu erhalten. Es wer-
den deshalb auch Parameter betrachtet, fiir welche eine urspriingliche PT-Wertefunktion

nicht mehr alle Bedingungen in Definition 3.2.1 erfiillt.

Definition 3.2.2 (PT-Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion).
Fine stetige Funktion w : [0,1] — [0,1] wird Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion ge-

nannt, falls
1. w strikt monoton wachsend,
2. w(0) =0 und w(l) =1,
3. w(p) >p fir0<p <1l undw(p) <p fird<p<l1.

Die dritte Bedingung an die PT-Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion bewirkt die sub-
jektive Verzerrung der realen Wahrscheinlichkeiten. Dabei verursacht w(p) > p fiir
0 < p < 1 die Ubergewichtung seltener Ereignisse und w(p) < p fir 0 < p < 1

die Untergewichtung héufiger Ereignisse.

Definition 3.2.3 (PT-Nutzen).
Der Prospect Theorie Nutzen einer Lotterie A mit n mdglichen Ereignissen ey,--- e,

und zugehorigen Gewinnen und Verlusten xy,--- , x, sowie Wahrscheinlichkeiten py,--- , py
mat Y . p; = 1 ist definiert durch

n

PT(A) =) w(z)w(p), (3.9)

=1

wobei v : R — R die Wertefunktion und w : [0,1] — [0, 1] die Wahrscheinlichkeitsge-

wichtsfunktion ist.
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Ein grofler Nachteil der urspriinglichen Prospect Theorie ist, dass durch eine starke
Ubergewichtung von kleinen Wahrscheinlichkeiten viele Probleme entstehen konnen, so
kann sich der subjektive Nutzen von sehr dhnlichen Lotterien sehr stark unterscheiden
und dadurch die Aussagekraft einschrianken. Aulerdem sind in diesem Modell auch keine
stetigen Verteilungen der Lotterieereignisse moglich. Um dieses Problem zu beseitigen er-
arbeiteten Tversky und Kahneman (1992, [TK92]) eine Modifikation der urspriinglichen
Prospect Theorie.

3.2.2 Kumulative Prospect Theorie

In der (diskreten) kumulativen Prospect Theorie (CPT) werden in der Definition des sub-
jektiven Nutzen einer Lotterie A mit n moglichen Gewinnen und Verlusten z; < --- < z,,
und Wahrscheinlichkeiten py, - - - , p,, die Wahrscheinlichkeiten pq, - - - , p,, durch die Dif-
ferenzen von kumulierten Wahrscheinlichkeiten ersetzt. Im Einzelnen wird im Fall von
Verlusten (x; < 0) anstatt p;, F; — F;_; verwendet, wobei F; := Z;Zl p; die kumulierte
Wahrscheinlichkeit darstellt und im Fall von Gewinnen (z; > 0) anstatt p;, F';— F;_; ver-
wendet, wobei F; := Z?:Z 41 pj = 1—F; die ,dekumulierte® Wahrscheinlichkeit darstellt.
Der subjektive (D)CPT-Nutzen wird nun im diskreten Fall durch

(D)CPT(A) := Zv(fﬁi) ((w(F) = w(Fim1))Laco + (= (w(Fi) = w(Fi-1)))La0),

definiert, wobei wieder v : R — R die Wertefunktion und w : [0,1] — [0,1] die Wahr-
scheinlichkeitsgewichtsfunktion ist.
Aufbauend auf dieser Idee kann nun auch fiir beliebige Verteilungen der kumulative

Prospect Theorie Nutzen definiert werden.

Definition 3.2.4 (CPT-Nutzen).
Sei p ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafs, w und v wie oben, dann ist der subjektive

Nutzen in der kumulativen Prospect Theorie iiber
0

cPT() = [

—00

v(z)d (w (F(z))) + /000 v(z)d (—w (1 — F(x))), (3.10)

mit F(s) = [°_ du definiert.
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Dies ist die natiirliche Verallgemeinerung des diskreten Falles”, da diese durch die Wahl

von Diracmaflen wieder auf die oben eingefiihrte Form reduziert werden kann.

Bemerkung 3.2.5.
Der CPT-Nutzen aus Definition 3.2.4 besitzt einige Spezialfille:

1. Falls w und F' differenzierbar sind, gilt die dquivalente Darstellung:

P10 = [ o(a) (S (F6)) s )

— 00

" /000 v() (d% (~w (1= F(s)) IH)) dz.

2. Wird w(p) = p gewdhlt, wird also keine Wahrscheinlichkeitsgewichtung vorgenom-
men, dann ist der CPT-Nutzen genau der Erwartungswert einer Zufallsvariable X

mit entsprechender Verteilung unter v, d.h.

oo

CPT(ux) = / v(2)dF(s) = E[o(X)].

—00

3. Fir eine Lotterie A, deren mdgliche Verluste und Gewinne durch eine Zufallsva-
riable X :  — R dargestellt werden kann, wird im Weiteren stets die Notation
CPT (X) oder CPT (A) fir CPT(ux) verwendet.

Die auf diese Weise definierte CPT, bietet nicht nur die oben bereits beschriebe Mo6glich-
keit stetige Verteilungen zu betrachten, sondern ist auch beziiglich der theoretischen
Eigenschaften interessant. So verletzt die CPT das Konzept der stochastischen Domi-
nanz nicht, d.h. dominiert Lotterie A stochastisch Lotterie B so gilt auch CPT(A) >
CPT(B)8. Des Weiteren ist sie nicht mehr so extrem von einzelnen Ereignissen abhiingig
wie die urspriingliche PT. Es ldsst sich sogar zeigen, dass unter der Voraussetzung, dass
w stetig differenzierbar und v stetig ist, gilt, dass der CPT-Nutzen eine speziell defi-
nierte Stetigkeit beziiglich der Lotterie besitzt®. Dies bedeutet, dass die Sensitivitit des

CPT-Nutzen auf einzelne extreme Ausreifler nicht besonders hoch ist.

"Vgl. z.B. auch (2008, [BHO08]).

8Eine Lotterie A dominiert eine Lotterie B stochastisch (erster Ordnung), wenn fiir jeden moglichen
Endwert die Wahrscheinlichkeit, dass A mindestens diesen Endwert erreicht grofler oder gleich der
Wahrscheinlichkeit ist, dass B mindestens diesen Endwert erzielt. Siehe z.B. in (2006, [LevO06]).

9Eine genaue Beschreibung findet sich in (2010, [HR10]).
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

3.2.3 Wahl der Funktionen
Wahl der Wertefunktion

Die Auswahl der Wertefunktionen ist entscheidend fiir die Ergebnisse und sollte dement-
sprechend sorgfiiltig angegangen werden. Bei der Wahl der Wertefunktionen werden typi-
scherweise leicht abgednderte Funktionen aus der Erwartungsnutzentheorie angewendet.
Eine Beschreibung und Untersuchung zahlreicher Wertefunktionen wird z.B. von Stott
in (2006, [Sto06]) gegeben. Aufgrund unterschiedlicher Arbeiten von u.a. Tversky und
Kahneman (1979, [KT79]), De Georgi und Hens (2006, [DGHO06]) oder Hens und Rieger
(2009, [HR09]) werden die folgenden drei oft verwendeten Wertefunktionen im Bereich

Finance im Weiteren betrachtet:

e Power Wertefunktion:

x®, z >0
v(x) == 5 : (3.11)
—ANz|”, =<0

e Exponential Wertefunktion:

Ll —e®), >0
v(x) =< “ , (3.12)
—%(1—655”), r <0

e Quadratische Wertefunktion:

e T3
r — 122, 0<z<$g
v(x) == “ : (3.13)
1,.2 B
Az +32%), —5<z<0
B B
AT T < -5

wobei A > 0, der Verlustaversionsparameter, der einen Teil der Risikoaversion (A > 1, in
der PT iiblich) bzw. der Risikoaffinitat (A < 1) des Anlegers ausdriickt ist und o € R
sowie 8 € R,, welche die unterschiedliche Sensitivitat (Konvexitdt bzw. Konkavitét)
auf Verluste und Gewinne bestimmen. In der PT wird fiir die Power Nutzenfunktion
(3.11) iiblicherweise o, f < 1 gewihlt. Oftmals wird o = 3 gesetzt, was bedeutet, dass
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Funktion | PT-Werte Nutzen sonstige
-funktion fiir | Verluste ‘ Gewinne Eigenschaften
Power a € (0,1) |- unbeschrankt |- unbeschrankt | hohe Auswirkung
A>1 - Sensitivitiat N\ | - Sensitivitat N\, extremer
fir o € (0,1) fir v € (0, 1) Ereignisse
- Sensitivitdt | - Sensitivitit 7
fir a > 1 fir o > 1
Expo a>0 - beschrankt - beschrankt
A>1 durch —g durch i
- Sensitivitat N\ | - Sensitivitat
Quad (>0 - beschrénkt - beschrénkt konstant fiir
A>1) durch —A§ durch § r < —% und
- Sensitivitat N\, | - Sensitivitdt \, r> g

Tabelle 3.2: Eigenschaften der Wertefunktionen (o = ).
Die Quadratische Wertefunktion erfiillt nie die Voraussetzung der strik-
ten Monotonie und Kriimmung auf ganz R, weswegen sie im engeren
Sinn nicht zu den PT-Wertefunktionen gezéhlt werden kann. Bis auf die-
se Einschriankung erfiillt sie allerdings die Bedingungen unter geeigneter
Parameterwahl.

die Gewinn- und Verlustsensitivitdt identisch ist und der Unterschied zwischen Gewin-
nen und Verlusten lediglich durch den Verlustaversionsparameter A beschrieben wird.
Dies erleichtert die Parametersensitivitatsanalysen und wird aufgrund experimenteller
Ergebnisse z.B. fiir die Power Wertefunktion in (1992, [TK92]), (1994, [CH94]) oder
(1995, [TF95]) oftmals angenommen (vgl. z.B. auch (2006, [Sto06]), (2007, [HWO07])
oder (2008,[BH08]))!°.

Die Power Wertefunktion ist die urspriinglich von Tversky und Kahneman betrachtete
Wertefunktion, die jedoch aufgrund der Unbeschrinktheit den ,Nachteil“ hat!!, dass
extreme Ereignisse sehr hohe Auswirkungen haben kénnen. Die Exponential Werte-
funktion, die insbesondere aufgrund ihrer analytischen Vorteile hdufig verwendet wird,
ist dagegen beschriankt und beriicksichtigt dadurch extreme Ereignisse schwécher. Eine
weitere interessante Wertefunktion ist die in (2007, [DS07]), (2009, [HR09]) und (2009,

10Neben dem Vorteil, dass in den Analysen ein Parameter weniger betrachtet werden muss, wird dadurch
auch der Quotient zwischen « und 8 auf eins festgelegt. Das ist von Bedeutung, da A teilweise sehr
sensitiv auf der Quotient zwischen v und 3 reagiert (vgl. (2011, [RWH11]). Durch das Fixieren des
Quotienten kann diese Sensitivitit in den Analysen vernachlissigt werden.

Hyel. (2010, [HR10]).
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

[ZK09]) verwendete Quadratische Wertefunktion'?, mit der auch eine Verbindung zur

Mean-Variance Theorie'® (vgl. (2010, [HR10])) hergestellt werden kann.

-8 ) -8 8

(d) Expo a =0.5 (e) Expoa=1 (f) Expo o =2

0 /
j—
2

= 4 2 0 2 4 6

(g) Quad =3 (h) Quad a« =5 (i) Quad oo =8

Abbildung 3.2: Wertefunktionen fiir unterschiedliche A und «.

12Es wird eine Modifikation betrachtet, die konstant ist ab einem bestimmten Wert. Anderenfalls wiirde
der Nutzen ab einen bestimmten positiven bzw. negativen Wert wieder abnehmen bzw. zunehmen.

13Die Mean-Variance Theorie oder Portfoliotheorie, die auf den Arbeiten von Markowitz (1952,
[Mar52a]) basiert, ist neben der Erwartungsnutzentheorie eine der gingigsten Entscheidungstheori-
en im finanzwirtschaftlichen Bereich. Fiir eine Mean-Variance Modellierung miissen die Parameter
a < 0 und 8 > 0 gewéhlt werden. Es ist allerdings zu bemerken, dass unter einer Mean-Variance
Modellierung diese fiir keine Parameterwahl gleichzeitig eine PT-Wertefunktion darstellt, da die
Verlustsensitivitit stets zunehmend ist.
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Einen Uberblick iiber die Eigenschaften der vorgestellten Wertefunktionen gibt die Ta-
belle 3.2. Die Abbildung 3.2 veranschaulicht diese zudem fiir einige Parameter. Die Wahl
der Parameter ist mit Unsicherheiten behaftet, weshalb in den spéteren Untersuchungen
Parameteranalysen durchgefiihrt werden, die die Sensitivitdt und Stabilitdt des CPT-
Nutzen beziiglich verschiedener Parameter untersucht. Oftmals werden fiir die Power
Nutzenfunktion im Fall o = 3 fiir a Werte zwischen 0, 65 und 0, 85! verwendet und fiir
A wird von Tversky und Kahneman ein Wert in der Gréflenordnung von 2, 25 vorgeschla-
gen. Diese Groflenordnungen sind fiir die spéateren Analysen nicht ausschlaggebend, da
nicht nur durchschnittliche Anleger betrachtet werden sollen, sondern bestimmte Typen
von Anlegern mit unterschiedlichen Risikocharakteristiken. Allerdings geben sie ein ers-
tes Gefiihl fiir plausible Groflenordnungen, die in den spateren Analysen untersucht wer-
den sollten. Empirische Untersuchungen!® zeigen des Weiteren, dass die Parameter auch
von den kulturellen und 6konomischen Faktoren in verschiedenen Lé&ndern abhéngen,

was die Notwendigkeit einer moglichst ausfithrlichen Parameteranalyse unterstreicht.

Wahl der Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion

Die Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion w : [0,1] — [0,1] ermoglicht es reale Wahr-
scheinlichkeiten in subjektive Wahrscheinlichkeiten zu transformieren. Dies wird insbe-
sondere dazu genutzt, seltene Ereignisse zu iibergewichten, d.h. es wird eine iiberpro-
portionale Sensitivitdt beziiglich seltener Ereignisse modelliert. Diese Modellierung ist
begriindet durch psychologische Untersuchungen z.B. von Tversky und Kahneman in
(1979, [KT79], die belegen, dass Anleger bzw. Personen in verschiedenen Situationen
dazu tendieren die Wahrscheinlichkeiten von seltenen Ereignissen stérker zu beriicksich-

tigen.

Bei der Form der Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion gibt es eine Vielzahl von ver-
schieden Ausgestaltungen. Eine ausfiihrliche Beschreibung und Untersuchung zahlreicher
Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen kann in Stott (2006, [Sto06]) gefunden werden.
In der vorliegenden Arbeit werden exemplarisch zwei hdufig verwendete einparametri-

sche Moglichkeiten genauer betrachtet. Die erste ist die klassische Wahrscheinlichkeits-

14Vel. hierzu auch die Ausfithrungen in (2010, [HR10]) und die Angaben in (2006, [Sto06]).
15Siehe z.B. (2007, [HW07]) oder (2011, [RWHI11)).
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gewichtsfunktion die Tversky und Kahneman in (1992, [TK92])'® verwenden.

e Tversky Kahneman Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion:

w(p) = P mit v € (0.28, 1] (3.14)

(p7 + (1 —=p))

2=

in der PT bzw.

w(F(s)) = mit v € (0.28, 1],

in der CPT,

wobei die untere Grenze fiir v so gewéhlt ist, dass w(p) streng monoton wachsend fiir
p € [0, 1] ist.

Die erste Ableitung ergibt sich dann zu

p (1 —=p)7+p)

Eine weitere oft verwendete Moglichkeit wird von Prelec in (1998, [Pre98]) beschrieben.

e Prelec Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion:

w(p) = e~ 1) it 4 € (0,1] (3.15)
in der PT bzw.
w(F(s)) := e~ (TleF®))?

in der CPT.

16Untersuchungen u.a. der von Tversky und Kahneman vorgeschlagenen Wahrscheinlichkeitsgewichts-
funktion finden sich auch z.B. in (1996, [WG96]) oder (1999, [GW99)).
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Die erste Ableitung ergibt sich hier zu

d 1 1 v -1
—w(p) = = (ye T (< log(p)) ) -
i 5 )
1
—vy=0.3
0% 05
0.8’—y=0_8
074 Y=1
0.6
sl
08
0.4}
0.3t
0.2f
0.1
% 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
(a) Tversky Kahneman (b) Prelec

Abbildung 3.3: Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen fiir unterschiedliche ~.

Die Abbildung 3.3 zeigt die unterschiedlichen Verldufe der beiden Wahrscheinlichkeitsge-
wichtsfunktionen fiir unterschiedliche Werte fiir 7. Die Prelec Version schneidet die Dia-
gonale im Gegesatz zur Tversky Kahneman Version stets bei circa 0,37. Beide néhern
sich mit abnehmendem ~ einer Treppenfunktion an, die nur noch zwischen sicheren
und unsicheren Ereignissen unterscheidet. Wie bereits bei der Wertefunktion kann auch
die Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion fiir positive und negative Argumente mit un-
terschiedlichen Parametern ~ definiert werden. Analog zu den Parametern o und f in
der Wertefunktion wird auch hier oftmals, begriindet durch empirische Untersuchungen
und zum Zweck die Anzahl der Parameter gering zu halten!”, der Parameter v in bei-
den Fillen identisch angenommen. In Kombination mit der Power Wertefunktion wird
z.B. fiir 7 in der Tversky Kahneman Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion haufig ein
Wert zwischen 0,50 und 0,96 und fiir die Prelec Version Werte zwischen 0,53 und 0, 94

angegeben'®. Dies zeigt, dass auch hier eine genauere Auswertung der Sensitivitit des

17Vgl. 2.B. (1992, [TK92]), (1994, [CHO4]), (1995, [TW95]), (1995, [TF95]) und (2011, [RWH11]).
18Vel. hierzu insbesondere (2006, [Sto06]) und (2010, [HR10]).
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CPT-Nutzen beziiglich des Parameters ~ durchgefiihrt werden sollte um aussagekréftige

Ergebnisse zu erhalten.

3.2.4 Multi-Kumulative Prospect Theorie

Bisher wurde in allen vorgestellten Modellen lediglich eine Kennzahl zur Bestimmung
des Nutzens beriicksichtigt, in der ENT ist der absolute Endwert entscheidend und
in der PT und CPT die absolute Wertschwankung iiber die gesamte Laufzeit. Doch
insbesondere bei langfristigen Kapitalanlagen informiert sich ein Anleger iiblicherwei-
se regelméfig (z.B. jahrlich bei der Jahresabrechnung) iiber den aktuellen Stand seiner
Anlage und bewertet nicht nur die Gesamtentwicklung nach 30 oder mehr Jahren. Die
Vermogensveranderung, die der Anleger jahrlich erfahrt, fithrt zwangslaufig zu einem
positiven oder negativen Nutzen, d.h. der Anleger bezieht seinen Nutzen nicht nur aus
dem Endergebnis, sondern aus dem gesamten Verlauf (Pfad) der Anlage iiber die Lauf-
zeit. Dieser Ansatz, der im Folgenden als Multi-Kumulative Prospect Theorie bezeichnet
wird, wird beispielweise von Barberis, Huang und Santos in Prospect Theorie and Asset
pricing (2001, [BHSO1]) verwendet. Der subjektive Nutzen, den ein Investor zu jedem
Zeitpunkt innerhalb der Laufzeit aus einer Anlage A erhélt, wird hierbei durch eine CPT-
Wertefunktion bestimmt, wobei Barberis, Huang und Santos lediglich einen Spezialfall
ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung beschreiben!?. Der Unterschied liegt nun darin, dass
der Nutzen der Anlage iiber viele Schwankungen wéhrend der Laufzeit definiert wird und
nicht nur iiber die Gesamtschwankung. Diese Herangehensweise ermoglicht es auflerdem
die Risikoaversion des Anlegers flexibler zu modellieren, so kann z.B. die Tatsache, dass
hintereinander auftretende Verluste schmerzhafter sind als ein Verlust nach einem ho-
hen Gewinn, beriicksichtigt werden. Dies entspricht den Arbeiten von z.B. Thaler und
Johnson (1990, [TJ90]), welche die Auswirkung von vorherigen Gewinnen und Verlusten
auf die Risikoaversion untersuchen.

Mit Hilfe der zuvor beschriebenen CPT wird in diesem Abschnitt aufbauend auf dem
in (2001, [BHSO01]) gegebenen Spezialfall, der Ansatz der Multi-Kumulativen Prospect
Theorie fiir beliebige Wertefunktionen und Wahrscheinlichkeitgewichtsfunktionen be-

schrieben.

19Des Weiteren beschrinken sich Barberis, Huang und Santos in den Analysen auf eine lineare Werte-
funktion, da diese inbesondere eine einfache Einbindung eines Anlegergedichtnisses (vgl. Abschnitt
3.2.5) ermoglicht.
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Zunéichst wird eine vereinfachte Version betrachtet:
In diesem Fall versucht der Investor den erwarteten Nutzen iiber einen endlichen Anla-
gehorizont [0,T], T € N bzgl. einer Wertefunktion zu maximieren, d.h. Wahrscheinlich-

keitsgewichtung und Anlegergedéchtnis werden zuerst ausgeblendet.

Definition 3.2.6 (Wertschwankung).
Fiir allet € {0,--- ,T — 1} definiert die Zufallsvariable

X1 =S, — S = SARL (3.16)

die Wertschwankung der Anlage A zwischen t und t+1, wobei die Zufallsvariable S#* der
Wert der Anlage A zum Zeitpunkt t und die Zufallsvariable RiA+1 der Return der Anlage
A im Zeitraum [t,t + 1] ist, also
SA -84
S
Bemerkung 3.2.7 (Wertschwankungen bei laufenden Beitriagen).
Bei der Betrachtung von Anlagen, die zu den Zeitpunkten t € {1,--- T — 1} Zuzahlun-

gen erfahren, also einen laufenden Beitrag besitzen, wird folgende Definition verwendet:
X1 =S, — S = SARA, (3.18)

vt € {0, ,T — 1} wobei die Zufallsvariable Sf\, der Wert der Anlage zum Zeitpunkt
t + 1 vor der Zuzahlung in t + 1 und die Zufallsvariable Rﬁ; der dementsprechende

Return ist.

Bemerkung 3.2.8.
Jede Wertschwankung X, stellt dementsprechend eine Lotterie nach Definition 3.1.1 dar.

Die in Definition 3.2.1 und Abschnitt 3.2.3 fiir die CPT eingefiihrten Wertefunktionen
v konnen analog auch fiir die Wertschwankungen X, verwendet werden. Mit den ein-
gefithrten Wertschwankungen kann jetzt der Multi-Kumulative Prospect Theorie-Nutzen
(MCPT-Nutzen), wie von Barberis, Huang und Santos in (2001, [BHS01]) beschrieben?,

definiert werden:

20Tm Gegensatz zu (2001, [BHS01]) wird hier jedoch ein endlicher Zeithorizont unterstellt.
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Definition 3.2.9 (MCPT-Nutzen).
Sei A eine Anlage mit endlichem Zeithorizont [0,T], T € N.
Dann ist der MCPT-Nutzen der Anlage A definiert durch

MCPT(A) =E

ZPtHU(XHl)] , (319)

t=0

wobei p € Ry der Zeitdiskontierungsfaktor, v eine Wertefunktion und X, die Wert-
schwankung der Anlage A zwischent und t +1 mitt € N, t < T ist.

Der Diskontierungsfaktor p kann, aufgrund des hier betrachteten endlichen Zeithorizonts,
in verschiedener Weise eingesetzt werden, um unterschiedliche Effekte widerzuspiegeln.
So kann er, wie in (2001, [BHS01]) verwendet, die klassische Diskontierung verkérpern,
welche die Tatsache beschreibt, dass ein Geldbetrag zu einem fiiheren Zeitpunkt einen
hoheren Wert als zu einem spéteren Zeitpunkt hat. Dariiber hinaus bietet p allerdings
auch eine Moglichkeit den Effekt zu modellieren, dass Wertschwankungen gegen Ende
des festgelegten Anlagehorizontes subjektiv schmerzhafter sein kénnen als zu Beginn der
Laufzeit, da sie schwerer wieder ausgeglichen werden kénnen. Dementsprechend werden
in den spéateren Analysen drei Félle, negative, positive und keine Diskontierung, betrach-
tet.

Erweiterung um Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion

Die Idee einer Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion wie in der urspriinglichen PT und
der CPT kann nun auch im Multi-Kumulativen Fall modelliert werden. Dafiir wird der
CPT Nutzen einer Wertschwankung analog zu dem in Definition 3.2.4 eingefithrten CPT-

Nutzen formuliert:

0 d
CPT(Xy41) —/ v(x) (Ew (F(s)) \Szz) dx
o d
+ / v(x) (— (—w (1 = F(s)) |s:m)>dac,
0 ds
mit F(s) = P(X;11 < s).
Darauf aufbauend lésst sich nun der Multi-Kumulative Prospect Theorie Nutzen mit

Wahrscheinlichkeitsgewichtung definieren:
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Definition 3.2.10 (MCPT"-Nutzen).
Der Multi-Kumulative Prospect Theorie Nutzen mit Wahrscheinlichkeitsgewichtung ist
fir eine Anlage A mit endlichem Zeithorizont [0,T], T € N definiert durch

MCPT™(A) / i} [Zp (@) (j (FAL(s)) |w+l)] d s
/°° Zp v(et1) <Z@ (—w (1= Fi(s))) |s—rt+1)] dryyq,

wobei p, Xyr1 und v wie in Definition 3.2.9 sowie w eine Wahrscheinlichkeitsgewichts-
funktion und Ff,(s) := P(X;41 < s) sind.

Der hier definierte MCPT"-Nutzen?!' bildet die Grundlage der spiteren Analysen, da er
am besten dazu geeignet ist, Anlagen, die auf der einen Seite nahezu identische Endwert-
verteilungen besitzen, auf der anderen Seite allerdings unterschiedlich zusammengesetzt
sind und somit auch unterschiedliche Verlaufe wiahrend der Laufzeit aufweisen, aus einem
prospecttheoretischen Blickwinkel zu untersuchen und dabei den gesamten Anlagehori-

zont einzubeziehen.

3.2.5 Gedachtniserweiterung der Wertefunktion

In der bisher eingefiihrten MCPT ist die Risikoaversion eines Anlegers iiber die gesamte
Laufzeit identisch. Wie zu Beginn des Abschnittes bereits angedeutet, bietet die Multi-
Kumulative Modellierung die Moéglichkeit der Beriicksichtigung von vorherigen Verédnde-
rungen, d.h. die aktuelle Risikoaversion und somit der aktuelle Nutzen héngt nicht nur
von der aktuellen Verdnderung ab, sondern auch von den Verédnderungen in den vor-
herigen Zeitperioden. Barberis, Huang und Santos beschreiben in (2001, [BHSO01]) eine
Methode, die es ermoglicht, diesen Aspekt in den MCPT-Nutzen einzubeziehen. Im Fol-
genden wird dieser Ansatz, der sich jedoch auf eine lineare Wertefunktion, d.h. Power

Wertefunktion mit a = 1, beschrinkt??, beschrieben.

21Da die CPT das Konzept der stochastischen Dominanz erfiillt (vgl. Abschnitt 3.2.2), gilt dieses auch
fiir die MCPT in der Form, dass wenn fiir eine Anlage A und eine Anlage B gilt, dass fiir alle
t € {0,---,T — 1} die Wertschwankung X; der Anlage A die Wertschwankung X; der Anlage B
stochastisch dominiert, dann gilt auch MCPT"(A) > MCPT"(B).

22Dje Betrachtung einer linearen Wertefunktion erméglicht eine einfache und intuitive Beriicksichtigung
einer Referenzgrofie, die vom Anlegergedéchtnis abhéngig ist. Diese Modellierung ist in dieser Form
nicht direkt auf den nicht-linearen Fall iibertragbar.
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Annahmen zum Anlegergedachtnis

Die in (2001, [BHSO01]) eingefiithrte und hier beschriebene Methode der Modellierung
eines Anlegergedéchtnisses an Wertschwankungen, verwendet die Annahme eines expo-

nentiell abnehmenden Gediachtnisses:

Definition 3.2.11 (Exponentiell abnehmendes Gedéchtnis).
Das exponentiell abnehmende Geddchinis (an Wertschwankungen) Gy eines Anlegers zu
jedem Zeitpunkt t ist definiert durch die DGL mit Startwert Gy € R,

dGy = log(n)G,dt,

welche die Lisung Gy = Goe'®6™Mt = Gont besitzt, wobei —log(n) die Zerfallskonstante
mit dem Gedichitnisfaktor n € (0,1) ist .

Der Gedéchtnisfaktor n steuert demnach, wie lange der Anleger vergangene Wertschwan-
kungen merkbar im Gedéchtnis behélt. Eine intuitiv bessere Vergleichsgréfie der Stérke
des Gedéchtnisses lasst sich jedoch mit der Halbwertszeit (HWZ) eines exponentiellen

Anlegergedéchtnisses beschreiben.

Definition 3.2.12 (Halbwertszeit (HWZ)).
Die Halbwertszeit ist definiert als die Zeitdauer T € R, in der sich eine exponentiell in

der Zeit abnehmende Funktion im Wert halbiert.

Lemma 3.2.13.
Fiir die Halbwertszeit 7 des Anlegergedichtnisses aus Definition 3.2.11 gilt:

_ log(2)
log(n

T =

~—

Beweis.
Fiir die Halbwertszeit 7 gilt:

Go

1 log(2
5 = Goe'°tM7T = log (5) = log(n)T < 08(2)

~log(n)

G, = G5 &

[]

Es gilt somit, dass je kleiner n desto kiirzer ist die Gedachtnishalbwertzeit, so ist sie fiir
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3 Grundlagen der Entscheidungstheorie

17 = 0.9 noch 6,6 Jahre und fiir n = 0.8 nur noch 3,1 Jahre.

Dynamischer Referenzpunkt

Bis jetzt wurde stets eine Rendite von 0% im Zeitraum [¢,t+ 1], 0 < t < T', als Referenz-
punkt in den betrachteten Wertefunktionen verwendet?®. Um vergangene Wertschwan-
kungen in den Nutzen einzubeziehen, wird ein dynamischer Referenzpunkt definiert.
Das Ziel ist es, mit Hilfe eines dynamischen Referenzpunktes den Effekt zu modellieren,
dass Wertverluste nach vorherigen Gewinnen weniger schmerzhaft sind, da sie durch die
vorherigen Gewinne ausgeglichen werden kénnen, d.h. die Risikoaversion abnimmt und
umgekehrt Verluste nach vorherigen Verlusten schmerzhafter sind, d.h. die Risikoaver-

sion zunimmt.

Definition 3.2.14 (Dynamischer Referenzpunkt (2001, [BHS01])).
Der dynamische Referenzpunkt* einer Anlage A ist fiir allet € {1,--- , T — 1} definiert
durch

2y A (1—n) und z =1,

. nRtJrl +1
wobei Ry die Rendite der Anlage A zwischent und t+1 undn € [0,1] firn € (0,1) der
Geddchtnisfaktor aus Definition 3.2.11 ist®*. Dabei steht z, > 1 fiir vorherige Verluste

und z < 1 fiir vorherige Gewinne?®.

Tabelle 3.3 und Abbildung 3.4 zeigen den Einfluss des Gedéchtnisfaktors n anhand einer

Beispielsentwicklung von z; fiir unterschiedliche 7.

23Dies bedeutet, dass absolute Gewinne und Verluste, auch in der Wertefunktion als Gewinne und
Verluste gewertet werden. Alternativ konnten auch andere Benchmark Fonds (z.B. ein Rentenfonds)
oder Groflen, wie z.B. der risikolose Zins, zur Bestimmung des Referenzpunktes verwendet werden.
In diesem Fall wird beispielsweise ein Zuwachs, der niedriger als der der Vergleichsgréfe ist, in der
Wertefunktion als Verlust betrachtet.

2 Hier wird eine vereinfachte Version des in (2001, [BHSO01]) beschriebenen dynamischen Referenz-
puktes betrachtet, welche keine Benchmark, wie z.B. den historischen durchschnittlichen Return,
beriicksichtigt.

PFiir n = 0 ist z; = 1 fiir alle t € {1,--- ,T}. Dies ist dquivalent zum Fall ohne Gedichtnis.

Der Fall n = 1 ist dagegen identisch mit einem Gedé&chtnis, welches nicht mit der Zeit abnimmt, d.h.
Wertschwankungen bleiben unabhéngig vom Zeitpunkt gleich stark im Gedéchtnis.
26Es ist anzumerken, dass z; = 1 den gleichen Referenzpunkt darstellt, wie eine Rendite von 0%.
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t | Anlagewert | Rendite | dynamischer Referenzpunkt z;,; fiir n =
SA R, 1 |09 ] 08 ] 05 ] 01
0 1,000 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 1,000
1 1,044 4,4% 10,958 | 0,962 | 0,966 | 0,979 0,996
2 1,067 2.2% 10,937 [ 0,947 | 0,956 | 0,979 0,997
3 1,035 -3,0% | 0,966 | 0,978 | 0,988 | 1,004 1,003
4 1,064 2.8% 10,940 | 0,957 | 0,969 | 0,989 0,998
5 1,078 1,3% | 0,927 | 0,950 | 0,965 | 0,988 0,998
6 1,141 58% 10,876 | 0,908 | 0,930 | 0,967 0,994
7 1,171 2,7% 10,854 | 0,896 | 0,925 | 0,971 0,997
8 1,081 -6,7% 10,925 | 0,974 | 1,002 | 1,026 1,008
9 1,012 -6,4% 10,988 | 1,036 | 1,056 | 1,048 1,008
10 0,987 -2,5% | 1,013 | 1,056 | 1,066 | 1,037 1,003
11 0,956 -3,1% | 1,046 | 1,081 | 1,080 | 1,035 1,004

Tabelle 3.3: Dynamischer Referenzpunkt Beispielentwicklung fiir unterschiedliche 7.

1.2

A
___St
R,
—n=1
—n=0.9 ,
11 —n=08 ,"

—n=0.5 ‘
—n=01 _<_ -

0.9

Abbildung 3.4: Dynamischer Referenzpunkt fiir unterschiedliche 7.
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Gedachtniswertefunktion

Die Wertefunktion v, mit deren Hilfe das Anlegergedéchtnis beschrieben wird, muss in

zwei Fille, vorherige Gewinne (z; < 1) und Verluste (z; > 1), unterschieden werden.

e Fall 1 vorherige Gewinne (z; < 1): Im Fall von vorherigen Gewinnen verschiebt

sich der Referenzpunkt von seinem Ausgangspunkt zum aktuellen dynamischen
Referenzpunkt z;, das bedeutet, dass der Anleger sich bis zu einem gewissen Grad
an den vorherigen Gewinnen orientiert und einen im Vergleich zu den vorherigen
Gewinnen niedrigeren Gewinn als weniger positiv bewertet. Im Fall eines Verlustes
unterscheidet der Anleger diesen in zwei Teile. Der erste Teil des Verlustes kann
durch die vorherigen Gewinne kompensiert werden und schmerzt dementsprechend
weniger, der zweite Teil ist der Wert, der die vorherigen Gewinne {iberschreitet und
ist daher deutlich schmerzhafter. Dies ldsst sich auf folgende Weise in der Werte-

funktion modellieren:

Xit1, R +1> 2

U(Xt-i-la Rt-i—la SiA; Zt) = "
St ()\(RtJrl +1— Zt) + (Zt — 1)) , Rt+1 +1< Zt.

e Fall 2 vorherige Verluste (z; > 1): Im Fall von vorherigen Verlusten wird der Refe-

renzpunkt auf auf eine Rendite von 0% gesetzt, da keine Gewinne im Gedéchtnis
des Anlegers vorhanden sind, die Verluste kompensieren kénnten. Der dynami-
sche Referenzpunkt wird hier genutzt um den Grad zu bestimmen, mit welchem
weitere Wertverluste zusétzlich schmerzen. In der Modellierung wird hierzu ein
von z abhéngiger Risikoaversionsparameter A (z;) definiert, mit dessen Hilfe die

Wertefunktion in diesem Fall beschrieben werden kann:

X1, Xiq1 20
’U(XtJrl, Rt+1, 5;4, Zt) = * mit )\(Zt) = A+ H(Zt — 1),
Mz) X1, Xig1 <0

wobel k > 0 die Starke des zusétzlichen Schmerzes eines weiteren Verlustes be-
stimmt. In (2001, [BHS01]) wird £ = 50 vorgeschlagen.

Mit der in (2001, [BHSO01]) eingefiihrten und hier beschriebenen speziellen Gedéchtnis-
wertefunktion kann jetzt unter Anwendung von Definition 3.2.10 der MCPT"-Nutzen

einer Anlage unter der Beriicksichtigung eines Anlegergedéchtnisses bestimmt werden.
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4 Modellierung und numerische
Methoden

Nachdem in den vorherigen Kapiteln die theoretischen Grundlagen eingefiihrt und be-
schrieben wurden, thematisiert Kapitel 4, die in dieser Arbeit erfolgte Modellierung und
die dazu benotigten numerischen Methoden. Insbesondere werden die Methoden vor-
gestellt, mit denen die in den spéteren Analysen betrachteten Fonds erzeugt werden
konnen.

Dementsprechend werden in Abschnitt 4.1 die von Graf in Life-cycle Funds: Much Ado
about Nothing? (2013, [Gral3]) beschriebenen Methoden aufgezeigt, welche es ermogli-
chen, zu einem beliebigen Lifecycle Fonds einen in Hinblick auf die mittleren jéhrlichen
Renditen vergleichbaren Mischfonds in einem BSM-Modell zu konstruieren. Hierbei wird
in Einmalbeitragsfall und laufenden Beitragsfall unterschieden, da in beiden Féllen un-
terschiedliche analytische Ergebnisse verwendet werden miissen. In Kapitel 5.1 werden
die so konstruierten Fonds in den beiden komplexeren Kapitalmarktmodellen (CIR-BSM
und CIR-SV) auf die Eigenschaft der vergleichbaren Endwertverteilungen untersucht, um
auch in diesen Modellen eine hinreichende Ubereinstimmung zu gew#hrleisten.
Abschnitt 4.2 behandelt die numerischen Methoden zur Simulation der in Kapitel 2 ein-
gefithrten Kapitalmarktmodelle. Hierbei ist insbesondere das Euler-Maruyama Verfahren
zur Simulation von stochastischen Differentialgleichungen wichtig. Dieses wird anhand
der benotigten Kapitalmarktmodelle erldutert. Des Weiteren werden die verwendete Ka-
pitalmarktkalibrierung und die Simulation der Fondsinvestments beschrieben.

Im letzten Abschnitt wird aufgezeigt, wie mit Hilfe der in den vorherigen Abschnit-
ten formulierten numerischen Methoden die Monte-Carlo-Methode zur Bestimmung der

gewiinschten Groflen angewendet werden kann.
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4.1 Konstruktion und Kalibrierung der Lifecycle- und
Mischonds

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie zu einem beliebigen gegebenen Lifecycle Fonds
ein Mischfonds konstruiert werden kann, der mit dem Lifecycle Fonds in Hinsicht auf
die Endwerte in Wahrscheinlichkeit nahezu {ibereinstimmt. Dabei werden die in (2013,
[Gral3]) vorgestellten Methoden beschrieben. Die Idee ist dabei, die analytischen Ver-
teilungen in einem BSM-Modell (2.25) auszunutzen, um analytische Bedingungen zu
beschreiben, die garantieren, dass die Verteilungen (Einmalbeitrag) bzw. die Momente
(laufender Beitrag) der Endwerte iibereinstimmen. Diese Ergebnisse werden in den Ana-
lysen dann sowohl im CIR-BSM (2.27) als auch im CIR-SV (2.28) verwendet. Dass die
im BSM-Modell hergeleiteten Bedingungen auch in diesen erweiterten Modellen ausrei-

chend gute Konstruktionen erméglichen, wird anschliefend in Kapitel 5 diskutiert.

Bevor die Kalibrierung betrachtet wird, miissen die beiden verwendeten Fondstypen, in
der hier benotigten Form definiert werden. Dabei wird stets von folgenden Grundannah-
men ausgegangen.

Grundannahmen:

1. Es wird ein Anlagezeitraum von 7' € N Jahren betrachtet.

2. Es existiert genau eine sicherheitsorientierte Anlage R (Rentenfonds) und eine
riskante Anlage S (Aktienfonds).

3. Es werden Managementgebiihren in Hohe von ¢ > 0 p.a. beriicksichtigt.

Definition 4.1.1 (Mischfonds).
Ein Mischfonds B investiert zu jedem Zeitpunkt t1 einen festen Anteil x € [0,1] in die
riskante Anlage S und den Anteil (1 — x) in die sicherheitsorientierte Anlage R. Die

Gebiihren werden mit ¢® bezeichnet.

Definition 4.1.2 (Lifecycle Fonds).
FEin Lifecycle Fonds L investiert zu jedem Zeitpunkt t € [0,T] einen zeitabhdngigen va-
riablen Anteil z, € [0, 1] in die riskante Anlage S und (1—x;) in die sicherheitsorientierte

Anlage R. Die Gebiihren werden mit ¢ bezeichnet.

!Dies bedeutet, dass unabhiingig von der Entwicklung des Fondsvermogens die Anlageaufteilung stets
gleich bleibt und dementsprechend eine dynamische Umschichtung (Reallokation) stattfindet.
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Bemerkung 4.1.3.
Es sei darauf hingewiesen, dass der Anteil x; zeitabhdngig aber deterministisch ist, d.h.

insbesondere nicht pfadabhdngig.

Beispiel 4.1.4 (Lifecycle Fonds mit linearer Risikominderung).
Oft werden Strategien auf jihrlicher Basis betrachtet, z.B. ist die Methode der lineare Ri-
sikominderung eine beliebte und naheliegende Anlagestrategie fiir einen Lifecycle Fonds.

Hierbei ist o = 1 und xp = 0 sowie v, =1 — % firt e (0,7).

Auch wenn in den spéteren Analysen stets ein Lifecycle Fonds mit jahrlich linear abneh-
menden Aktienfondsanteil betrachtet wird, so ist die im Folgenden beschriebene theore-
tische Anpassung der Verteilungen nicht auf diesen Fall beschrankt, sondern fiir beliebige

Lifecycle Strategien anwendbar.

Definition 4.1.5 (Einmalbeitrag).
Im Finmalbeitragsfall investiert der Anlger einen festgelegten Anfangsbeitrag in einen
Lifecycle- oder Mischfonds, welche in einen Aktien- und einen Rentenfonds investieren.

Es finden keine weiteren Einzahlungen in den Fonds statt.

Definition 4.1.6 (Laufender Beitrag).

Im laufenden Beitragsfall investiert der Anleger einen festgelegten Anfangsbeitrag in
einen Lifecycle- oder Mischfonds, welche in einen Aktien- und einen Rentenfonds in-
vestieren. Dariber hinaus investiert der Anleger in regelmdfigen Abstinden (monatlich,

jéihrlich, etc.) festgelegte (deterministischer) Beitrdge in den Lifecycle- oder Mischfonds.

Bemerkung 4.1.7.

In beiden Féllen sind Sonderbeitrige und Ahnliches ausgeschlossen.

Damit sind alle notigen Grundbegriffe definiert, um die Konstruktion der angepassten

Fonds im Weiteren zu beschrieben.

4.1.1 Einmalbeitrag

Zuerst wird die Kalibrierung im Fall eines Einmalbeitrages betrachtet. Hierzu wird stets
das BSM-Modell (2.24) aus Kapitel 2 angenommen, was den oben bereits erwidhnten
Vorteil hat, dass eine geschlossene Darstellung der analytischen Losungen der Vertei-

lung zur Verfiigung stehen.
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Im BSM-Modell ergeben sich fiir die Spot-Preise zum Zeitpunkt ¢ € [0,7] des Life-
cycle Fonds V,* bzw. des Mischfonds V,” mit Einmalbeitrigen Vj* > 0 und V;# > 0, die

Darstellungen,

Vit = Vi ((2(r +0) + (L= 2)r — M)dt + 20, dWF) (4.1)
bzw.
AV = VP ((w(r + X) + (1 = 2)r — cP)dt + wo,dWF) (42)

wobei ¢ > 0 und ¢? > 0 die entsprechenden Managementgebiihren sind und A\, > 0,
os > 0 die Parameter und Wts der Wiener-Prozess aus dem BSM-Modell. Das Ziel ist
nun, zu einem gegebenen Lifecycle Fonds einen Mischfonds mit identischer Verteilung
der Endwerte zu erhalten, daher wird ¢z und 2 gesucht, sodass ViF < Vi gilt. Hierzu

wird folgender Satz formuliert:

Satz 4.1.8 (2013, [Gral3]).
Seien VI und VP gegeben durch (4.1) und (4.2). Des Weiteren sei der Lifecycle Fonds
vorgegeben, d.h. ¢ und x; sind fiir alle t € [0,T] gegeben, und V¥ = V;P. Dann gilt

1 T
vELyp — =17 / 22du, (4.3)
0

A
B =k ), <x* — —/ xudu) : (4.4)
T Jo

wobei x* und cP*, die entsprechenden Parameter des Mischfonds B darstellen.
Es gilt auflerdem z* € [0, 1] und ¢®* > 0, d.h. es wird ein zulissiger Mischfonds beschrie-

ben.

Beweus.
0.B.d.A. sei V" = V;Z = 1. Als lineare stochastische Differentialgleichungen besitzen
(4.1) und (4.2) nach (2.7) die Losungen

t 1 t
v =vibesn ([ (sutre a0+ 0= = o) ut [ o)
0 0

bzw.
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VE = VB exp (t <x(7’ + X))+ (1 —2)r — B — %(mas)Z) + ta:asWtS> :

Analog zu (2.25) gilt zudem, dass Vi ~ LN (upy, 07 ,) und VP ~ LN (upy,0%,) mit

t 1
pr: = / (xu(r + Xs) + (1 —x)r — - 5(%03)2) du,
0

t
0%775:/ (240,)*du,
0

und
1
ppe =1 (SL‘('I“ + )+ (1 —z)r —cP - §(xas)2> ,
opy = t(zo,)’.
Es gilt nun

VE L VE & E[VH = E[VF] und Var(VEF) = Var(VP)

2 _ 2 _
©opr=0pypund prr = pp7.

Durch das Auflésen der letzten beiden Gleichungen folgt

1 (7
= —/ x2du und
T Jo
1 [T
cB*—cL+)\s(a:*—?/0 xudu).

Es wurde also = und ¢? derart bestimmt, dass V¥ < Vi gilt.
Es bleibt zu zeigen, dass z* € [0, 1] und ¢®* > 0 gilt, da nur dann ein zulissiger Misch-

fonds beschrieben wird.

o ¥ c[0,1]:
Da z; € [0,1] = 2* = \/%fOTx%du € [0, 1].
o B >0:
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Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung? gilt:

* 1T2d Tld T?dCES Tld
xf/oxuu/oﬁu/oxuu_/of:cuu

und daher

1 (T
1:*——/ Tudu > 0.
T J

Daraus folgt fiir Ay > 0, dass

1 [T
A <x*——/ xudu) >0
T Jo

gilt und somit die Behauptung.

Bemerkung 4.1.9 (Stochastische Dominanz im BSM-Modell).

Aus Satz 4.1.8 folgt, dass fiir den im BSM-Modell hergeleiteten Mischfonds mit identi-
scher Endwertverteilung zum Lifecycle Fonds stets ¢® > c* qilt, d.h. die Management-
gebiihren des Mischfonds sind fiir A\s > 0 stets groffer als die des Lifecycle Fonds.

Wird des Weiteren ein beliebiger Lifecycle Fonds L und ein Mischfonds B+ mit x = x*

und Pt = ¢l betrachtet, so ergibt sich fir die Varianz und den Erwartungswert:

Var(VET) = Var(VF),
E V7] >E[Vr].

Woberi letztere Ungleichung gilt, da

1
log (E [VF]) = pper + EJ?BJHT =T(z"(r+ X))+ (A —a")r)=Ta" s+ Tr

-5 | T 1,
> T/ Txudu/\s +Tr = / (zu(r +Xs) + (L —2)r)du = prr + 07 1
0 0

2
~tog (& V]

2Vgl. z.B. in (2011, [Werl1]).
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Daraus folgt, dass bei gleicher Varianz, der so konstruierte Mischfonds in einem BSM-
Modell stets einen gleichen oder sogar besseren Erwartungswert der Endwertverteilung

aufweist.

Wie Bemerkung 4.1.9 zeigt, ldsst sich im Einmalbeitragsfall ein Mischfonds finden, der
bei gleicher Varianz einen héheren erwarteten Endwert, bei ansonsten vergleichbarer Ver-
teilung, besitzt. In den spéteren Analysen wird daher auch ein Mischfonds+ betrachtet,
der diesem Fonds entspricht, um aufzuzeigen, welche Auswirkungen diese Konstruktion

in der Erwartungsnutzentheorie und insbesondere in der Prospect Theorie hat.

4.1.2 Laufender Beitrag

Im Fall eines laufenden Beitrages ist die Situation selbst im BSM-Modell deutlich kom-
plizierter als im Fall eines Einmalbeitrages. Dies liegt insbesondere daran, dass die ana-
lytische Darstellung der Verteilung von Summen von Lognormalverteilten Zufallsvaria-
blen nicht bekannt ist (siche z.B. (2004, [Duf04])), d.h. insbesondere auch, dass es nicht
moglich ist, mittels der Anpassung von Erwartungswert und Varianz die Verteilung der
Endwerte exakt anzupassen. Dennoch bietet die Momentenmethode, d.h. die Anpas-
sung der Momente, hier die der ersten beiden, einen geeigneten Ansatz, um zumindest
entscheidende Charakteristiken der Verteilungen der Endwerte der beiden Fonds anzu-

gleichen.

Im Weiteren bezeichnet Y,* bzw. Y,” das Guthaben eines Lifecycle- bzw. Mischfonds
mit laufendem Beitrag zum Zeitpunkt ¢ und V;* bzw. V;® weiterhin den Spot Preis des
Lifecycle- bzw. Mischfonds mit Einmalbeitrag (vgl. (4.1) und (4.2)). Zur einfacheren

Darstellung werden folgende Annahmen o0.B.d.A. vorausgesetzt:
o t € {l,--- T}, wobei die Zeiteinheit als jahrlich betrachtet werden kann.
o VE=VE=1.
e Jihrlicher laufender Beitrag in Hohe von 1 GE.

Im Folgenden werden mit

VL VB
zl = —t_und ZP e (4.5)
vk LovE
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die jahrlichen relativen Zuwiéchse eines Lifecycle- bzw. eines Mischfonds bezeichnet.

Lemma 4.1.10 (2013, [Gral3)).
Fiir Z und Z? aus (4.5) gilt:

(1) (ZtL)te{1 .y st eine Folge von unabhdingig verteilten Zufallsvariablen mit
Zlf ~ LN (i, 07,), wobei

! 1
Are = / (xu(r + )+ (1 —z)r —cF — i(xuas)Q) du und (4.6)
t—1

t
5%,t = / (xuo-s)Qdu (47)
t—1

qgilt.

(ii) (ZtB)te{1 T} ist eine Folge von identisch und unabhingig verteilten Zufallsvaria-
blen mit ZP ~ LN (g, %), wobei

~ 1
fipg =z(r+ )+ (1 —a)r —cf — 5(3:05)2 und (4.8)

o5 = (v0,)? (4.9)

qgilt.

Bewezs.
Beide Teile werden mit den gleichen Argumenten, wie fiir den Beweis von Satz (4.1.8)

verwendet, bewiesen:
(i) Mit pr, wie im Beweis von Satz (4.1.8) folgt die Darstellung

L ,U'L,t‘f'ft -Z’uo'deS _
i Vi - ° D e[ meosdWE gy o {1,---, T}
t L t—1 S ) ) )
‘/;71 e/‘L,tflJl‘fO Iuo'deu

da prs — prs—1 = fip, und somit ZF ~ LN (ﬁL,t,a—'gt).
Des Weiteren folgt aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwéchse des Wiener-Prozesses,
dass fol xuadef, f12 muUSdWHS,- . fTT—1 muodeuS stochastisch unabhéngig sind

und dementsprechend auch ZF,--- | ZE.

(ii) Analog zu (i) gilt
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gn_ VP _ermre?
t -

— — /’IB"FmUs(WtS_WS;l) A

V;El eﬂB,z—1+xasWt5_1 € t vt e {17 ’T} ’

da pps — pBi-1 = [iB-

Aufgrund der stationiren Zuwiichse des Wiener-Prozesses gilt zudem W5 —W 72| ~
N (0,1), weshalb ZB ... ZE unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit ZP ~ LN (fip,0%) sind.

Bemerkung 4.1.11.
Gilt fiir die Lifecycle Strategie, dass sich x, nur jihrlich dndert, d.h. keine unterjihrigen

Anderungen in der Zusammensetzung der Fonds vorgenommen werden bzw. x, konstant
gehalten wird fir v € [t,t + 1), dann lassen sich (4.6) und (4.7) vereinfachen zu

~ 1
fr: =21 (r+Xs) + (L —zq)r — k- §($t,1as)2 und

52,:& = (24-104)*.

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen lassen sich nun die Guthaben eines Lifecycle- bzw.

Mischfonds mit laufendem Beitrag in folgender Form fur ¢t € {2,--- , T} darstellen:

t—1 L

=Y # =ZF(1+Y}F)) und (4.10)
k=0 K
t—1 VB

VP =Y T =2l (1+Y2) £ 27 (14 YD), (4.11)
k=0 'k

wobei ZB ~ LN (jip,53) unabhiingig von (1+Y2) ist, dh. Z8 £ ZP fiir alle ¢ €
{1,--- T}

Bemerkung 4.1.12.
Folgende Figenschaften sind fiir die weiteren Schritte wichtig:

(i) DaYl = ZF und Y2 = ZB, kénnen YL und ;2 mit diesen Darstellungen rekursiv

bestimmt werden.
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ii) Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis zu Lemma (4.1. olgt, dass in
i) Mit den gleichen A e im Beweis zu L 4.1.10) folgt, dass i
(4.10) ZF und (1 + Y," ) und in (4.11) ZP und (14 Y,B,) stochastisch unabhingig

sind und somit ZB auch unabhingig von (1 + Yt]fl) gewdhlt werden kann.

Lemma 4.1.13 (2013, [Gral3)]).
Seip:=E[ZP] = erst05% ynd ¢ .= E [(ZB)Q} — 25125 Dann gilt

E[YF] =) p (4.12)

und

E [(Yzf?)z} =q" + - (zTkaf + 1) q~. (4.13)

Bewezs.

Der Beweis wird per vollstéandiger Induktion gefiihrt.

Jte{l,--- . T—1}: E[VF]=) p"

t—t+4+1:
Mit (4.11) und der Unabhéngigkeitseigenschaft folgt mit der Induktionshypothese:

B[] = E[27 (1+77)]
—E[27]E[(1+77)]
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)

t—1

Jte{l,.---, T —1}: E[(YtB)Q] zqt+z<22pj+l)qk.

k=1

t—t+4+1:
Es folgt mit Hilfe von (4.11) und der Unabhéngigkeitseigenschaft sowie mit Teil
(i) durch die Induktionshypothese:

B(v2)] =E[(2% (1+ ") =E[(2%) (1 + )]

=E[(2%)]E[1+2v7 + (v7)’]

Insbesondere gilt diese Aussage dann fiir t +1="1T.
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Wird nun
T
fr(p) = Zpk —E[Y/] und (4.14)
k=1
-1/ Tk ,
Gor(a) =q"+> (22pj+1> ¢ —E [(YTL) } (4.15)
k=1 \ j=1
definiert, dann folgt mit dem Lemma 4.1.13, dass
E [Y%B] =E [YTL] — Po, Go s.d.: Jr(po) =0
E[(v2)| =E[(v#)’] Gor(a0) = 0

Lemma 4.1.14 (2013, [Gral3)]).
Seien fr(p) und g,7(q) gegeben durch (4.14) bzw. (4.15). Dann existieren eindeutige
positive Nullstellen py und qo, d.h. fr(po) =0 und g,, v(q0) = 0.

Beweis.
Es wird zuerst die Existenz einer positiven Losung und anschlieend deren Eindeutigkeit

gezeigt.

e Existenz: Zunichst wird
E[v#] > 0wmd E |(v£)’] >0

gezeigt. Nach Lemma (4.1.10) gilt, E [Z}] > 0 fiir alle ¢ € {1,---, T} und somit
folgt mit (4.10), dass auch E [V] > 0.
Denn es gilt fiir T > 1, aufgrund der Unabhéngigkeit,

E[Y#] =E[ZK (1 +E[Y£,])
—E[ZK] (1+E[2k,] (1 +E[Y£,]))

—E[ZE) O +E[ZE,] (1 +---E[ZF] A +E[Z]])--))
> 0.

Der Fall T' =1 ist mit Bemerkung 4.1.12 (i) sofort klar.
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Mit den gleichen Argumenten folgt auch, dass E [(YTL)Q] > 0.
Denn erneut ist fiir 7' > 1, aufgrund der Unabhéngigkeit,

E|(vF)] =B [(25)°] (1428 [vE ] +E | (vE)")])

_E [(zﬁ)ﬂ (1 +2E [VF ] +E [(z%,ﬂ
(1 + 2E |:Y7£;2} +E [(Z7LL3)2} o

E[(20)°] (1428 [y +E[(2)°]) )

> 0.

Daher gilt f7(0) = —E [V#] < 0 und g,7(0) = —E [(YTL)2] <0.

Auf der anderen Seite gilt aber auch, dass lim fr(p) = oo und lim g, 7(q) = .
p—00 q—00

Da beide Funktionen als Polynome in p bzw. ¢ stetig sind, folgt aus dem Zwischen-

wertsatz der Analysis direkt, dass es Nullstellen py und ¢g geben muss.

e Eindeutigkeit: Die Eindeutigkeit folgt aus der Vorzeichenregel von Descartes, ei-

nem klassischen Satz der Analysis.

Hilfslemma (Vorzeichenregel von Descartes) (vgl. z.B. (1998, [AJS98]))

Die Anzahl aller positiven Nullstellen eines reellen Polynoms ist gleich der Zahl der
Vorzeichenwechsel seiner Koeffizientenfolge oder um eine gerade natirliche Zahl

kleiner als diese. Wobei jede Nullstelle ihrer Vielfachheit entsprechend gezdhlt wird.

Da fr(p) und g,7(q) je genau einen Vorzeichenwechsel besitzen, folgt damit die
Eindeutigkeit.

Bemerkung 4.1.15.

Zu beachten ist:

(i) Mit Lemma (4.1.14) folgt also, dass eindeutige Losungen py und qo von (4.14) bzw.
(4.15) existieren. Mit der Definition von p, q folgt dann, dass

1

op =log (qo) — 2log (po) und g =log(po) — 55%
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gelten muss.

(ii) Noch ist allerdings nicht sicher, dass sich zu den gefundenen Ldsungen ein zuldissi-
ger Mischfonds beschreiben lisst, d.h. es muss noch gewdhrleistet werden, dass
x € [0,1] und cg > 0 gilt. Des Weiteren muss 6% > 0 gelten, da andernfalls ZP
nicht lognormalverteilt sein kann. Die letzte Bedingung ist jedoch im Normalfall

immer erfillt, was im folgenden Lemma gezeigt wird.

Lemma 4.1.16 (2013, [Gral3)).
Sind py und qo Nullstellen von (4.14) bzw. (4.15) d.h. fr(po) =0 und gy, 1v(q) = 0 und
wst Var (YTL) > 0, dann gilt stets

% > 0.

Bewezs.
Es gilt

5% = Var (Zs) =E[(2°)] - €[2°])" = —1} >0 < 0>},

Daher geniigt es zu zeigen, dass qo > p3 gilt.

Hierzu werden folgende Funktionen betrachtet:

T
]?T(p) = Zpk und
k=1

T-1 T—k
Gor(@) =q"+) (2 S+ 1) ¢".
k=1 \ j=1

gpr(q) ist fur p > 0 strikt monoton wachsend in ¢, weshalb

qQ > P2 = Gpr(q) > Gpor(P3).

Da Var (Y) > 0, gilt
Gmir(a0) = E | (Y£)"] > (E[YF])" = Fi(wo).

Zu zeigen bleibt nun lediglich f2(po) = Gp,r(p?) fiir T € N.

Diese Aussage lisst sich per vollstdndiger Induktion beweisen:
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2 (p) = p* = Gpai(p®)

37 —1 €N mit f%,l(p) = gpr—1(p%)

T7'—-1—=1T:
N T 2 T-1 2
T(p) = (Z p’“) = (pT + p’“)
k=1 k=1
T—-1 T-1 2
:p2T+2pszk+ ( pk>
k=1 k=1
T-1 T2 / T-1-k
IH or 4 2pT Zpk +pz(T—l) + Z (2 o 1) p2k
k=1 k=1 =1
-1 T2 T-1-k T2
=T g T Zpk 42T g N ok Z ST
k=1 k=1 =1 k=1
-1 -1 T2 T-1-k
:p2T+Zp2k+2pTZpk+2 ka p]
k=1 k=1 k=1 j=1
-1 -1 T2 T-1-k
T N S N g p;
k=1 k=1 k=1 =1
-1 T-1  T—k
S 3 "
k=1 k=1 j=1
T-1 / T—k
SN OVENE
k=1 \ j=1
= gzn,T(p2
Daher folgt f2(po) = Gpo.r(p2) fiir T € N und somit die Behauptung. O

Bemerkung 4.1.17.
Die Bedingung Var (YTL) > 0 ist stets erfiillt, sofern der Lifecycle Fonds nicht aus-
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schlieflich in die sicherheitsorientierte Anlage R investiert.

Mit Hilfe der bis hierher beschriebenen Ergebnisse ldasst sich nun der wesentliche Satz
formulieren und beweisen, auf welchem der Algorithmus zur Konstruktion der entspre-

chenden Fonds basiert.

Satz 4.1.18 (2013, [Gral3]).
Seien py und gy Nullstellen von (4.14) bzw. (4.15) aus Lemma (4.1.14) und gilt zusdtzlich,

dass
(a) Var (YE) >0,

(b) qo < jnge“3 und
52
(C) o S €T+ASHT§.

Dann folgt, dass mit v = xg := 1/ 28 und c? = P .= r + \a, — log(py) ein zulissiger

s

Mischfonds By beschrieben wird mit
E Y] =E[YF] wd B |(v7)"] =E|(v£)"] .

Beweis.

Aus Bemerkung (4.1.15) ist ersichtlich

~ ~ 1
op = log(qo) — 2log (po) und fip = log (po) — 5‘7123-

Aus (a) folgt mit Lemma (4.1.16), dass 0% > 0. Damit ist LN (jip,0%) eine zulissige
Lognormalverteilung und aufgrund der Definitionen von p und ¢ in Lemma (4.1.13) kann
nun Zp ~ LN (lig,0%) gesetzt werden.

Mit Lemma (4.1.10) und der Definition von p und ¢ gilt,

| ~2
o5 = log (qo) — 21og (po) = (zo)? und x > 0 <=z = HZ—? =Ty

und

- | 1
i = log (po) — 50123 = (ZE(T + )+ (A —a2)r — B — §(x008)2)
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P =r+ \ao —log(py) = ™.

Noch zu zeigen bleibt, dass dieser Mischfonds zuléssig ist, d.h. zq € [0,1] und ¢P > 0
gilt.

® Iy € [0, 1]
Diese Aussage folgt direkt aus Bedingung (b) und der Definition von ¢y und pg, da

% gpﬁe"3 s 20Bt20% < p2iB+h+o?
— 50 <1
— eag(:cg—l) <1
— ;<1

— 10 € [0,1], da 2y > 0 nach Definition von x.

o cBo>0:

Diese Aussage folgt direkt aus Bedingung (c), da

PO >0 <= r+ Ao —log(py) >0

s €r+)\sa:0 > Do

=2
o
r+As —]23

75 2> Po.

Bemerkung 4.1.19.

Nach Graf (2013, [Gral3]) ist davon auszugehen, dass die Bedingungen (b) und (c) stets
erfullt sind. Wihrend bei (c) numerische Analysen diese Vermutung bekrdftigen, kann
fir (b) auch eine intuitive Begrindung gegeben werden:

Die in (b) formulierte Bedingung bedeutet, dass x, d.h. der Anteil des Mischfonds, der
in die riskante Anlage S investiert, maximal 1 ist. Wird angenommen, dass der Anteil
grofer als 1 ist, folgt direkt aus der Definition, dass o5 > ﬁit firallet € {1,--- T} gilt,
da zy € [0,1] fiir allet € {1,--- ,T}. Da sich die Fonds nach den Rekursionsformeln aber
gewissermafen aus Zy bzw. Zp analog zusammensetzten und stets nur positive Werte

annehmen, folgt damit ntuitiv®, dass die Varianz des Mischfonds zu jedem Zeitpunkt
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hoher sein muss als die des Lifecycle Fonds, was allerdings im Widerspruch zu dem
i Satz 4.1.18 erhaltenen Resultat, dass die ersten beiden Momente tibereinstimmen,
steht.? Daher ist hichstens ein riskanter Anteil x von 1 nétig, um einen Mischfonds mit

identischen ersten zwei Momenten zu einem gegebenen Lifecycle Fonds zu bestimmen.

Basierend auf den Resultaten in diesem Abschnitt ist es nun moglich einen Algorithmus
zu beschreiben, der zu einem gegebenen Lifecycle Fonds L mit laufendem jahrlichen
Beitréigen unter den in diesem Abschnitt gemachten Annahmen (u.a. jahrlicher Beitrag
von 1GE) einen Mischfonds B (d.h. x € [0,1] und ¢ > 0) bestimmt, dessen erstes und

zweites Moment mit denen des Lifecycle Fonds iibereinstimmen.

Der in 4.1.20 beschriebene Algorithmus wird dabei in zwei Abschnitte unterteilt:

Der erste Abschnitt, der zur besseren Ubersicht wiederum in zwei Teile aufgegliedert
wird?, behandelt die Bestimmung der Momente von L, d.h. E [YTL} und E [(YTL)z} Im
zweiten Abschnitt wird mit den Ergebnissen des ersten Abschnittes die Bestimmung von

B formuliert.

3Insbesondere sei darauf hingewiesen, dass der zweite angepasste Parameter cp keinen Einfluss auf die
Varianz hat, da dieser lediglich den Drift-Term beeinflusst.
4Es ist sinnvoll Teil 1 und 2 parallel zu implementieren.
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Algorithmus 4.1.20 (2013, [Gral3)).
1: Bestimmung der Momente von L, d.h. E [V}] und E [(YTL)Q} :

Algorithm 1: Teil 1 der Bestimmung der Momente von L

Data: r, A, 02, T, 24, cp,
Result: £ = E [Y/]

begin
Berechne fiir alle t € {1,--- , T} mit fir, aus (4.6) und o5 aus (4.7);
Setzte

~ ~2
my = E [Z]'] = e"+9%% und

sp=E [(ZtL)Z] — Lt

if T'=1 then
‘ E =my;
else
Setze £ =1+ my;
1 =2
while i < T do
E=1+m;F,;
i+ +;
end
if + =T then
‘ E=mgpFE;
end

end
RETURN FE;
end
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Algorithm 2: Teil 2 der Bestimmung der Momente von L

Data: r, A, 02, T, 24, cp,
Result: S =E [(YTL)z}

begin
Setze m; und s; analog zu Algorithmus 1;
if T'=1 then
‘ S = s1;
else
Setze S =1+ 2mq + s1;
1=2;

while i < T do
Bestimme E; = E [Y;*] mit Algorithmus 1;
1+ 4
end
if + =T then
‘ S = spS;
end

end
RETURN S;
end
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2: Bestimmung von B, d.h. x € [0,1] und cg > 0:

Algorithm 3: Bestimmung von B

Data: E,S,r, \,, 02, T

Result: B (x und cp)

begin

Bestimme positive Nullstellen von py und ¢ von fr(p) und g, r(q) aus (4.14)
bzw. (4.15), d.h.

T
frp) = p"—E=0und
k=1

T—1 T—k
(@) =+ 3 (zzpm) FoSLo
k=1 =1

mit einem Standard Verfahren fiir Polynome;
if Bedingungen (a) und (b) aus Satz (4.1.18) erfillt then

g = 10g (¢0) — 2log (po);
fip = 1og (po) — 50%;

cg =71+ sy — log(po);

RETURN 2z und c¢p;
else

‘ RETURN “Keine Losung*;
end

end

70



4 Modellierung und numerische Methoden

4.2 Numerische Simulation der Kapitalmarktmodelle

In diesem Abschnitt werden die numerischen Verfahren zur Simulation von Pfaden von
Kapitalmarktmodellen beschrieben. Da diese stochastisch sind, ein Computer allerdings
stets deterministisch rechnet, miissen Pseudo-(oder Quasi-) Zufallszahlen erzeugt wer-
den, mit deren Hilfe der Diffusionsterm in der stochastischen Differentialgleichung simu-
liert werden kann. Mit dieser Technik lassen sich einzelne Pfade der Losung simulieren®.
Diese kann verwendet werden, um mit Hilfe von Monte-Carlo-Methoden aussagekréftige
Analysen durchzufiihren. Eine Einfithrung in diese Methoden bieten zum Beispiel Sey-
del in Tools for computational finance (2012, [Sey12]) oder auch Giinther und Jiingel in
Finanzderivate mit MATLAB: Mathematische Modellierung und numerische Simulation

(2010, [GJ10]).

4.2.1 Erzeugung von gleichverteilten Zufallsvariablen -

Mersenne-Twister

Der Mersenne-Twister (MT19937), (1997, [MN98]), ist ein Pseudozufallszahlengenerator,
der 1997 von Makoto Matsumoto und Takuji Nishimura entwickelt wurde. Er ermoglicht
eine effiziente Erzeugung von Folgen von gleichverteilten Pseudozufallszahlen und ver-
meidet dabei Probleme élterer Methoden, beispielweise Hyperebenenbildung oder kurze
Periodenlingen bei linearen Kongruenzmethoden®. Der Name Mersenne kommt von der

Periodenlidnge M,, = 2" — 1, eine sogenannte Mersenne-Primzahl, wobei n = 199937. Die
Periodenlige betrigt damit 21997 — 1 ~ 4,3 - 106001,

Der Algorithmus ist definiert durch
Thin = Tpom O (T2l 1) A, fiir k €N, (4.16)

wobei n = 624 der Grad der Rekurrenz, m = 397 die Anzahl der parallelen Sequenzen

5Zur Simulation und der Aussagekrift der darauf aufbauenden Auswertungen ist es hierbei wichtig,
die in Kapitel 2.1.2 beschriebenen Eindeutigkeitseigenschaften der Losung der SDGL zu kennen. Nur
wenn die Eigenschaft der pfadweisen Eindeutigkeit fiir die SDGL gilt, ist eine pfadweise Betrach-
tung sinnvoll. Ist man lediglich an Verteilungen interessiert, so ist die Eindeutigkeit in Verteilung
ausreichend. Besitzt die SDGL keine der beiden Eindeutigkeitseigenschaften, ist sie fiir praktische
Zwecke im Normalfall nicht anwendbar.

5Vgl. z.B. (2012, [Urb12]).
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und u = 11 sowie | = 18 zusétzliche Tempering Bit Shifts sind.
Des Weiteren ist

0 I
A= 623
A624 (a6237 ce ,a0>

mit lg93, eine (623)-dimensionale Identitdtsmatrix, und
a = (CL624, te ,ao) = 9908BODF16
Fir x = (231, -+, zo) gilt,

x>>1, wenn xo = 0,
A =
(x>>1)@®a, wennzg=1,

wobel £ >> 1 fiir einen 1-bit Rechtsshift steht. Auflerdem ist

" = X31

= (230, "+, T0)
und (z%|z') die entsprechende Verkniipfung.

Der zweite Schritt ist das sogenannte Tempering, das die 623-dimensional Gleichvertei-

lung sicherstellt und durch folgende sukzessive Transformationen realisiert wird:

@ (x >>11)

2@ ((x >> 7) AND 9D2C5680;)
2@ ((z >> 15) AND EFC60000;)
@ (

ESEEN S S S

r >> 18).

Eine ausfiihrliche Beschreibung und zahlreiche Realisierungen in unterschiedlichen Pro-
grammiersprachen findet sich auf der Mersenne-Twister Homepage von M. Matsumoto
http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/~m-mat/MT/VERSIONS/eversions.html.
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4.2.2 Erzeugung von normalverteilten Zufallsvariablen - Box-Muller

Zur Erzeugung von normalverteilten Zufallsvariablen werden gleichverteilte Zufallsvaria-
blen transformiert. Eine beliebte Transformationsmethode ist die von Box-Muller, (1958,
[BM58]), die auf folgendem Satz beruht:

Satz 4.2.1.
Sei X ein Zufallsvektor auf R™ mit Dichtefunktion f. Des Weiteren sei h : S — B eine

stetige und invertierbare Funktion, wobei S, B C R™ und S den Triger von f darstellt,

d.h.

S = suppf = {x € R : f(z) # 0}.

Falls h=! stetig differenzierbar auf B ist, so besitzt der transformierte Zufallsvektor Y :=

h(X) die Dichtefunktion

F(h(y)) |det Th™ ' (y)

, Y€ B,

wobei Th™'(y) die Jacobi-Matriz von h™' ist.

Mit Hilfe dieses Satzes kann nun die Methode von Box-Muller beschrieben werden.
Zunichst definiere h : [0,1]* — R? durch

hy(x1, o) := y1 := \/—2log x; cos (2mxs)
ho(x1,x2) := yo := \/—2log x1 sin (27z5) .

Es lédsst sich nun zeigen, dass

- (L —o.Sy%) (L —o.5y§)
det JTh™(y) = (\/%e \/ﬁe

gilt. Dies ist gerade die Dichtefunktion der 2-dimensionalen Standardnormalverteilung.
Daher folgt fiir einen auf [0, 1]* gleichverteilten Zufallsvektor X, dass h(X) standard-
normalverteilt ist.

Der Algorithmus ldsst sich nun wie folgt definieren:

Algorithmus 4.2.2 (Box-Muller - Simulation von unabhéngigen A/ (0, 1)-Zufallsvariablen).
1. Generiere zwei auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariablen Uy und U,.
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2. Setze © := 21Uy und p := /—2log U;.
3. Bestimme mit Z, := pcos© und Zy = psin© zwei Realisationen von unabhdngig

standardnormalverteilten Zufallsvariablen.

Die damit erzeugten standardnormalverteilten Zufallsvariablen lassen sich nun auch
durch eine einfache Transformation zu normalverteilten Zufallsvariablen mit Erwar-

tungswert p und Varianz o2 transformieren.

Algorithmus 4.2.3 (Simulation einer N (y, 0%)-Zufallsvariablen).
Sei 7Z eine Realisation einer N(0,1)-Zufallsvariablen.
Setzte

Z=p+oZ (4.17)

Dann ist Z eine Realisation einer N (1, 0*)-Zufallsvariablen.

Bisher wurde lediglich ein Verfahren zur Erzeugung von unabhingigen normalverteil-
ten Zufallsvariablen beschrieben, oftmals werden aber auch korrelierte Zufallsvariablen
benotigt, beispielsweise im Heston-Modell um eine Korrelation zwischen Volatilitat und
Aktienkurs zu simulieren. Die Idee besteht darin, dass durch eine passende Kombinati-
on zweier unabhéngig normalverteilter Zufallsvariablen zwei korrelierte normalverteilte

Zufallsvariablen erzeugt werden.

Algorithmus 4.2.4 (Simulation zweier korrelierter N (0, 1)-Zufallsvariablen).

Seien Zy,Zs Realisationen zweier unabhingiger N (0,1)-Zufallsvariablen und sei p €
[—1,1] die angestrebte Korrelation.

Setzte

7 =7, (4.18)
Zy = pZi + /1 — p22s. (4.19)

Dann sind Z und 2\2 die Realisationen zweier N (0, 1)-Zufallsvariablen mit dem Korre-

lationsfaktor p.

Die Aussage in Algorithmus (4.2.4) folgt direkt aus den Eigenschaften der Normalver-
teilung und kann mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung auch verallgemeinert werden.

Algorithmus (4.2.3) kann nun auch auf die mit Algorithmus (4.2.4) simulierten korre-
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lierten standardnormalverteilten Zufallsvariablen angewendet werden, um entsprechende

korrelierte N (i, 0%)-Zufallsvariablen zu erhalten.

4.2.3 Euler-Maruyama Approximation

Zur Simulation der Kapitalmarktmodelle bietet sich das Euler-Maruyama-Schema’, ein
weitverbreitetes Diskretisierungsverfahren fiir stochastische Differentialgleichungen, an.
Dabei werden einzelne Pfade der stochastischen Differentialgleichungen approximiert. Im
Unterschied zum Euler-Verfahren fiir deterministische Differentialgleichungen ist hier-
bei eine zusétzliche Diskretisierung der Wahrscheinlichkeitsachse notwendig. Das Euler-
Maruyama Verfahren bietet den Vorteil, dass es in vielen Féllen leicht anwendbar ist.
In einigen Spezialfillen lassen sich natiirlich auch effizientere Verfahren beschreiben.
Existiert eine geschlossene Formel, wie z.B. im Standard-BSM Modell, so kénnen die
Pfade direkt simuliert werden. Aufierdem kann z.B. auch die Dichte bzw. Ubergangs-
wahrscheinlichkeit eines Prozesses, falls diese bekannt ist, zur Simulation einzelner Pfade
verwendet werden. So konnen Wurzel-Diffusionsprozesse mit Hilfe der Nichtzentralen-
x? Verteilung simuliert werden. Dies gilt damit insbesondere fiir den CIR-Prozess und
auch fiir den Volatilitdtsprozess V' im Heston-Modell. Allerdings stellt die Korrelation
der beiden Wiener-Prozesse im Heston-Modell eine weitere Herausforderung dar. Ki-
ne Methode zur Simulation von Pfaden des Heston-Modells, die die Nichtzentralen-y?
Verteilung ausniitzt, wird von Broadie und Kaya in (2006, [BK06]) beschrieben. Im Ge-
gensatz zum Euler-Maruyama Verfahren ist diese Methode erwartungstreu. Allerdings
liegt ihr Nachteil in der zeitintensiven Verwendung der numerischen Fourier Inversen der
charakteristischen Funktion.

In den im Folgenden betrachteten Fillen besitzt das Euler-Maruyama Verfahren die star-
ke Konvergenz der Ordnung 0,5 und die schwache Konvergenz der Ordnung 18. Stabilitéit
liegt vor, sobald eine pfadweise eindeutige starke Losung der stochastischen Differential-
gleichung existiert. Diese Bedingungen werden in den hier betrachteten Fillen erfiillt. Es
existieren auch Diskretisierungsverfahren hoherer Ordnung, basierend auf der stochasti-

schen Taylor-Entwicklung nach dem It6 Lemma 2.1.16, wie das Milstein Schema oder das

"Eine ausfiihrliche Beschreibung von numerischen Methoden fiir stochastische Differentialgleichungen
findet sich z.B. in Kloden und Platen: Numerical solution of stochastic differential equations (2011,
[KP11]).

8Im Allgemeinen ist diese Konvergenzordnung unter bestimmten Regularititsanforderungen an den
Drift- und Volatilititsterm giiltig (etwas mehr als C?). Siehe (2011, [KP11]).
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HOS-1.5. Diese Verfahren haben aber in der Anwendung von mehreren stochastischen

Prozessen, wie im Heston-Modell, den Nachteil, dass sie sehr kompliziert werden.

Black-Scholes-Merton Modell

Fiir das Standard-Black-Scholes Modell ist eine geschlossene Losung der stochastischen
Differentialgleichung wohlbekannt, weshalb die Pfade direkt simuliert werden koénnen.
Diese einfache Moglichkeit der Simulation wird im Folgenden als einfithrendes Beispiel
betrachtet, bevor das Euler-Maruyama Verfahren und damit die Modellierung der kom-
plexen Kapitalmarktmodelle beschrieben wird.

Sei dazu T = {ti}ij\io ein beliebiges diskretes Zeitgitter mit ¢; < t; 1 Vi. Es wird 0.B.d.A.
to = 0 und Aquidistante Gitterpunkte angenommen, d.h. fiir eine vorgegebene Schritt-
weite At gilt T = {iAt|0 <i < M}.

Seien nun Z,---,Z)y Realisationen von unabhéngigen standardnormalverteilten Zu-
fallsvariablen und sei S; = S;,, dann wird ein Pfad S des BSM-Modells bis zum Zeit-
punkt £y, auf folgende Weise simuliert:

Setze

§0 =5y und

- - 1
Si—i—l = Siexp <(,u5 — 503) At + o5V AtZZ+1) th € T

die Simulation eines Pfades des BSM Modells.

Damit ist S = <§t7.>
0<i<M

Hierbei werden die unabhéngigen und normalverteilten Zuwichse des Wiener-Prozesses

ausgeniitzt, nach denen gilt, dass eine Realisation eines Zuwachses sich mit

Wt - Wti =V AtZl Vtz, ti+1 € T7

1+1
simulieren lasst und dementsprechend

i+1

Wti+1 = Z V AtZk Vti_;_l eT.
k=1
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Heston Modell

Im Gegensatz zum BSM Modell ist fiir das Heston Modell, das im CIR-SV Modell ver-
wendet wird, keine geschlossene Losungsformel bekannt. Es wird zunéchst das Heston
Modell in seiner urspriinglichen Form betrachtet und ein fester Zinssatz r» > 0 unterstellt.
Aufgrund der Unabhéngigkeit des Zinsprozesses zum Kursprozess und Volatilitétspro-
zess im CIR-SV, konnen die Ergebnisse anschliefend direkt auf das CIR-SV Modell
angewendet werden.

Bei der numerischen Betrachtung dieses Modells ist es sinnvoll zu bemerken, dass S; trotz
einiger Unterschiede in vielen Féllen relativ nahe an einer geometrischen Brownschen Be-
wegung liegt, weshalb die Betrachtung des logarithmierten Prozesses naheliegend ist.
Mit dem [to Lemma 2.1.16 kann leicht gezeigt werden, dass das in Kapitel 2 vorgestellte
Heston Modell,

s, = S, ((r + A dt + \/thWf) ,
dV; = k(O — Vi)dt + o,/ VidW

dquivalent ist zu
1
dlog (Sy) = ((7’ + As) — §Vt> dt 4+ /VidW?, (4.20)
AV, = £y(0y — Vy)dt + 0/ VidW .

Denn nach dem Ito6 Lemma 2.1.16 gilt mit f(z) = log(x):

log (S,) = 1 (5)+/tid5—1 "L s s
og t) = 108 0 . Su u 9 o Sg 5 u
t t 1 t
= log (So)+/ (r—l—As)du—l—/ \/VudWE—i/ Viudu
0 0 0

t 1 t
= log (So) + / ((7" +As) — EVU) du + / Vi dWw?s
0 0

Basierend auf dieser Darstellung wird nun das Verfahren zur Simulation von Pfaden des
Heston Modells beschrieben.
Sei dazu T = {t;}, cin, wie bereits fiir das im BSM Modell verwendetes, diskretes

0.B.d.A. dquidistantes Zeitgitter mit ty = 0 und ¢; < t;41 Vi < M mit einer vorgegebe-
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nen Schrittweite At.

Das Ziel ist nun, Pfade des Paares (S, V') durch (gt, ‘N/t>te7' zu simulieren. Es wird wieder
die Notation S; = S, bzw. V; = V;, benutzt.

Zunéachst wird der Volatilitdtsprozess V' diskretisiert, wodurch folgendes Schema ent-
steht:

Vo=Vo
und
Vier = Vi + £(0, — VAt + 0\ VIALZ; Yt €T, (4.21)
wobei 71, - - - , Zy; wieder Realisationen von unabhéngigen standardnormalverteilten Zu-

fallsvariablen sind.

Dieses Schema hat aber einen entscheidenden Nachteil (siehe z.B. in (2007, [And07]) oder
(2010, [LKVD10])): Die Approximation des Volatilititsprozesses V kann negativ werden.
Im Detail gilt fiir (4.21), dass unter der Bedingung ‘7; > (, die Wahrscheinlichkeit, dass
‘72-+1 < 0, gegeben ist durch

>:¢ — (1 — K, A Vi — £,0,At

wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Auch wenn diese

P(‘Z—H <0 Nz

>0, (4.22)

Wahrscheinlichkeit eine fallende Funktion in At ist, so gilt dennoch, dass fiir jede belie-
bige feste Schrittweite At die Wahrscheinlichkeit strikt positiv ist. In der Literatur gibt
es eine Vielzahl an moglichen Auswegen, um dieses Problem zu beheben. Diese konnen

durch folgende allgemeine Darstellung repréisentiert werden:

Vo="Vo, Vo=V

und
Vii = fi (Vi) = koSt (2 (V) = ©4) + 00y [ fs (V) A2, (4.23)
Vigr = f3< H—l) Vi, eT (4.24)
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mit

filz) = firz >0, j=1,2,3, (4.25)
filx) >0firzeR, j=1,2,3, (4.26)

das bedeutet, dass die Volatilitdt genau dann fixiert wird, falls sie negativ wird.

Die in dieser Arbeit verwendeten Version ist die Full Truncation Methode, bei welcher

fi(z) =z, fa(xr) =2t = max(z,0) und f3(x) = a™ ist.

Fiir die Simulation des Aktienkurses wird die hergeleitete logarithmierte Darstellung
aus (4.20) verwendet. Des Weiteren muss die Korrelation der beiden Prozesse beriick-
sichtigt werden. Es wird dazu die in Algorithmus (4.2.4) eingefithrte Methode zur Simu-
lation von zwei korrelierten standardnormalverteilten Zufallsvariablen angewendet und
die Diskretisierung (gt, ‘Z)tET von (S, V') dementsprechend Vt; € T wie folgt gesetzt:

SO SO) % %7 % - %7

- - 1 =
log (sm) — log (S) + ((r FA) — §V~) At + £/ ViALZ!, (4.27)
\A/Hl = XA/z — Ky AL <‘7, — @U> + U,,\/ (le va! ZQ> (4.28)
Vier = Vi, (4.29)
wobei Z}, -+ ZN, Z2, -+, Z% Realisationen unabhingiger N(0, 1)-verteilter Zufallsva-

riablen sind und p € [—1, 1] der Korrelationsfaktor ist.

CIR-Prozess

Als Wurzel-Diffusionsprozess kann fiir den CIR-Prozess die gleiche Diskretisierung wie
fiir den Volatilitatsprozess im Heston-Modell verwendet werden. Auch wenn typischer-

weise die Volatilitdt des Zinsprozesses o2 deutlich geringer ist als die des Volatilitétspro-
2

v

zesses o, wodurch die Wahrscheinlichkeit einer negativen Realisation (vgl. (4.22)) ge-

ringer ist, so ist es auch hier sinnvoll die Full Truncation Methode anzuwenden, d.h. mit

den iiblichen Notationen

To = To, To = To,
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%\i—&—l = ;’\1 — KJTAt (ﬁ - 67“) + oV fT\’;Ach (430)
Tiy1 =Thy, VL ET. (4.31)
CIR-SV Modell

Mit den Ergebnissen fiir das Heston Modell und fiir das CIR Modell kann direkt die
Euler-Maruyama Diskretisierung fiir das CIR-SV Modell beschrieben werden. Mit den
oben eingefiithrten Notationen ergibt sich die Diskretisierung (gt, ‘715, ?t>t€T von (S, V,r)
dementsprechend Vt; € T zu:

502507 Vo =W, Vo =W, 7o =r0, To =70,

~ ~ 1~ —
log (Si+1> = log (SZ> + ((T +As) — §VZ) At + 1\ ViAtZ}, (4.32)
Vi = V= mt (V= ©,) + 0u\/ Wikt (21 + 1 - 222) (4.33)
Vi =V, (4.34)
Tig1 =75 — kAL (T3 — ©,) + o,/ TiALZ} (4.35)
iyt =T, (4.36)

wobei Z1, -+ ZN, 23, - Z%, 73, -+, Z3 Realisationen unabhingiger NV(0, 1)-verteilter

Zufallsvariablen sind und p € [—1, 1] der Korrelationsfaktor ist.

4.2.4 Kalibrierung der Kapitalmarktmodelle

Im vorherigen Abschnitt wurde beschrieben, wie die in dieser Arbeit betrachteten Ka-
pitalmarktmodelle simuliert werden. Um aussagekriftige Ergebnisse in den Analysen zu
erhalten, ist es neben einer guten numerischen Approximation der stochastischen Pfade
natiirlich auch entscheidend, welche Werte die freien Parameter in den Modellen haben.
Bei der Auswahl der Parameterwerte wird sich an die in (2013, [Gral3]) verwendeten

Werte gehalten.

In den folgenden quantitativen Analysen wird dazu die Risikopramie der Aktien auf
As = 3% gesetzt. Dieser Wert stammt aus Forschungsarbeiten der Européischen Zentral-
bank, (2008, [CLDMO08]), die verwendeten Schétzungen basieren auf Zeitreihenanalysen
in einem CAPM (Capital Asset Pricing Model), die wochentliche, stetig hergeleitete Ak-
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tienrenditen von 1991 bis 2008 aus dem Euro-Raum verwenden.

Die Parameter der CIR Short-Rate sind so gewihlt, dass die entsprechenden Zero Bonds
in ihrem Preis und Variabilitdt 1-jahrigen und 10-jdhrigen Bundesanleihen entsprechen
(vgl. (2013, [Gral3])), wobei die Datensétze der Bundesbank als Basis dienten. Damit

ergeben sich die CIR Parameter zu
Ky = 20%, ©, =19 =4,5%, o, =7,5% und A\, = 0%.

Fiir die Parameter der stochastischen Volatilitdt werden die von Eraker in (2004, [Era04]),
anhand von historischen Zeitreihen- und Optionsmarktanalysen, geschétzten Werte ver-
wendet. Diese sind in annualisierter Form beispielsweise von Poulson (2007, [EPSHO07])

formuliert:
Ky = 475%, O, = (22%)?, 0, = 55%, p = —57% und V; = (22%)*.

Aufgrund der Konsistenz und Vergleichbarkeit wird zudem im CIR-BSM Modell 6% = O,
und im CIR-SV V, = 6, gesetzt.

4.2.5 Simulation der Fondsinvestments

Alle Fondsinvestments bestehen aus einem Aktienfondsanteil und einem Rentenfondsan-
teil sowie einem Gebiihrenfaktor?. In dieser Arbeit werden stets Investitionen in die ent-
sprechenden Fonds mit einer Laufzeit von 35 Jahren betrachtet, wobei jeder Monat mit
21 Handelstagen simuliert wird. Zur hoheren Genauigkeit werden die Kapitalmarktmo-
delle mit fiinf Intradaywerten bestimmt, d.h. die in Abschnitt 4.2.3 beschriebene Fort-
schreibung des Kapitalmarktes wird fiir einen Handelstag fiinf Mal durchgefiihrt!?. Die
Aktien- und Rentenfondsanteile werden darauf aufbauend téglich fortgeschrieben und
angepasst (tagliches Rebalancing). Dadurch werden téglich die durch die unterschiedli-
che Wertentwicklung von Aktien- und Rentenfonds verursachten Anteilsverschiebungen

ausgeglichen. Der Aktienfonds wird iiber die jeweilige Kursentwicklung (.S;) des ver-

9Es werden keine weiteren Faktoren, wie Uberschussbeteiligung, Garantien oder weitere einzelne Kos-
tenfaktoren, z.B. Abschlusskosten (alpha-Kosten), beriicksichtigt.

0Also At = 1/(Anzahl Handelstage pro Jahr x 5). Beispielsweise werden fiir die Fortschreibung des
Aktienkurses vom Tag d zum Tag d+ 1 die Werte Sgiat, Sa+oat, Satsat, Sdrant, Sdtsat = S(d+1)
simuliert.
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wendeten Kapitalmarktmodelles (CIR-BSM bzw. CIR-SV, vgl. Kapitel 2.2) bestimmt
und mit den in Abschnitt 4.2.3 beschriebenen Methoden simuliert. Der Rentenfonds
wird dagegen mit Hilfe der Short Rate r iiber die tégliche Preisentwicklung von Zero
Bonds mit einer Laufzeit von 5 Jahren iiber ein sogenanntes rollierendes Bondinvest-
ment dargestellt!!. Die Gebiihren werden ebenfalls auf tiglicher Basis beriicksichtigt und
dementsprechend abgezogen. Es werden zwei Typen von Fondsinvestitionen simuliert.
Eine Investition auf Einmalbeitragsbasis (vgl. Definition 4.1.5) und eine mit laufendem
jéhrlichen Beitrag (vgl. Definition 4.1.6). Im Fall eines laufenden Beitrages wird neben
dem ersten Beitrag zu Beginn der Laufzeit jeweils am Ende des zwolften Monats der

laufende Beitrag gutgeschrieben.

4.3 Monte-Carlo-Simulation

Die quantitativen Untersuchungen in den folgenden Kapiteln basieren stets auf Monte-
Carlo-Methoden, welche die in Abschnitt 4.2 vorgestellten numerischen Methoden fiir
die Kapitalmarktmodelle und Fondsinvestments verwenden. Um eine aussagekriftige
Analyse durchfithren zu konnen, werden 20.000 Kapitalmarktszenarien simuliert, welche
fiir die weiteren Auswertungen verwendet werden. So wird beispielsweise der MCPT"-

Nutzen aus Definition 3.2.10 bestimmt iiber die Approximation:

—— d =
w . t+1,, il A
MOPT(4) :=55550 e [ZP v(@in) <d <F t“(S)) |5‘If+1)]

t=0

+ 5508 [me Vi) <d% (Pt Fte >>>‘8:$f“)]
keM2

t=0

wobei M, die Indexmenge mit den negativen Wertschwankungen und My die mit den
positiven Wertschwankungen mit |M; |+ |Maz| = 20000 darstellen sowie ﬁt‘il(s) die ent-

sprechende empirische Verteilungsfunktion der simulierten Wertschwankungen im Jahr

Dies bedeutet, dass analog zur téglichen Aktienfondsfortschreibung, die iiber den Quotienten S(gizl)

bestimmt wird (wobei d fiir den entsprechenden Tag steht), der Rentenfonds mit Hilfe des Quotienten

% mit tg = d fortgeschrieben wird. Der Quotient entpricht gerade der
Preisdnderung eines Zero Bonds innerhalb eines Tages, der dem Besitzer einen Euro zum Zeitpunkt
d + (5 Jahre) garantiert. Vergleiche hierzu auch Definition 2.2.1 und 2.23.

12Es wird stets ein Euro als Beitrag verwendet. Andernfalls ist eine modifizierte Form der in Kapitel
4.1 beschriebenen Fondsmodellierung notig.

der Zero Bond Preise
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4 Modellierung und numerische Methoden

t + 1. Die empirischen Verteilungsfunktionen beginnen dabei bei m und enden bei

%, um zu vermeiden, dass die empirischen Verteilungen fiir die kleinste Schwankung

0 und fiir die grofite 1 betrigt.
Eine ausfiihrliche Beschreibung von Monte-Carlo Methoden findet sich in Monte Carlo

Concepts, Algorithms and Applications von Fishman (1996, [Fis96]) oder mit Schwer-

punkt auf Financial Engineering in Monte Carlo methods in financial engineering von

Glasserman (2003, [Gla03]).

83



5 Vorbereitende Anlaysen

In diesem Kapitel werden erste Analysen, der in Kapitel 4 theoretisch eingefiihrten
Lifecycle- und Mischfonds durchgefiihrt. Wie bereits in der theoretischen Modellierung
wird erneut stets zwischen dem Einmalbeitragsfall und dem laufenden Beitragsfall un-
terschieden. Zuerst wird in beiden Fillen zu einem gegebenen Lifecycle Fonds (mit li-
near abnehmendem Aktienfondsanteil) mit den in Kapitel 4 beschriebenen Methoden
ein entsprechender Mischfonds erzeugt, der in der Betrachtung der mittleren jahrlichen
Renditen mit dem Lifecycle Fonds vergleichbar ist. Da die analytischen Methoden zur
theoretischen Modellierung der Fonds jedoch auf einem Standard BSM-Modell beruhen,
werden im ersten Abschnitt die mittleren jédhrlichen Renditen der Fonds unter Verwen-
dung der in dieser Arbeit betrachteten komplexeren Kapitalmarktmodelle (CIR-BSM
und CIR-SV, vgl. Kapitel 2.2 und Kapitel 4.2) untersucht.

Im zweiten Abschnitt werden die auf dem Endwert basierenden Erwartungsnutzen (ENT,
Kapitel 3.1) der Fonds bestimmt. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen zeigen, ob die
Nutzen der beiden Fonds in der ENT eine Begriindung liefern, weshalb sich ein Anleger
fiir einen Lifecycle- und gegen einen Mischfonds oder umgekehrt entscheidet bzw. ent-

scheiden sollte oder ob beide Fonds einen vergleichbaren Nutzen in der ENT aufweisen.

Abschlielend werden in Abschnitt 5.3 die Unterschiede in den Wertverlaufen der Fonds
genauer beschrieben und untersucht. Diese Unterschiede in den Wertschwankungen wahrend
der Laufzeit, die von der ENT nicht beriicksichtigt werden, fithren direkt zu der in Kapi-
tel 3.2 vorgestellten Prospect Theorie, die iiber Gewinne und Verluste definiert ist, und
insbesondere zu dem darauf aufbauendem MCPT*-Nutzen, der in den spéateren Kapiteln

6 und 7 ausfiihrlich analysiert wird.
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5 Vorbereitende Analysen

5.1 Analyse der betrachteten Anlagen

In diesem Abschnitt werden zuerst im Einmalbeitragsfall und anschlieBend im laufenden
Beitragsfall die Fondsdaten, d.h. Aktien- und Rentenfondsanteile, Gebiihren, Laufzeit
und Beitrag der in den weiteren Untersuchungen verwendeten Fonds gegeben. Es wird
in beiden Féllen ein Lifecycle Fonds, wie in (4.1.4) beschrieben, mit einem jahrlich li-
near abnehmenden Aktienfondsanteil betrachtet, d.h. der Aktienfondsanteil ist definiert
durch zop = 1 und 27 = 0 sowie 2, = 1 — % fir t € (0,7). Des Weiteren wird der
Gebiihrenfaktor des Lifecycle Fonds auf 0 gesetzt!. Bei der Modellierung der Mischfonds
wird auf die in Kapitel 4.1 beschriebenen Methoden zuriickgegriffen. Es wird stets ein
Aktienfonds und ein Rentenfonds auf die in Kapitel 4.2 und insbesondere in Abschnitt
4.2.5 beschriebene Weise simuliert und zur Zusammensetzung der betrachteten Lifecycle-

und Mischfonds verwendet.

Anschlielend werden die Ergebnisse der numerischen Simulation, mit den in Kapitel 4.3
aufgezeigten Eckdaten, im Hinblick auf die Endwertverteilungen bzw. der Verteilungen
der mittleren jéhrlichen Renditen in den beiden Kapitalmarktmodellen (CIR-BSM und
CIR-SV) interpretiert?. Es zeigt sich, dass die so modellierten Fonds in beiden Modellen
eine vergleichbare Struktur der Endwertverteilung aufweisen und dass der Unterschied
der beiden Kapitalmarktmodelle im Hinblick auf die Endwertverteilung auf die spéteren

Analysen einen vernachléassigbaren Einfluss besitzt.

Bevor die Lifecycle- und Mischfonds betrachtet werden, gibt Tabelle 5.1 einen Uber-
blick iiber die Endwertverteilungen der simulierten Aktien- und Rentenfonds, in welche
Lifecycle- und Mischfonds investieren, fiir ein Startwert von einem Euro und einem
Zeithorizont von 35 Jahren. Wahrend der Rentenfonds in beiden Kapitalmarktmodellen
identisch auf Basis einer CIR-Zinsstruktur modelliert wird, unterscheidet sich die Model-
lierung der Aktienfonds durch die stochastische Volatilitat im CIR-SV. Tabelle 5.1 zeigt

die Auswirkung dieser unterschiedlichen Modellierung auf den so simulierten Aktien-

!Die Ausblendung der Lifecycle Fonds Gebiihren ist nicht entscheidend fiir die spéteren Ergebnisse.
Der Einfluss beschriankt sich, unter der Annahme von realistischen Gebiihren, auf einen kleinen
Unterschied in den absolut erzielten Nutzenwerten. Dieser ist insbesondere beim Vergleich der beiden
Fonds sehr gering, da bei Lifecycle Fonds Gebiihren > 0 auch die Mischfonds Gebiihren, nach den
Ergebnissen in Kapitel 4.1, steigen.

2Neben den Kapitalmarktmodellen verursacht auch die Monte-Carlo Simulation Abweichungen, da die
Verteilungen nur approximiert werden und dementsprechend Fehler beinhalten.

85



5 Vorbereitende Analysen

fonds. Neben dem Vergleich des Aktienfonds in den beiden Kapitalmarktmodellen, zeigt
Tabelle 5.1 auch den Unterschied der beiden modellierten Fondstypen auf. Wahrend der
Aktienfonds im Mittelwert und Median sowie in den oberen Quantilen bessere Ergeb-
nisse als der Rentenfonds erzielt, besitzt der Rentenfonds ein deutlich geringeres Risiko,
was sich in den deutlich besseren unteren Quantilen ausdriickt. Durch eine Kombination
der beiden Fondstypen mochten Lifecycle- und Mischfonds von beiden Komponenten

(Chance und Risiko) profitieren.

| Fondstyp [ Modell | Mittelwert | 0,005 | 0,05 | 0,25 | Median | 0,75 | 0,95 [ 0,995 |

Aktien SV 15,41 0,12 10,55 | 2,36 | 6,14 | 15,64 | 58,18 | 192,66
BSM 15,22 0,18 [ 0,62 | 2,37 | 5,90 | 14,90 | 57,00 | 204,77
Renten 4,67 3,39 | 3,76 | 4,19 | 4,56 5,03 | 5,96 | 7,34

Tabelle 5.1: Endwert Quantile der Aktien- und Rentenfonds.

5.1.1 Einmalbeitrag

Im Einmalbeitragsfall wird mit Hilfe des Satzes 4.1.8 ein Mischfonds zu dem gegebenen
Lifecycle Fonds erzeugt. Tabelle 5.2 gibt einen Uberblick iiber die Eckdaten der be-
trachteten Fonds. Es zeigt sich, dass zu dem gegebenen Lifecycle Fonds ein Mischfonds
mit einem Aktienfondsanteil von 58,16% und Gebiihren p.a. von 0,244% bestimmt wird.
Neben dem Lifecycle- und Mischfonds sind auch die Eckdaten des Mischfonds+ aufge-
listet, welcher wie in Bemerkung 4.1.9 beschrieben, den gleichen Aktienfondsanteil wie
der Mischfonds besitzt, allerdings in der Hohe der Gebiihren dem Lifecycle Fonds ent-
spricht. In den spéteren Analysen wird der Schwerpunkt auf den Vergleich des Lifecycle-
und Mischfonds gelegt. Daneben findet in Kapitel 6.1.3 eine Analyse des zusétzlichen
Mischfonds+ statt. Die Betrachtung dieses Fonds ist insofern wichtig, da dieser identi-
sche Gebiihren wie der Lifecycle Fonds aufweist und daher die Ergebnisse nicht durch
unterschiedlich hohe Gebiihren verzerrt werden bzw. der Einfluss der Gebiihren auf die
Ergebnisse im Vergleich von Lifecycle- und Mischfonds eingeschétzt werden kann.

Abbildung 5.1 zeigt mit Hilfe von Histogrammen die Verteilungen der mittleren jahrli-
chen Renditen des Lifecycle- und Mischfonds im CIR-BSM und CIR-SV. Im Vergleich
der beiden Kapitalmarktmodelle wird ersichtlich, dass die Struktur der Verteilungen in
beiden Féllen nahezu iibereinstimmt. So treten fiir den Mischfonds im CIR-BSM in 1,2%
der Fille Renditen von hochstens 0,5% ein und im CIR-SV in 1,7% der Fille, bei Rendi-
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5 Vorbereitende Analysen

Fondstyp Laufzeit | Beitrag | Fondsgebiihren Aktienfonds

T p.a.c Anteil x
Lifecycle 35 Jahre 1 0,000% linear abnehmend
Mischfonds | 35 Jahre 1 0,244% 0,5816
Mischfonds+ | 35 Jahre 1 0,000% 0,5816

Tabelle 5.2: Fonds- und Investmentdaten bei Einmalbeitrag.

ten zwischen 0,5% und 2,5% (7,4% und 7,5%) sowie 5,5% und 8,5% (41,1% und 41,2%)
liegen die Werte lediglich um 0,1% auseinander und bei Renditen zwischen 2,5% und
5,5% ebenfalls nur um 1,3% (36,6% und 35,3%). Vergleichbare Ubereinstimmungen las-
sen sich auch bei den Renditen des Lifecycle Fonds feststellen. Neben Abbildung 5.1 gibt
auch Tabelle 5.3 einen Uberblick iiber die Verteilungen der erzielten Endwerte der unter-
schiedlichen Fonds in den betrachteten Kapitalmarktmodellen. Hier l&sst sich der durch
die unterschiedliche Modellierung des Aktienkurses verursachte Effekt, dass im CIR-SV
der Mittelwert und der Median der Fonds etwas hoher ist als im CIR-BSM, erkennen. Ein
wesentliches Ziel dieses Abschnittes ist es, die Ubereinstimmung der Endwertverteilun-
gen der modellierten Lifecycle- und Mischfonds in komplexeren Kapitalmarktmodellen
zu beschreiben. Abbildung 5.1 zeigt, dass im Einmalbeitragsfall die Verteilungen der
beiden Fonds sehr dhnlich sind, so ist beispielsweise im CIR-SV der Anteil an Rendi-
ten von hochstens 0,5% fiir den Mischfonds bei 1,7% und fiir den Lifecycle Fonds bei
2%, bei Renditen zwischen 0,5% und 2,5% bei 7,5% bzw. 7,6%, bei Renditen zwischen
2.5% und 5,5% bei 35,3% bzw. 35,0%, bei Renditen zwischen 5,5% und 8,5% bei 41,2%
bzw. 41,0% und bei Renditen grofler als 8,5% ist der Anteil sogar identisch in beiden
Fallen bei 14,3%. Wie Abbildung 5.1 zeigt, ist auch im CIR-BSM Fall eine vergleichbare

Ubereinstimmung gegeben.

| Fondstyp | Modell | Mittelwert | 0,005 | 0,05 | 0,25 [ Median | 0,75 | 0,95 | 0,995 |

Lifecycle SV 8,54 0,59 | 1,44 [ 352 6,18 | 10,80 | 23,14 | 47,65
BSM 8,47 0,73 | 1,55 | 3,48 | 6,03 | 10,55 | 23,39 | 49,96
Mischfonds | SV 8,57 0,64 | 1,52 | 3,53 | 6,20 | 10,73 | 23,45 | 43,58
BSM 8,51 0,77 | 1,60 | 3,53 | 6,06 | 10,56 | 23,37 | 51,36
Mischfonds+ | SV 9,33 0,70 | 1,66 | 3,85 | 6,75 | 11,69 | 25,55 | 52,92
BSM 9,28 0,83 | 1,74 | 384 | 6,60 | 11,51 | 25,46 | 56,50

Tabelle 5.3: Endwert Quantile von Lifecycle- und Mischfonds(+) bei Einmalbeitrag.
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Abbildung 5.1: Mittlere jahrliche Renditen im CIR-BSM und -SV bei Einmalbeitrag

In Tabelle 5.3 wird diese Ubereinstimmung der beiden Fonds nochmals verdeutlicht.
So stimmen die verschiedenen Quantile, wie auch die Mittelwerte und Mediane nahe-
zu iiberein. Insbesondere im Bereich der inneren Quantile ist eine hohe Ubereinstim-
mung gegeben. An den duBeren Quantilen nimmt diese Ubereinstimmung leicht ab. Bis
auf diese kleine Einschriankung ist die Ubereinstimmung in beiden Modell jedoch sehr
hoch, sodass im Einmalbeitragsfall von zwei im Endwert vergleichbaren Fondsinvest-
ments gesprochen werden kann. Analog zu Graf (2013, [Gral3]) ldsst sich auch in dem
hier betrachteten Fall dieses Ergebnis zusétzlich noch durch den Kolmogorow-Smirnow
Zweistichprobenmodell Test bekriftigen®. Die Ergebnisse dieses Tests werden in Tabelle

5.4 gegeben und zeigen, dass in beiden betrachteten Kapitalmarktmodellen bei einem

3Durchgefiihrt in MATLAB. Eine ausfiihrliche Beschreibung des Kolmogorow-Smirnow Zweistichpro-
benmodell Tests findet sich z.B. in (1981, [PG81]).
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Modell Kolmogorow-Smirnow

Hy : F‘A/%(:L’) = Fyp (x) ‘ Teststatistik | P-Wert
CIR-BSM nicht verworfen 0,00865 0,441
CIR-SV nicht verworfen 0,00660 0.,75

Tabelle 5.4: Kolmogorow-Smirnow Test bei Einmalbeitrag.

angenommenen Signifikanzniveau von 5% die Nullhypothese Hy, dass beide empirischen
Verteilungen Fi () und Fp 5 (x) von der gleichen Verteilung stammen, nicht verworfen
wird.

Des Weiteren zeigt Tabelle 5.3 die Auswirkung des Gebiihrenfaktors des Mischfonds im
Vergleich zum Mischfonds+. So sind die Endwerte des Mischfonds+ im Durchschnitt um
ca. 9% hoher im Vergleich zum Mischfonds. Die iibrige Verteilungsstruktur des Misch-
fonds+ ist vergleichbar mit der des Mischfonds.

5.1.2 Laufender Beitrag

Im laufenden Beitragsfall wird mit Hilfe des Algorithmus 4.1.20 der Mischfonds zu dem
gegebenen Lifecycle Fonds erzeugt. In Tabelle 5.5 wird ein Uberblick iiber die Eckdaten
der betrachteten Fonds in diesem Fall gegeben. Zu dem gegebenen Lifecycle Fonds wird
ein Mischfonds mit einem Aktienfondsanteil von 41,73% und Gebiihren p.a. von 0,094%
bestimmt. Im Vergleich zum Einmalbeitragsfall ist somit zum einen der Aktienfondsan-
teil geringer als 50% und zum anderen ist der Gebiihrenunterschied zwischen Lifecycle-
und Mischfonds deutlich geringer als im Einmalbeitragsfall. Neben dem Lifecycle- und
Mischfonds werden erneut auch die Eckdaten des Mischfonds+, dessen Eigenschaften
zwar lediglich in Bemerkung 4.1.9 fiir den Einmalbeitragsfall beschrieben wurde, dessen
Betrachtung, insbesondere im Hinblick auf die Auswirkung des Gebiihrenfaktors, aber
auch im laufenden Beitragsfall sinnvoll ist, gegeben. Auch im laufenden Beitragsfall wird
in den spéteren Analysen der Schwerpunkt auf den Vergleich des Lifecycle- und Misch-
fonds gelegt. Aulerdem wird in Kapitel 7.1.3 auch eine Analyse des Mischfonds+ im
laufenden Beitragsfall durchgefiihrt.

In Abbildung 5.2 werden die Verteilungen der mittleren jahrlichen Renditen des Lifecycle-

und Mischfonds im CIR-BSM und CIR-SV dargestellt. Wie im Einmalbeitragsfall zeigt
sich auch hier im Vergleich der beiden Kapitalmarktmodelle, dass die Struktur der Ver-
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Fondstyp Laufzeit | Zahlweise | Beitrag | Fondsgebiihren | Aktienfonds
T p.a.c Anteil x
Lifecycle 35 Jahre | jéhrlich 1 0,000% linear
abnehmend
Mischfonds | 35 Jahre | jéhrlich 1 0,094% 0,4173
Mischfonds+ | 35 Jahre | jéhrlich 1 0,000% 0,4173

Tabelle 5.5: Fonds- und Investmentdaten bei laufendem Beitrag.

teilungen in beiden Féllen nahezu iibereinstimmt. So gilt fiir den Mischfonds im CIR-
BSM, dass in 0,2% der Fille die Rendite hochstens 0,5% betragt und im CIR-SV in
0,4% der Fille, bei Renditen zwischen 0,5% und 2,5% weichen die Werte um 0,2% von-
einander ab, bei Renditen zwischen 2,5% und 5,5% um 1,4% und bei Renditen zwischen
5,5% und 8,5% sowie Renditen iiber 8% stimmen CIR-SV und CIR-BSM sogar iiberein.
Fiir den Lifecycle Fonds ergeben sich, wie in Abbildung 5.2 ersichtlich, vergleichbare

Ubereinstimmungen.

| Fondstyp | Modell | Mittelwert | 0,005 | 0,05 | 0,25 [ Median | 0,75 [ 0,95 [ 0,995 |

Lifecycle SV 17,1 41,8 [ 55,9 [ 79,5 | 104,1 | 139,6 | 220,7 | 365,7
BSM 116,7 | 43,8 | 56,6 | 79,0 | 103,0 | 138,1 | 222,3 | 376,6
Mischfonds | SV 116,6 36,2 | 52,6 | 79,3 | 105,0 | 141,0 | 219,9 | 339,3
BSM 1164 | 384 | 53,7 | 78,8 | 104,1 | 139,7 | 221,1 | 348,8
Mischfonds+ | SV 119,2 36,9 | 53,6 | 80,0 | 107,3 | 144,1 | 225,1 | 347,6
BSM 119,0 391 | 54,8 | 80,4 | 1064 | 142,8 | 226,2 | 3575

Tabelle 5.6: Endwert Quantile von Lifecycle- und Mischfonds(+) bei laufendem Beitrag.

In Tabelle 5.6 wird diese Ubereinstimmung der beiden Fonds anhand von Quantilen
nochmals beschrieben. Es wird deutlich, dass das Ziel der in Algorithmus 4.1.20 be-
schriebenen Modellierung, die Momente der beiden Fonds aneinander anzupassen auch
in den komplexeren Kapitalmodellen erreicht wird. So stimmen die Mittelwerte und Me-
diane nahezu perfekt iiberein. Auch die inneren Quantile, vor allem die 25% bis 95%
Quantile, liegen sehr nahe beieinander und bestétigen die vergleichbaren Verteilungs-
strukturen. Allerdings ist im Bereich der dufleren Quantile, insbesondere beim 0,5%, 5%
und 99,5% Quantil, die Ubereinstimmung, auch im Vergleich zu den Ergebnissen im Ein-
malbeitragsfall, deutlich schlechter. Diese Abweichungen sorgen auch dafiir, dass genau
wie bei den von Graf (2013, [Gral3]) betrachteten Fonds, auch bei den hier simulierten
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Abbildung 5.2: Mittlere jéhrliche Rendite im CIR-BSM und -SV bei laufendem Beitrag

Fonds die Nullhypothese Hj : Ff,TL

probenmodell Test, bei einem angenommenen Signifikanzniveau von 5%, im Gegensatz

(x) = Fyp (z) im Kolmogorow-Smirnow Zweistich-

zum Einmalbeitragsfall, verworfen wird. Die Ergebnisse dieser Tests sind in Tabelle 5.7
aufgefiithrt. Trotz der verworfenen Nullhypothese zeigen die Ergebnisse der simulierten
Lifecycle- und Mischfonds insgesamt, dass auch im laufenden Beitragsfall sehr vergleich-

bare Endwertverteilungen mit den beiden Fonds erzielt werden.

In Tabelle 5.6 werden des Weiteren die Auswirkungen des Gebiihrenfaktors des Misch-
fonds im Vergleich zum Mischfonds+ bei laufenden Beitrdgen aufgezeigt. Im Vergleich
zum Einmalbeitragsfall ist die Auswirkung, aufgrund des geringeren Gebiihrenfaktors
im laufenden Beitragsfall, mit einem im Durchschnitt um ca. 2% hoheren Endwert beim

Mischfonds+ im Vergleich zum Mischfonds, deutlich geringer. Die Struktur der Vertei-
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lung des Mischfonds+ ist vergleichbar mit der des Mischfonds.

Modell Kolmogorow-Smirnow

Hy: Fgy (x) = Ff,f(x) ‘ Teststatistik | P-Wert
CIR-BSM verworfen 0,0167 0,00746
CIR-SV verworfen 0,0188 0,00161

Tabelle 5.7: Kolmogorow-Smirnow Test bei laufendem Beitrag.

5.2 Erwartungsnutzentheorie Analyse

In Abschitt 5.1 wurde gezeigt, dass die betrachteten Fonds im Hinblick auf ihre Endwerte
vergleichbare Verteilungen besitzen. Allerdings stimmen diese, aufgrund der Modellie-
rung und/oder der verwendeten komplexeren Kapitalmarktmodelle nicht vollkommen
iiberein. Insbesondere an den Tails der Verteilungen treten kleinere Unterschiede auf,
weshalb in diesem Abschnitt untersucht wird, ob die Erwartungsnutzentheorie unter-

schiedliche Ergebnisse fiir die beiden betrachteten Fonds hervorbringt.

Bei den Untersuchungen werden die in Kapitel 3.1 eingefithrten Methoden und Funktio-
nen verwendet. Es werden dabei alle in Beispiel 3.1.15 formulierten Nutzenfunktionen
betrachtet, d.h. Power, Exponential und die Quadratische Nutzenfunktion. Es wird auch
in diesem Abschnitt in Einmalbeitragsfall und laufenden Beitragsfall unterschieden.

Da sich in Abschnitt 5.1 zeigt, dass die Ubereinstimmungen in den beiden Kapitalmarkt-
modellen vergleichbar sind und tendenziell im CIR-SV, aufgrund der stochastischen Vo-
latilitat, etwas schlechter ausfallen und dariiber hinaus Auswertungen zeigen, dass die fiir
das CIR-SV Modell erhaltenen Ergebnisse beinahe identisch auf das CIR-BSM iibertrag-
bar sind, werden in diesem Abschnitt nur die Ergebnisse im CIR-SV Modell beschrieben.

Im Folgenden werden Lifecycle- und Mischfonds, wie in dem vorherigen Abschnitt be-
schrieben, unter einem CIR-SV Modell betrachtet. Daneben wird stets auch der Erwar-
tungsnutzen des Mischfonds+ ausgewertet, um einen Eindruck des Gebiihrenfaktors auf
den Erwartungsnutzen zu erhalten. Als Referenzgrofien werden des Weiteren ein Fond-
sinvestment, das nur in den Aktienfonds investiert, und ein Fondsinvestment, das nur in

den Rentenfonds investiert, ausgewertet.
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5.2.1 Einmalbeitrag

Im Einmalbeitragsfall zeigt Abbildung 5.3 den Erwartungsnutzen fiir die drei in Kapitel
3.1 vorgestellten Nutzenfunktionen fiir verschiedene Auspréigungen der Risikoaversion
() und die damit verbundene Sensitivitéit des Nutzens auf Endwertverdnderungen. Die
a-Werte miissen dabei aufgrund der unterschiedlichen Charakteristiken der Funktionen
entsprechend gewihlt werden. Insbesondere im Exponential und im Quadratischen Fall
miissen die Parameter entsprechend der zu untersuchenden Endwerte gewéhlt werden,
da diese Funktionen beschrankt sind. Bei der Quadratischen Nutzenfunktion ist der er-

zielte Nutzen ab einem Endwert von § sogar stets konstant.

Aus Abbildung 5.3 wird direkt klar, dass ein Unterschied im Erwartungsnutzen von
Lifecycle- und Mischfonds in allen betrachteten Féllen und fiir alle Werte von a kaum
vorhanden ist. So liegen die Erwartungsnutzenlinien des Lifecycle- und des Mischfonds
nahezu komplett aufeinander, wiahrend ein Unterschied zu den anderen Fondsinvest-
ments je nach Wahl von « offensichtlich vorhanden ist. Es zeigt sich fiir den Mischfonds+
erwartungsgeméf, dass dieser aufgrund der besseren Endwertverteilung den Lifecycle-
und den Mischfonds im Hinblick auf den Erwartungsnutzen fiir jeden Wert von « und
jede Nutzenfunktion {iberbietet. Beim Exponential (CARA) bzw. dem Quadratischen
(HARA) Erwartungsnutzen gilt zudem, dass fiir kleine bzw. grole a-Werte die Risi-
koaversion abnimmt, sodass ab einem bestimmten Wert (ab a < 0,08 bzw. a > 55)
das reine Aktienfondsinvestment bevorzugt wird. Umgekehrt nimmt die Risikoaversion
zu, sodass im Extremfall sogar ein reines Rentenfondsinvestment den héchsten Erwar-
tungsnutzen erzielt. In den mittleren a-Bereichen zeigt sich in diesen beiden Féllen, dass
Lifecycle- und Mischfonds(+) einen hoheren Erwartungsnutzen als reine Aktien- bzw.
Rentenfondsinvestments erreichen, wodurch auch durch die Erwartungsnutzentheorie de-
ren Existenz bestirkt wird. Bei der Betrachtung der Power (CRRA) Nutzenfunktion
bleibt allerdings die Reihenfolge der Fondsinvestments fiir alle a-Werte identisch und
wird von einem reinen Aktienfondsinvestment dominiert, lediglich der absolute Erwar-

tungsnutzenunterschied dndert sich?.

Insgesamt lédsst sich festhalten, dass im Einmalbeitragsfall in der Erwartungsnutzen-

4Die Reihenfolge wird auch fiir kleine o beibehalten, die in Abbildung 5.3 nicht sichtbar sind. Des
Weiteren wirkt sich der Skalierungsfaktor i nicht auf die Reihenfolge aus, da er lediglich ein multi-
plikativer Faktor ist und sich dementsprechend nur multiplikativ auf den Abstand auswirkt.
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Abbildung 5.3: Vergleich des Erwartungsnutzen im CIR-SV bei Einmalbeitrag.

theorie kein signifikanter Unterschied zwischen Lifecycle- und Mischfonds auszumachen
ist und beide einen beinahe identischen Erwartungsnutzen erzielen. Dementsprechend
bietet die Erwartungsnutzentheorie im Hinblick auf diese beiden Investments keine Ent-

scheidungsgrundlage bzw. schitzt beide Investments als gleich gut/schlecht ein.

5.2.2 Laufender Beitrag

Im laufenden Beitragsfall werden die Ergebnisse fiir verschiedene a-Werte in Abbildung

5.4 abgebildet. Aufgrund der unterschiedlichen Endwerte im Vergleich zum Einmalbei-
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tragsfall unterscheidet sich teilweise die Auswahl der a-Werte.

Die Ergebnisse sind vergleichbar zu denen im Einmalbeitragsfall. Erneut zeigt sich, dass
ein Unterschied im Erwartungsnutzen von Lifecycle- und Mischfonds in allen betrachte-
ten Fillen und fiir alle Werte von a kaum vorhanden ist. Die Erwartungsnutzenlinien des
Lifecycle- und des Mischfonds liegen auch im laufenden Beitragsfall nahezu aufeinander.
Der Mischfonds+ ist auch hier leicht dominant gegeniiber dem Lifecycle- und Mischfonds,
allerdings ist der Unterschied aufgrund des geringeren Gebiihrenunterschiedes im lau-

fenden Beitragsfall deutlich geringer als im Einmalbeitragsfall. Beim Exponential bzw.
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dem Quadratischen Erwartungsnutzen zeigt sich wieder, dass fiir kleine bzw. grofle a-
Werte die Risikoaversion abnimmt und das reine Aktienfondsinvestment bevorzugt wird.
Umgekehrt betrachtet, bietet auch hier das reine Rentenfondsinvestment den hochsten
Erwartungsnutzen. Dazwischen erzielen wieder die Lifecycle- und Mischfonds(+) die
hochsten Erwartungsnutzen. Bei der Betrachtung der Power Nutzenfunktion zeichnet
sich erneut ab, dass die Reihenfolge der Fondsinvestments fiir alle a-Werte identisch ist

und von einem reinen Aktienfondsinvestment dominiert wird.

Insgesamt gilt auch fiir diesen Fall, dass in der Erwartungsnutzentheorie kein signifikan-
ter Unterschied zwischen Lifecycle- und Mischfonds auszumachen ist und beide einen
beinahe identischen Erwartungsnutzen erzielen. Daher bietet auch im laufenden Bei-
tragsfall die Erwartungsnutzentheorie im Hinblick auf diese beiden Investments keine
Entscheidungshilfe.

5.3 Analyse der Wertschwankungen

Abschnitt 5.2 zeigte, dass die in dieser Arbeit betrachteten Lifecycle- und Mischfonds im
Hinblick auf ihren Erwartungsnutzen, der auf die klassische Weise mit Hilfe der Erwar-
tungsnutzentheorie bezogen auf die Endwerte, bestimmt wurde, nahezu identisch sind.
Dementsprechend ist es aus erwartungsnutzentheoretischer Sicht irrelevant, ob sich ein
Anleger fiir den Lifecycle- oder fiir den Mischfonds entscheidet, da er in beiden Féllen den
identischen Nutzen erhélt. Allerdings sind die betrachteten Lifecycle- und Mischfonds le-
diglich in ihrer Endwertverteilungen nahezu identisch. In ihrer Zusammensetzung und in
ihrem Verlauf unterscheiden sie sich entscheidend voneinander. Wahrend der Mischfonds
stets den gleichen Anteil in Aktien- bzw. Rentenfonds investiert, findet beim Lifecycle
Fonds iiber die gesamte Laufzeit eine Umschichtung von Aktien- zu Rentenfondsanteilen
statt.

Der unterschiedliche Verlauf ist daher von Bedeutung, da ein Anleger bei einer lang-
fristigen Anlage, hier 35 Jahre, auch die zwischenzeitlichen Wertstéinde, z.B. bei der
Jahresabrechnung, der Anlage {iberpriift bzw. wahrnimmt. Daher stellt sich zwangsldufig
die Frage, welchen Einfluss der Verlauf auf den subjektiven Nutzen eines Anlegers hat.

Um diesen Nutzen zu erfassen, miissen zuerst geeignete Groflen, die den unterschiedli-
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chen Verlauf widerspiegeln, analysiert werden. In diesem Fall sind die jahrlichen Wert-
schwankungen die idealen GroBen, da sie die Anderungen der Fonds wihrend der Lauf-
zeit erfassen und auch vom Anleger in dieser Form registriert werden. Mit Hilfe dieser
Schwankungen wird in den folgenden Kapiteln 6 und 7 der MCPT"-Nutzen aus Kapitel
3.2.4 der Fonds untersucht.

Dieser Abschnitt dient dazu, einen Eindruck iiber die, in den spéateren Prospect Theo-
rie Analysen verwendeten, Wertschwankungen der verschiedenen Fonds zu geben. Dabei
werden die jahrlichen Wertschwankungen in relativer (jahrliche Renditen) und absoluter
Form betrachtet. Diese werden in der in Definition 3.2.6 gegebenen Form fiir die einzelnen
Fonds bestimmt und ausgewertet. Dariiber hinaus werden die absoluten Schwankungen
auch noch im Verhiltnis zu den Beitrigen betrachtet, um zusétzlich eine von der Bei-
tragshohe unabhéngige Interpretation zu ermoglichen. Es werden hierbei lediglich die
Ergebnisse fiir das CIR-SV Modell beschrieben. Die beiden Kapitalmarktmodelle erzeu-
gen, insbesondere im Hinblick auf den spéteren Einsatz, vergleichbare Wertschwankun-
gen. Bei den hauptséchlich verwendeten absoluten Wertschwankungen ist nur ein sehr
geringer Unterschied zwischen CIR-BSM und CIR-SV Modell auszumachen. Dagegen
lasst sich im CIR-SV im Vergleich zum CIR-BSM Modell, aufgrund der stochastisch
modellierten Volatilitdt, im Fall von relativen Wertschwankungen (Renditen) eine Zu-
nahme der besonders extremen Ereignisse beobachten. Insgesamt ist die Struktur der
Verteilungen der Wertschwankungen allerdings in beiden Féllen sehr dhnlich, weshalb

die Betrachtung eines Modells fiir die folgenden Zwecke ausreichend ist.

5.3.1 Einmalbeitrag

Im Einmalbeitragsfall zeigt Abbildung 5.5 die jahrlichen Renditen und absoluten Wert-
schwankungen in ihrer urspriinglichen Form, d.h. es werden die Wertschwankungen der
einzelnen simulierten Pfade pfadweise in einem Schaubild abgebildet. Bereits in dieser

Darstellung werden die Unterschiede der beiden Fonds offensichtlich.

So zeigt sich bei den Renditen des Mischfonds aufgrund der iiber die Zeit gleichbleiben-
de Investmentstrategie eine iiber die gesamte Laufzeit gleichbleibende Struktur. Beim
Lifecycle Fonds nimmt dagegen, aufgrund der abnehmenden Aktienfondsanteile, die

Schwankungsbreite der Renditen ab, wodurch auf der einen Seite das Risiko, auf der
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anderen Seite aber auch die Chancen geringer werden. Bei der Betrachtung der ab-
soluten Wertschwankungen® ergibt sich folglich beim Mischfonds eine starke Zunahme
der Schwankungsbreite gegen Ende der Laufzeit. Im Gegensatz dazu sind die absoluten
Wertschwankungen des Lifecycle Fonds iiber die gesamte Laufzeit homogener verteilt,
d.h. zu Beginn ist die Schwankungsbreite gréfler als beim Mischfonds, mit zunehmen-
der Laufzeit steigt sie allerdings deutlich geringer an und fallt gegen Ende der Laufzeit,

durch das komplette Umschichten in Rentenfondsanteile, wieder etwas ab.

Pfad
Laufzeit Laufzeit

(a) Wertschwankungen Mischfonds (b) Wertschwankungen Lifecycle

Laufzeit Laufzeit

(c) Renditen Mischfonds (d) Renditen Lifecycle

Abbildung 5.5: Wertschwankungen und Renditen im CIR-SV bei Einmalbeitrag.

®Da der Einmalbeitrag 1 Euro betréigt, kénnen im Einmalbeitragsfall die absoluten Ergebnisse direkt
auf andere Beitragshdhen angewandt werden, d.h. die absoluten Ergebnisse sind identisch mit den
prozentualen Anderungen im Verhiltnis zur Beitragshohe.
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Bei der Betrachtung der Renditen ist bereits durch die bekannten Aktienfondsanteile
analytisch klar, dass die Renditen ab dem 14. Jahr im Lifecycle Fonds sicherheitsori-
entierter sind, da ab diesem Jahr der Rentenfondsanteil des Lifecycle Fonds den des
Mischfonds iibertrifft.

Jahr Schwankungsquantile Lifecycle Fonds

0,005 | 0,05 | 0,25 | Median | 0,75 | 0,95 | 0,995
1 -0,509 | -0,302 | -0,076 | 0,080 | 0,231 | 0,451 | 0,683
5 -0,757 | -0,351 | -0,067 | 0,085 | 0,253 | 0,604 | 1,058

10 | -1,080 | -0,417 [ -0,055 | 0,098 | 0,294 | 0,806 | 1,735
15 | -1,365 | -0,437 | -0,030 | 0,115 | 0,347 | 0,978 | 2,238
20 | -1,303 | -0,405 | -0,014 | 0,142 | 0,401 | 1,142 | 2,712
25 | -1,179 | -0,318 | 0,014 | 0,166 | 0,432 | 1,236 | 2,979
30 |-0,850 | -0,175 | 0,044 | 0,188 | 0,453 | 1,309 | 3,208
35 | -0,920 | -0,201 | 0,049 | 0,204 | 0,496 | 1,465 | 3,760

Tabelle 5.8: Quantile der absoluten Lifecycle Schwankungen bei Einmalbeitrag.

Jahr Schwankungsquantile Mischfonds

0,005 | 0,05 | 0,25 | Median | 0,75 | 0,95 | 0,995
1 0,318 [ -0,168 | -0,024 | 0,068 [ 0,152 [ 0,270 | 0,388
5 0,433 [ -0,210 | -0,027 | 0,079 | 0,184 | 0,364 | 0,571

10 | -0,666 | -0,293 [ -0,035 | 0,097 | 0,241 | 0,538 | 0,962
15 |-0,972 | -0,386 | -0,045 | 0,119 | 0,320 | 0,761 | 1,479
20 | -1,344 | -0,513 | -0,055 | 0,152 | 0,425 | 1,003 | 2,213
25 | -1,956 | -0,703 | -0,067 | 0,188 | 0,553 | 1,498 | 3,337
30 | -2,741 | -0,910 | -0,074 | 0,241 | 0,724 | 2,136 | 5,019
35 | -4,396 | -1,365 | -0,104 | 0,301 | 0,945 | 2,995 | 7,798

Tabelle 5.9: Quantile der absoluten Mischfonds Schwankungen bei Einmalbeitrag.

In den Tabellen 5.8 und 5.9 werden die Strukturen der absoluten Wertschwankungen
nochmals exakt mit Hilfe von Quantilen fiir verschiedene Jahre angegeben. Der in den
Kapitalmarktmodellen modellierte positive Drift verursacht die positiven Mediane der
Wertschwankungen. Des Weiteren bestétigt sich hier der in den Schaubildern bereits
gewonnene Eindruck: Wihrend der Mischfonds auch im letzten Jahr fiir das 5%-Quantil

noch Verluste in Hohe von -1,365 ausweist, sind diese beim Lifecycle Fonds mit -0,201
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deutlich geringer. Das 25%-Quantil der Wertschwankungen des Lifecycle Fonds ist be-
reits ab dem 22. Jahr stets positiv, wohingegen dieses im Mischfonds iiber die gesamte
Laufzeit negativ ist. Bei der Betrachtung beider Fondstypen ldsst sich beobachten, dass
der Lifecycle Fonds die Endwertverteilung mit deutlich weniger Schwankungen in den
letzten Jahren erzielt, withrend im Mischfonds auch in diesen Jahren noch groBe Ande-
rungen auftreten konnen. So kann im Fall eines schlechten Verlaufes beim Mischfonds
dennoch am Ende der Laufzeit ein hoher Gewinn erzielt werden. Im Gegensatz dazu
lasst der Lifecycle Fonds zum Ende der Laufzeit keine grofien Schwankungen nach oben
und unten mehr zu. Da langfristige Investments aber oftmals der Altersvorsorge die-
nen, sind grofe Anderungen, aufgrund der Verlustgefahr und der damit verbundenen
Unsicherheiten, welche die Planungen fiir die Altersvorsorge stark beeintréchtigen, in
den letzten Jahren nicht wiinschenswert. Des Weiteren konnen hohe Wertverluste in den
letzten Jahren auch nur noch schwer in der verbleibenden Zeit aufgeholt werden, im

Gegensatz zu Verlusten zu Beginn der Laufzeit.

Aufgrund der gewonnenen Eindriicke ist zu vermuten, dass sich ein sicherheitsorien-
tierter Anleger mit diesem Wissen im Einmalbeitragsfall fiir den Lifecycle- und gegen
den Mischfonds entscheiden wiirde bzw. der Anleger unter der Beriicksichtigung der
Unsicherheiten, welche die Wertschwankungen in den letzten Jahren im Mischfonds ver-
ursachen, einen hoheren Nutzen aus einem Investment in den Lifecycle Fonds erhalten

wiirde.

5.3.2 Laufender Beitrag

Im laufenden Beitragsfall kénnen die Schwankungen, analog zu denen im Einmalbei-
tragsfall in Abbildung 5.5, und die Unterschiede der beiden Fonds auf vergleichbarer
Weise veranschaulicht werden. Die Ergebnisse in der Grundstruktur der Wertschwan-
kungen sind grundsétzlich identisch mit denen des Einmalbeitragsfalles. Bei den abso-
luten Wertschwankungen entstehen allerdings durch die regelméfligen Beitrdge und das
dadurch hohere investierte Volumen noch groflere Unterschiede im Vergleich der Wert-

schwankungen zu Beginn und zum Ende der Laufzeit.

Aufgrund des im Vergleich zum Einmalbeitragsfall geringeren Aktienfondsanteils des
Mischfonds, sind die Renditen des Lifecycle Fonds erst ab dem 19. Jahr sicherheits-
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orientierter als die des Mischfonds. Auch im laufenden Beitragsfall wird ein Uberblick
iiber die Quantile der absoluten Wertschwankungen gegeben. In den Tabellen 5.10 und
5.11 zeigt sich, dass insbesondere die Wertverluste des Lifecycle Fonds gegen Ende der
Laufzeit im Vergleich zum Mischfonds stark begrenzt werden. Aufgrund des zunehmen-
den investierten Volumens zum Ende der Laufzeit aber weniger stark als im Vergleich
zum Einmalbeitragsfall. Der Mischfonds hat im letzten Jahr fiir das 5%-Quantil Ver-
luste in Hohe von -12,366 zu verbuchen, der Lifecycle Fonds dagegen nur von -3,150.
Das 25%-Quantil der Wertschwankungen des Lifecycle Fonds ist erneut ab dem 22. Jahr
stets positiv, wihrend dieses fiir den Mischfonds auch in diesem Fall {iber die gesamte

Laufzeit negativ ist.

Jahr Schwankungsquantile Lifecycle Fonds

0,005 | 0,05 | 0,25 | Median | 0,75 | 0,95 | 0,995
1 -0,509 | -0,302 | -0,076 | 0,080 | 0,231 | 0,451 | 0,683
5 -2,837 | -1,512 | -0,322 | 0,412 | 1,160 | 2,428 | 3,917

10 | -6,423 | -3,017 | -0,506 | 0,900 | 2,408 | 5,205 | 9,338
15 | -10,004 | -4,195 | -0,501 | 1,475 | 3,676 | 8,145 | 15,146
20 | -11,763 | -4,647 | -0,234 | 2,198 | 4,914 | 10,835 | 19,730
25 | -11,430 | 4,188 | 0,287 | 2,817 | 5,865 | 12,433 | 23,808
30 | -8,449 | 2,683 | 1,011 | 3,423 | 6,583 | 13,974 | 28,013
35 | -10,287 | -3,150 | 1,156 | 3,903 | 7,638 | 16,566 | 34,063

Tabelle 5.10: Quantile der absoluten Lifecycle Schwankungen bei laufendem Beitrag.

Jahr Schwankungsquantile Mischfonds

0,005 | 0,05 | 025 | Median | 0,75 [ 0,95 | 0,995
1 -0,227 | -0,113 [-0,004 | 0,064 | 0,125 | 0,209 | 0,291
5 -1,288 | -0,625 |-0,023 | 0,343 | 0,692 | 1,202 | 1,752

10 -3,229 | -1,497 | -0,069 | 0,774 | 1,606 | 2,926 | 4,489
15 -5,791 | -2,601 | -0,105 | 1,328 | 2,817 | 5,313 | 8,393
20 -9,188 | -4,016 | -0,185 | 2,114 | 4,447 | 8,649 | 13,825
25 -13,857 | -5,983 | -0,252 | 2,976 | 6,541 | 12,947 | 22,091
30 -19,947 | -8,305 | -0,266 | 4,232 | 9,161 | 19,181 | 34,792
35 -31,093 | -12,366 | -0,496 | 5,718 | 12,675 | 27,341 | 52,490

Tabelle 5.11: Quantile der absoluten Mischfonds Schwankungen bei laufendem Beitrag.

Im Gegensatz zum Einmalbeitragsfall sind die prozentualen Anderungen im Verhéltnis
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Jahr Prozentuale Schwankungsquantile Lifecycle Fonds
0,005 | 0,05 | 0,25 | Median | 0,75 | 0,95 | 0,995

1 -0,509 | -0,302 | -0,076 | 0,080 | 0,231 | 0,451 | 0,683

5 -0,567 | -0,302 | -0,064 | 0,082 | 0,232 | 0,486 | 0,783

10 -0,642 | -0,302 | -0,051 | 0,091 | 0,241 | 0,529 | 0,934
15 -0,667 | -0,280 | -0,033 | 0,098 | 0,245 | 0,543 | 1,010
20 -0,588 | -0,232 | -0,012 | 0,110 | 0,246 | 0,542 | 0,987
25 -0,457 | -0,168 | 0,011 | 0,113 | 0,235 | 0,497 | 0,956
30 -0,282 1 -0,089 | 0,034 | 0,114 | 0,219 | 0,466 | 0,934
35 -0,294 | -0,090 | 0,033 | 0,112 | 0,218 | 0,473 | 0,973

Tabelle 5.12: Quantile der prozentualen Lifecycle Schwankungen bei laufendem Beitrag
im Verhéltnis zur Beitragshohe.

Jahr Prozentuale Schwankungsquantile Mischfonds
0,005 | 0,05 | 0,25 | Median | 0,75 | 0,95 | 0,995
1 -0,227 | -0,113 | -0,004 | 0,064 | 0,125 | 0,209 | 0,291

20,258 | -0,125 | -0,005 | 0,069 | 0,138 | 0,240 | 0,350
10 |-0,323]-0,150 | -0,007 | 0,077 | 0,161 | 0,293 | 0,449
15 | -0,386 | -0,173 | 0,007 | 0,089 | 0,188 | 0,354 | 0,560
20 | -0,459 | -0,201 | -0,009 | 0,106 | 0,222 | 0,432 | 0,691
25 | -0,554 | -0,239 | -0,010 | 0,119 | 0,262 | 0,518 | 0,884
30 |-0,665 | -0,277 | -0,009 | 0,141 | 0,305 | 0,639 | 1,160
35 |-0,888 |-0,353 | -0,014 | 0,163 | 0,362 | 0,781 | 1,500

Tabelle 5.13: Quantile der prozentualen Mischfonds Schwankungen bei laufendem Bei-
trag im Verhéltnis zur Beitragshohe.

zur eingezahlten Beitragshohe im laufenden Beitragsfall nicht identisch mit den abso-
luten Schwankungen, daher werden diese in den Tabellen 5.12 und 5.13 gesondert dar-
gestellt um einen Eindruck unabhéngig von der Beitragshéhe zu erhalten. Durch die
0,5%- und 5%-Quantile wird ersichtlich, dass (unabhéngig von der Beitragshohe) die
Wertverluste im Verhéltnis zur eingezahlten Beitragshdhe des Lifecycle Fonds mit zu-
nehmender Laufzeit stark begrenzt werden und gegen Ende stark abnehmen, wihrend
sie fiir den Mischfonds stark zunehmen. So verliert ein Anleger mit dem Lifecycle Fonds
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von je ca. 5% mehr als 9% seiner bisher eingezahlten
Beitrége in einem der letzten fiinf Jahre, wohingegen beim Mischfonds noch im letz-

ten Jahr mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% der Anleger mehr als 35,3% seiner bisher
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eingezahlten Beitrédge verliert. Der Median des Lifecycle Fonds ist aufgrund des hoher-
en Aktienfondsanteils zu Beginn hoher, allerdings nimmt dieser iiber die Laufzeit beim
Mischfonds deutlich stéarker zu. Es zeigt sich zudem, dass fiir den Lifecycle Fonds die
75%- und auch die 95%-Quantile iiber die gesamte Laufzeit sich nur gering éndern. Da-
gegen nehmen die 75%-, 95%-Quantile und 99,5% fiir den Mischfonds deutlich zu. Auch
in dieser Darstellung zeigt sich die sicherheitsorientierte Ausrichtung des Lifecycle Fonds

mit zunehmender Laufzeit.

Insgesamt zeigen sich auch im laufenden Beitragsfall die im Einmalbeitragsfall beschrie-
benen Auswirkungen. Diese sind allerdings aufgrund der laufenden Beitrdge deutlicher
ausgepragt. Daher ist auch im laufenden Beitragsfall zu vermuten, dass sich ein sicher-
heitsorientierter Anleger, aufgrund der hoheren Planungssicherheit, zumindest bei Al-

tersvorsorgeprodukten fiir den Lifecycle- und gegen den Mischfonds entscheiden wiirde.

Zusammenfassend zeigt dieser Abschnitt, dass erhebliche Unterschiede zwischen Lifecycle-
und Mischfonds im Hinblick auf ihre Wertschwankungen und damit in ihren Verldaufen
bestehen. Dies bestarkt die Notwendigkeit, die Unterschiede dieser Fonds wéhrend der
Investitionsdauer auch im Hinblick auf den Nutzen fiir einen Anleger zu beschreiben,
da dieser die Unterschiede wahrnimmt und bewertet. Abschnitt 5.2 zeigt, dass die Er-
wartungsnutzentheorie in ihrer klassischen Form diese Unterscheide nicht berticksichtigt,
weshalb andere Methoden, die weitere Differenzierungsmerkmale bei der Nutzenbestim-
mung beriicksichtigen, verwendet werden miissen um aussagekriftige Vergleiche solcher
Fondstypen durchzufithren. Der Ansatz der Prospect Theorie und insbesondere der dar-
aus resultierende MCPT"-Nutzen bietet eine solche Methode, die weitere Merkmale
und den Verlauf in die Nutzenbestimmung mit einbezieht. Dementsprechend widmen
sich Kapitel 6 und 7 der Analyse der Fonds mit Hilfe dieser Methode.
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6 MCPT Analyse im Einmalbeitragsfall

In Kapitel 5 wurden die betrachteten Lifecycle- und Mischfonds beschrieben und be-
reits anhand ihrer Endwertverteilungen bzw. ihrer Schwankungen wahrend des Investi-
tionszeitraums untersucht. Zum einen zeigte sich, dass die betrachteten Lifecycle- und
Mischfonds in ihren Endwertverteilungen tatsédchlich praktisch iibereinstimmen und dass
dementsprechend die Erwartungsnutzentheorie fiir beide einen nahezu identischen Er-
wartungsnutzen hervorbringt. Dariiber hinaus zeigte der Abschnitt 5.3 aber auch, dass
die Verldufe beider Fonds sehr unterschiedlich sind und sich insbesondere die Wert-
schwankungen beider Fonds gegen Ende der Laufzeit extrem unterscheiden, weshalb ei-
ne weitreichendere Untersuchung der beiden Konzepte vorgenommen werden muss. Die
in Kapitel 3.2.4 eingefiihrte Multi-Kumulativen Prospect Theorie, welche die Ideen der
Prospect Theorie auf eine fortlaufende Art verwendet, bietet sich in diesem Zusammen-
hang an und bildet die Grundlage der beiden folgenden Kapitel. In diesem (Einmalbei-
tragsfall) und dem folgenden Kapitel 7 (laufender Beitragsfall) werden dementsprechend
die Lifecycle- und Mischfonds mit den im Kapitel 3.2.4 vorgestellten Ideen der Multi-
Kumulativen Prospect Theorie untersucht. Dabei werden stets die Auswertungen im
CIR-SV Modell (siehe Kapitel 2.2) verwendet und beschrieben. Die Ergebnisse kénnen
jedoch beinahe identisch fiir das CIR-BSM Modell iibernommen werden.

Um die Auswirkungen unterschiedlicher Parameter auf den MCPT"-Nutzen einschétzen
zu konnen, stellt Abschnitt 6.1 eine entsprechende Sensitivitdtsanalyse dar. Dabei wird
zuerst die Sensitivitidt beziiglich der Parameter A (Verlustaversion) und « (beeinflusst
die Sensitivitdt auf Gewinne und Verluste) genauer betrachtet, da diese fiir die Risi-
koaversion ausschlaggebend sind. In Verbindung mit diesen Analysen werden auch ver-
schiedene Werte von v (= 0.6,0.8,1) und p (= 0.98,1,1.02) betrachtet um sowohl den
Effekt der Wahrscheinlichkeitsgewichtung als auch der Zeitdiskontierung zu untersuchen.
Im ersten Teil des Abschnittes werden die Differenzen von Lifecycle- und Mischfonds

MCPT%-Nutzen fiir verschiedenen Parameterkombinationen untersucht. Des Weiteren
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6 MCPT Analyse im Einmalbeitragstall

findet in diesem Abschnitt (6.1.2) aber auch eine Betrachtung der Nutzenentwicklung
bei Lifecycle- und Mischfonds statt, d.h. es wird untersucht, welche Jahre welchen Ef-
fekt auf den MCPT®*-Nutzen haben. Abschlielend findet im ersten Abschnitt eine kurze
Betrachtung des Mischfonds+ statt, um den Effekt der niedrigeren Gebiihren auf den
MCPT"-Nutzen einschétzen zu kénnen und um zu untersuchen, ob der ,,angenehme-
re“ Fondsverlauf des Lifecycle Fonds einen Nachteil in der Endwertverteilung im Ver-
gleich zum Mischfonds+ im Hinblick auf den MCPT"-Nutzen ausgleichen oder sogar
kompensieren kann. Es wird stets ein vollstiandiges Bild iiber alle sechs moglichen Funk-
tionenkombinationen (3 Wertefunktionen und 2 Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen)
gegeben. AbschlieBend wird in Abschnitt 6.1.4 ein Uberblick gegeben, in welchen Para-

meterfillen, welcher Fondstyp den héheren Nutzen erzielt.

Im Abschnitt 6.2 werden Anleger mit bestimmten Risikoaversionen betrachtet. Dabei
findet insbesondere eine genaue Analyse der Verteilung der MCPT"-Nutzen statt. Es
wird dabei mit Hilfe der in Abschnitt 6.1 gewonnenen Erkenntnisse zwischen einem ri-
sikoaversen (A = 2.5), einem risikoneutralen (A = 1) und einem risikoaffinen (A = 0.4)
Anleger unterschieden, wobei die Unterschiede in der Risikoaversion in diesen Betrach-

tungen lediglich durch verschiedene Werte der Verlustaversion A modelliert werden.

Abschlielend wird in Abschnitt 6.3 der in Kapitel 3.2.5 eingefiihrte Fall der Gedachtnis-
modellierung untersucht. Es wird hierfiir eine Analyse der Auswirkungen der Gedéacht-

nishalbwertszeit gegeben.

6.1 Sensitivitatsanalysen

Wie bereits oben beschrieben findet in diesem Abschnitt eine Sensitivitédtsanalyse des
MCPT"-Nutzen beziiglich der verschiedenen Parameter und Funktionenkombinationen
statt. Es wird stets der in Definition 3.2.10 formulierte MCPT"-Nutzen fiir den Lifecyle-
und den Mischfonds bzw. den Mischfonds+ (6.1.3) mit den in Kapitel 4.3 beschriebenen
Monte-Carlo-Methoden bestimmt. Bei den Fonds handelt es sich um die in Kapitel 5.1
in Tabelle 5.2 beschriebenen Fonds mit einer Laufzeit von 35 Jahren und einem Einmal-
beitrag in Hohe von einem Euro.

In den Abschnitten 6.1.1 und 6.1.3 werden die Differenzen zwischen Lifecycle- und Misch-
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6 MCPT Analyse im Einmalbeitragstall

fonds bzw. Mischfonds+ bestimmt und ausgewertet.
In Abschnitt 6.1.2 wird die Entwicklung des MCPT*-Nutzen fiir den Lifecycle- und
Mischfonds betrachtet, d.h. es wird fiir jeden Zeitpunkt 7 € {1,---,35} der zwischen-

zeitliche Nutzen bis zu diesem Jahr iiber

MCPT™(A), / ) [Z () (%w (FA,(s)) |S$t+1>]dxt+1
—i—/o lgpt“v(xtﬂ) (% (—w (1= F,(s)) |S:xz+1)] Ay
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bestimmt (M, /2 und ﬁ;ﬁl wie in Kapitel 4.3) und dessen Verlauf untersucht. Dies zeigt
in welchen Jahren die Unterschiede in den MCPT®-Nutzen des Lifecycle- und des Misch-

fonds entstehen und wie sich die Parameter auf diese Verlaufe auswirken.

6.1.1 o - )\ - Sensitivitat

Zuerst findet eine Analyse bzgl. @ und A der verschiedenen Funktionenkombinationen in
Verbindung mit verschiedenen Wahrscheinlichkeitsgewichtsfaktoren v ohne Zeitdiskon-

tierung statt. Der Einfluss der Zeitdiskontierung wird im Anschluss diskutiert.

Untersuchung unterschiedlicher Wertefunktionen im Fall ohne Zeitdiskontierung

Im Folgenden werden die Differenzen des MCPT"-Nutzen zwischen Lifecycle- und Misch-

fonds fiir alle Funktionenkombinationen abgebildet.

(a) Power Wertefunktion
Die ersten betrachteten Félle sind die Kombinationen aus einer Power Wertefunkti-
on und einer Tversky Kahneman bzw. Prelec Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion
(siehe Kapitel 3.2.3). Abbildung 6.1 zeigt in diesen beiden Féllen die Ergebnisse
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6 MCPT Analyse im Einmalbeitragstall

der o - A - Auswertungen fiir verschiedene Werte fir v (= 0.6, 0.8, 1). Dabei
bedeutet ein positiver Wert (blau) einen Nutzenvorteil fiir den Lifecycle- und ein
negativer Wert (rot) einen Nutzenvorteil fir den Mischfonds. Bereiche in denen die
Nutzen der beiden Fonds nahezu identisch ist sind in weify abgebildet. Da neben
den absoluten Werten auch insbesondere die Struktur von Interesse ist, wird zwar
die Farbskalierung stets einheitlich (je Abbildung) gewéhlt, die MCPT"-Nutzen
Achsen koénnen jedoch unterschiedliche Skalierungen aufweisen um die Struktur

besser darstellen zu kénnen. Wie in Abbildung 6.1 deutlich wird, verursachen die

(d) Prelec v = 0.6 (e) Prelec v =10.8 (f) Prelec y =1

Abbildung 6.1: Power MCPT*-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds bei p =
1,a € [0.5,1] und TK bzw. Prelec.

Tversky Kahneman und die Prelec Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen trotz
ihrer Unterscheide vergleichbare Auswirkungen. In allen Fillen gilt, dass sich ins-
besondere der Verlustaversionsparameter A auf die Differenz auswirkt. So lésst
sich feststellen, dass fiir einen Verlustaversionsparameter von A > 1 (d.h. einen
im Allgemeinen risikoaversen Anleger), wie er in der Prospect Theorie iiblich ist,
in allen betrachteten Fiéllen der Lifecycle Fonds einen hoheren Nutzen generiert

als der Mischfonds. Des Weiteren ist auch zu erkennen, dass auch bei extremer
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Unterbewertung von Verlusten (A << 1) der Vorteil fiir den Mischfonds nicht

iiberproportional zunimmt. Es zeigen sich sogar annidhernd lineare Strukturen in

L
100

Gewinn sich 100-mal so stark auf den Nutzen auswirkt wie ein Verlust. Werden
Gewinne und Verluste identisch bewertet (A = 1) ist die Differenz der beiden be-

trachteten Fonds nur sehr gering.

A fiir feste «, obwohl ein Wert fiir A von beispielsweise dazu fiihrt, dass ein

Auf der anderen Seite ist die Wirkung des Sensitivitdtsparameters o auf die Diffe-
renzen weniger stark. Es wird lediglich ersichtlich, dass mit abnehmender Sensiti-
vitdt auf Gewinn- und Verlustédnderungen sich die Nutzenunterschiede tendenziell
verringern. Fiir A < 1, d.h fiir eine risikoaffine Ausprigung, tendiert der Anleger
mit zunehmendem « stérker zum Mischfonds, wéahrend dieser fiir kleine o noch teil-
weise mit dem Lifecycle Fonds einen héheren Nutzen erzielt. Unter Ausblendung
der Wahrscheinlichkeitsgewichtung (v = 1) zeigen sich auch lineare Strukturen in
a fiir feste \. Erst mit der Zunahme der Wahrscheinlichkeitsgewichtung entsteht
eine zunehmende Kriimmung in « fiir feste A\. Dadurch bewirkt die Wahrscheinlich-
keitsgewichtung hohere Differenzen, insbesondere fiir Anleger mit einer sehr stark
ausgepragten Sensitivitit (o nahe eins). Des Weiteren breitet sich der Bereich, in
welchem der Lifecycle- den Mischfonds iiberbietet mit steigender Wahrscheinlich-

keitsgewichtung zusétzlich noch etwas aus.

Exponential Wertefunktion

Der zweite betrachtete Fall behandelt die Kombinationen aus Exponential Werte-
funktion und den beiden Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen. Auch in diesem
Fall zeigt die Abbildung 6.2, dass die Tversky Kahneman und die Prelec Wahr-
scheinlichkeitsgewichtsfunktionen vergleichbare Auswirkungen besitzen und keinen
entscheidenden Einfluss auf die Interpretation der Ergebnisse verursachen. Es zeigt
sich erneut, dass in allen Féllen insbesondere der Verlustaversionsparameter A die
Differenz beeinflusst. Auch hier ist festzustellen, dass fiir einen Verlustaversionspa-
rameter A\ > 1, in allen betrachteten Fillen der Lifecycle Fonds besser abschneidet
als der Mischfonds. Die bereits bei der Power Wertefunktion erkennbaren linearen
Strukturen in A fiir feste o zeigen sich auch bei der Exponential Wertefunktion. Bei
gleicher Bewertung der Gewinne und Verluste (A = 1) ist die Differenz der beiden
betrachteten Fonds auch in diesem Fall nur sehr gering. Der Sensitivitdtsparameter

a bewirkt fiir risikoaverse Anleger (A > 1) &hnlich geringe Auswirkungen wie im
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MCPTY
McPTY

MCPT
MCPTY

(d) Prelec v = 0.6 (e) Prelec v =0.8 (f) Prelec vy =1

Abbildung 6.2: Expo MCPT*-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds bei p = 1,
a € 1[0.1,1.5] und TK bzw. Prelec.

vorherigen Fall'. Fiir risikoaffine Anleger (A < 1) zeigt sich erneut ein zunehmender
Vorteil fiir den Mischfonds bei zunehmender Sensitivitéit, d.h. bei abnehmendem
a. Im Gegensatz zur Power Wertefunktion ist die Kriimmung im Hinblick auf «
fiir feste A, insbesondere im Bereich A < 1 und a < 0,4, deutlich ausgeprigter.

Der Bereich, in welchem der Lifecycle- den Mischfonds iiberbietet, nimmt mit zu-
nehmender Wahrscheinlichkeitsgewichtung in diesem Fall noch etwas deutlicher
zu als im zuvor betrachteten Fall. So ldsst sich feststellen, dass fiir eine extreme
Wahrscheinlichkeitsgewichtung v = 0, 6 in der Prelec Version lediglich fiir o < 0,4
und A < 0,5 der Mischfonds noch als besser wahrgenommen wird als der Life-
cycle Fonds, was bedeutet, dass nur noch Anleger mit einer Uberbewertung der
Gewinne mit wenigstens dem Faktor 2 im Vergleich zu den Verlusten und einer

sehr hohen Sensibilitdt auf Gewinnzuwéchse den Mischfonds bevorzugen wiirden.

1Es ist zu beachten, dass, aufgrund der Definition der Exponential Wertefunktion (siehe Kapitel 3.2.3),
bei zunehmendem Sensitivitdtsparameter «, umgekehrt zur Power und Quadratischen Wertefunkti-
on, die Sensitivitat abnimmt und nicht zunimmt. Vergleiche dazu auch die Abbildung 3.2 in Kapitel
3.2.3.
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Des Weiteren zeigt sich, dass die Kriimmung in « fiir feste A mit zunehmender
Wahrscheinlichkeitsgewichtung sich verdndert. So nimmt fiir feste A > 2,5 die
konvexe Kriimmung deutlich zu, was zu einer hoheren Differenz fiir Anleger mit
einer hohen Sensitivitét (kleine «) fiithrt. Fiir feste A € [1, 2,5) zeigt sich ohne
Wahrscheinlichkeitsgewichtung eine konkave Struktur in «, die mit zunehmender
Wahrscheinlichkeitsgewichtung verschwindet und zunehmend konvex wird (Siehe
Ergebnisse fiir 7 = 0, 6). Die konkaven Strukturen fiir feste A < 1 beschrénken sich
mit zunehmender Wahrscheinlichkeitsgewichtung auf den Bereich der Anleger mit

einer hohen Sensitivitit (kleine «).

Quadratische Wertefunktion

Abschlielend wird die Quadratische Wertefunktion in Kombination mit den Wahr-
scheinlichkeitsgewichtsfunktionen betrachtet. Aus Abbildung 6.3 ergeben sich ver-
gleichbare Ergebnisse wie in den zuvor betrachteten Fillen. Die Unterschiede zwi-
schen Tversky Kahneman und Prelec Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion sind er-
neut gering. Auch ist erneut der Verlustaversionsparameter A die entscheidende
Grofe, welche die Differenz am starksten beeinflusst und fiir A > 1 in allen be-
trachteten Fiéllen den Lifecycle Fonds besser abschneiden lédsst als den Mischfonds.
Die linearen Strukturen in A fiir feste o sind auch hier beobachtbar. Der Sensi-
tivitdtsparameter o bewirkt dhnlich geringe Auswirkungen wie in den vorherigen
Fillen, lediglich bei geringen Werten fiir A fithrt er zu einer Vorzeichenédnderung in
der Differenz. So gilt bei kleinen \-Werten, dass fiir groe a (hohe Sensibilitdt auf
Gewinnund Verlustzuwéchse) der Mischfonds und bei kleinen « (niedrigere Sensibi-
litét auf Gewinn- und Verlustzuwéchse) der Lifecycle Fonds als leicht besser wahr-
genommen wird. Ein Unterschied zu den vorherigen Féllen ist in der Kriimmung in
o fiir feste A festzustellen. Wihrend bei der Exponential Wertefunktion die Struk-
tur konkav in « fiir feste A < 1 und zunehmend konvex fiir grofie \ ist, zeigt sich
hier ein anderes Verhalten. Ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung ist die Struktur
in « fir feste A < 1 konvex und fiir A > 1 konkav. Zudem ist die Kriimmung
im Gegensatz zu den vorherigen Fillen im Bereich der Anleger mit einer geringen
Sensitivitiat (kleine o) besonders stark. Mit zunehmender Wahrscheinlichkeitsge-
wichtung wird die Kriitmmung jedoch zunehmend gleichméfliger in « fiir feste .
Auflerdem gleicht eine zunehmende Wahrscheinlichkeitsgewichtung die konvexen

Strukturen fiir kleine A\ aus, so dass diese zunehmend verschwinden. Auch hier wird
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mit zunehmender Wahrscheinlichkeitsgewichtung der Bereich grofler, in welchem
der Lifecycle Fonds als besser wahrgenommen wird. Fiir eine extreme Wahrschein-
lichkeitsgewichtung v = 0,6 in der Prelec Version gilt erneut, dass nur noch An-
leger mit einer hohen Uberbewertung der Gewinne im Vergleich zu den Verlusten
und einer sehr hohen Gewinn- und Verlustsensibilitdt den Mischfonds bevorzugen

wiirden.

MCPT"

MCPTY
McCPTY

(d) Prelec v =0.6 (e) Prelec v =10.8 (f) Prelec y =1

Abbildung 6.3: Quadratischer MCPT"-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds
bei p =1, a € [2,16] und TK bzw. Prelec.

Insgesamt zeigt dieser Teil, dass die Ergebnisse beziiglich der Differenzen fiir alle Kombi-
nationen von Wertefunktionen und Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen &hnlich sind,
insbesondere fiir risikoaverse Anleger (A > 1). Es gilt, dass in allen betrachteten Fillen
unter Prospect Theorie Annahmen, d.h. vor allem einer Verlustaversion (A > 1), sich
ein Anleger stets fiir den Lifecycle Fonds entscheidet, da dieser einen hoheren Nutzen
generiert als der vergleichbare Mischfonds. Fiir risikoaffine Anleger (A < 1) sind die
Ergebnisse etwas sensibler sowohl im Hinblick auf die gewéhlte Funktionenkombination

als auch auf die Wahl der Parameter. Dariiber hinaus liegen die grofite Unterschiede im
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Kriimmungsverhalten in « fiir feste A, welche durch die unterschiedlichen Wertefunktion

verursacht werden.

Einfluss der Zeitdiskontierung am Beispiel der Power Wertefunktion mit Tversky
Kahneman Wahrscheinlichkeiten

Bisher wurden nur Ergebnisse ohne Beriicksichtigung der Zeitdiskontierung (p) betrach-
tet. In diesem Abschnitt wird nun anhand der Power Wertefunktion mit Tversky Kahne-
man Wahrscheinlichkeiten der Einfluss der Zeitdiskontierung untersucht. Die Ergebnisse
fiir die anderen Funktionenkombinationen sind in ihrer Aussage identisch. Abbildung 6.4
zeigt erneut die Differenzen des MCPT*-Nutzen zwischen Lifecycle- und Mischfonds. In
der ersten Reihe ist fiir verschiedene v-Werte der negative Diskontierungsfall (p = 0, 98)
abgebildet, in der zweiten Reihe der bereits in den vorherigen Analysen betrachtete Fall
ohne Diskontierung (p = 1) und in der dritten Reihe wird der Fall mit positiver Diskon-
tierung (p = 1,02) gezeigt. Die Abbildung veranschaulicht deutlich, dass die Struktur
der Differenzen durch die Diskontierung nahezu unveréndert bleibt. Der Einfluss auf die
Fondsauswahl ist auf Anleger mit A < 1 beschrinkt. So wirkt sich fiir diese Anleger
eine negative Diskontierung positiv auf den Lifecycle Fonds aus und eine positive Dis-
kontierung positiv auf den Mischfonds. Es wird allerdings fiir alle A ersichtlich, dass die
absoluten Differenzen grofler werden, je grofler p wird. Es lasst sich sogar feststellen, dass
sich die absoluten Differenzen bei einer Diskontierung von p = 0,98 zu p = 1 und zu
p = 1,02 jeweils anndhernd verdoppeln. Dieses Ergebnis ist insofern iiberraschend, da
zwar gilt 0,98% ~ 0,493 und 1,02% =~ 2, allerdings werden nur die letzten Wertschwan-
kungen mit diesem Faktor diskontiert. Die vorherigen Wertschwankungen werden mit
einer entsprechend niedrigeren Potenz, wie in Definition 3.2.10 formuliert, diskontiert.
Eine Begriindung hierfiir liefern die in Abschnitt 6.1.2 genauer betrachteten Verldufe
der MCPT"-Nutzen und die Tatsache, dass der Nutzenunterschied hauptséchlich in den

letzten Jahren entsteht.

Aufgrund der hier gewonnenen Eindriicke lasst sich zumindest im Hinblick auf die ab-
soluten Differenzen und die damit verbundene Entscheidung, welcher Fondstyp gewéhlt
werden sollte, feststellen, dasssich der Zeitdiskontierungsfaktor, in den hier verwende-
ten Groflenordnungen, auf risikoaffine Anleger (A < 1) beschriankt und andernfalls im

Einmalbeitragsfall vernachléssigt werden kann. Fiir Prospect Theorie Anleger ist die
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McPTY

(a) y=0.6 p=0.98 (b) v=0.8 p=0.98

McPTY
MCPTY

MCPTY
MCPT"

(g) v=10.6p=1.02 (h) v = 0.8 p=1.02

Abbildung 6.4: Power MCPT"-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds bei a €
[0.5,1] und TK.

Diskontierung im Hinblick auf die Differenz dementsprechend nur bei einer Betrachtung

der absoluten Differenzenhéhen notwendig.

6.1.2 Entwicklung des MCPT"-Nutzen «o-Sensitivitat

In diesem Teil wird die Entwicklung des MCPT*-Nutzen iiber die Zeit fiir den Lifecycle-
und den Mischfonds, wie zu Beginn des Abschnittes beschrieben, betrachtet. Dadurch
kann ein Eindruck iiber die Entstehung der Unterschiede in den MCPT*-Nutzen des
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Abbildung 6.5: Einfluss von A auf die « Sensitivitit der Power MCPT*-Nutzen Ent-
wicklung von LC- und Mischfonds bei p =y =1,a € [0.5,1].

Lifecycle- und des Mischfonds gewonnen werden.

Es wird stets der Einfluss von a auf den Verlauf des MCPT"-Nutzen abgebildet. Dabei
wird der MCPT"-Nutzen Verlauf des Lifecycle Fonds in blau dargestellt und der des
Mischfonds in rot. Zu Beginn werden zusétzlich die Auswirkungen von A\ untersucht.
AnschlieBend werden zwei Fille (A = 2,5 und A = 0,4) genauer betrachtet.

Einfluss von \ auf die a-Sensitivitat im Fall p =~ =1

Wie bereits bei den Differenzen im Abschnitte 6.1.1 deutlich wird, hat der Verlusta-
versionsparameter A einen starken Einfluss auf den MCPT"-Nutzen. Dies spiegelt sich
auch in der Betrachtung des Verlaufes wider. In Abbildung 6.5 werden fiir verschiedene
Werte von A die MCPT"-Nutzen Verldufe im Fall mit einer Power Wertefunktion und
ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung und Zeitdiskontierung abgebildet. Im Fall A =0, 5,

d.h. Gewinne wirken doppelt so stark wie Verluste, sind sowohl die Nutzen zum Ende
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der Investitionsperiode als auch die Verldufe des Nutzens sehr dhnlich. Bei beiden Fonds
steigt der MCPT*-Nutzen wahrend der Laufzeit. Der Lifecycle Fonds Nutzen wéchst
dabei zu Beginn stérker als der Mischfonds Nutzen, dessen Steigung gegen Ende der
Laufzeit zunimmt. Die Endwerte sind beinahe identisch. Fiir o« < 0,7 wird der Lifecycle-
und fiir & > 0,7 der Mischfonds als leicht besser wahrgenommen.

Mit zunehmendem A wird der Unterschied der Endwerte und der Verldaufe grofier. Es
ist zu erkennen, dass insbesondere der Mischfonds Nutzen gegen FEnde der Laufzeit sich
zunehmend verschlechtert. Bei A = 1 dominiert der Lifecycle Fonds Nutzen beinahe
komplett den Mischfonds Nutzen, auch wenn der Unterschied noch gering ist. Bei A = 2,
d.h. ein Verlust wird doppelt so stark wahrgenommen wie ein Gewinn, ist deutlich zu
erkennen, dass der Lifecycle Fonds zu Beginn der Laufzeit aufgrund der hoheren Akti-
enfondsanteile schlechter abschneidet als der Mischfonds. Dafiir steigt der Nutzen des
Lifecycle Fonds in den letzten 20 Jahren sehr stark an und bewirkt einen deutlichen
Vorteil gegeniiber dem Mischfonds. Wird A noch grofler gewéahlt verstéirkt sich dieser
Unterschied. Ab A\ = 3 ist ersichtlich, dass der Mischfonds kaum noch positiven Nut-
zen erzielt, wihrend der Lifecycle Fonds durch den hohen Nutzenvorteil gegen Ende der
Laufzeit immer noch einen positiven Gesamtnutzen erreicht. Bei A = 4 ist zu erkennen,
dass der Gesamtnutzen fiir die Fonds teilweise (Lifecycle) bzw. komplett (Mischfonds)
negativ ist. Der Lifecycle Fonds erzielt unter Einbeziehung der letzten Jahren der Lauf-
zeit jedoch immer noch einen positiven Nutzen, der ausreichend ist um fiir a > 0,7 einen

positiven Gesamtnutzen zu erzeugen.

Hier wird ersichtlich, dass bei einer zunehmenden Verlustaversion vor allem der Sicher-
heitsvorteil des Lifecycle Fonds am Ende der Laufzeit den Nutzenunterschied bewirkt.
Auflerdem zeigt sich, dass a auch bei der Untersuchung der Verlaufe einen geringen Ein-
fluss besitzt, der sich hauptséchlich auf die absoluten Groflen auswirkt und nicht auf die
Struktur.

Aufgrund der Ergebnisse der Untersuchung der Auswirkung des Verlustaversionspara-
meters A werden im Folgenden der Fall eines verlustaversen Anlegers (A = 2,5) und der
eines Anlegers, der umgekehrt Gewinne 2,5-Fach stéarker gewichtet als Verluste (A = 0,4),
betrachtet.
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a-Sensitivitat im Fall A =25

A: Einfluss der Zeitdiskontierung p am Beispiel der Power Wertefunktion
Bei der Betrachtung der Differenzen in 6.1.1 hat sich gezeigt, dass der Zeitdiskon-
tierungsfaktor lediglich auf die absolute Hohe einen Einfluss hat und die Struktur
nahezu unverdndert bleibt. Ein dhnlicher Eindruck ergibt sich auch bei der Be-
trachtung des Verlaufes. Aus Abbildung 6.6 wird ersichtlich, dass die grundlegende
Struktur des Verlaufes durch die Zeitdiskontierung nicht beeinflusst wird. Aller-
dings wird deutlich, dass in diesem Fall die Diskontierung einen hcheren Effekt auf
den Lifecycle Fonds Nutzen hat als auf den Mischfonds Nutzen, da der Lifecycle
Fonds hauptséchlich in den letzten Jahren, in denen die Zeitdiskontierung beson-
ders wirkt, Nutzen generiert. Bei negativer Diskontierung wird der Lifecycle Fonds
daher erst zu einem spéteren Zeitpunkt besser als der Mischfonds Nutzen. Um-
gekehrt fiihrt eine positive Diskontierung zu einem friitheren Vorteil des Lifecycle
Fonds. Da die Grundstruktur der Verldufe nicht von der Zeitdiskontierung beein-

flusst wird, wird im Weiteren nur noch der Fall ohne Zeitdiskontierung betrachtet.

0'25' 4y 3

0 25 w s 09 o "5 0 3B 09

T E 4 s P s oo o
« Jahr = Jahr '1 Jahr

(a) p=0.98 (b) p=1 (¢) p=1.02

Abbildung 6.6: Power MCPT*-Nutzen Entwicklung LC- und Mischfonds bei v =1, €
0.5, 1] sowie verschiedene p.

B: Einfluss der Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion am Beispiel der Power
Wertefunktion (ohne Zeitdiskontierung)
Ein weiterer wichtiger Faktor ist die Wahrscheinlichkeitsgewichtung. Hierzu werden

die beiden Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen fiir verschiedene v betrachtet.
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Abbildung 6.7: Einfluss der Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion auf die Power MCPT"-
Nutzen Entwicklung fiir LC- und Mischfonds bei p = 1, € [0.5, 1].

In der ersten Reihe in Abbildung 6.7 finden sich die Ergebnisse fiir die Tversky
Kahneman Version und in der zweiten Reihe die der Prelec Version. In beiden
Fillen ist beobachtbar, dass eine zunehmende Wahrscheinlichkeitsgewichtung zu
einem geringeren Nutzen fiir beide Fondstypen fiihrt. Bereits bei einer Wahrschein-
lichkeitsgewichtung von v = 0, 8 ist der Gesamtnutzen fiir den Mischfonds negativ,
insbesondere in den letzten Jahren féllt sein Nutzen. Dieser Effekt wird fiir v = 0,6
noch extremer. Der Lifecycle Fonds kann auch hier durch den Nutzenvorteil in den
letzten Jahren zumindest bei einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung von v = 0,8
noch einen positiven Gesamtnutzen erzielen. Bei einer Gewichtung von v = 0,6
steigt der Lifecycle Fonds Nutzen zwar in den letzten Jahren noch, allerdings ist
er nur fiir & nahe eins am Ende der Laufzeit leicht positiv. Hier ist auch ein Unter-
schied zwischen den beiden Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen zu erkennen.
Die Prelec Version verstiarkt die Effekte am Ende der Laufzeit. So steigt der Li-
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fecycle Fonds Nutzen deutlich stéarker als in der Tversky Kahneman Version und

erreicht sogar noch teilweise einen positiven Endnutzen.

Es gilt, dass die Wahrscheinlichkeitsgewichtung einen hohen Einfluss auf die Verlaufe
hat. Insbesondere die Nutzenentwicklung des Mischfonds reagiert sehr sensibel auf
eine Zunahme der Wahrscheinlichkeitsgewichtung. Hier wirkt sich der Nachteil der
moglichen hohen Wertverluste, die auch in den letzten Jahren der Laufzeit noch

eintreten konnen, besonders stark auf den Nutzen aus.

C: Betrachtung verschiedener Werte- und Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunk-
tionskombinationen (ohne Zeitdiskontierung)
Fiir den Fall A = 2,5 wird in Abbildung 6.8 abschlieBend ein Uberblick iiber die
Nutzenverldufe unter weiteren Funktionenkombinationen gegeben. In den Abbil-
dungen (a) und (d) wird nochmals die Kombination aus Power Wertefunktion und
Tversky Kahneman Wahrscheinlichkeiten betrachtet. In (b) und (e) wird eine Kom-
bination aus Exponential Wertefunktion und Prelec Wahrscheinlichkeiten und in
(c) und (f) aus Quadratischer Wertefunktion und Tversky Kahneman Wahrschein-
lichkeiten abgebildet. In der ersten Reihe wird eine Wahrscheinlichkeitsgewichtung
von v = 0,8 vorgenommen, wihrend in der zweiten Reihe keine Wahrscheinlich-

keitsgewichtung beriicksichtigt wird.

Bei der Betrachtung der unterschiedlichen Kombinationen sind zwar leichte unter-
schiede insbesondere bei der Sensitivitat auf « ersichtlich, jedoch sind die Grundle-
genden Ergebnisse identisch. So ist der Nutzen des Mischfonds in den ersten Jahren
in allen Kombinationen hoher. In der zweiten Hélfte der Laufzeit schneidet jedoch
der Nutzen des Lifecycle Fonds den des Mischfonds und steigt in der Folgezeit
deutlich stérker, sodass am Ende der Laufzeit der Lifecycle Fonds einen deutlich

hoheren Nutzen generiert als der Mischfonds.

Zusammenfassend lédsst sich im Fall A = 2.5 beobachten, dass der Lifecycle Fonds un-
abhéngig von der Funktionenkombination durch die erhohte Sicherheit am Ende der
Laufzeit einen deutlich besseren MCPT™-Nutzen als der Mischfonds erzielt.
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Abbildung 6.8: MCPT"-Nutzen Entwicklung fiir LC- und Mischfonds fiir verschiedene
Funktionskombinationen bei p = 1,a € [0.5,1] (Power), a € [0.1,1.5]
(Expo), a € [2,16] (Quad) sowie verschiedene .

a-Sensitivitat im Fall A = 0,4

Nachdem der Fall A = 2,5 ausfiihrlich betrachtet wurde, wird fiir den Fall A = 0,4, d.h.
Gewinne wirken sich 2,5-mal so stark aus wie Verluste, ein kurzer Uberblick gegeben.
Abbildung 6.9 zeigt auch in diesen Fall, dass fiir alle betrachteten Funktionenkombinatio-
nen die Grundstruktur vergleichbar ist. Es zeigt sich, dass die Nutzenverldufe der beiden
Fondstypen beinahe identisch sind, wobei der Lifecycle Fonds in allen Féllen iiber einen
Grofiteil der Laufzeit einen hoheren Nutzen als der Mischfonds erzeugt. Zum Ende der
Laufzeit ist der Mischfonds bei geringer Sensitivitdtsabnahme beziiglich Wertgewinnen
und -verlusten () jedoch etwas besser. Es lisst sich feststellen, dass bei einer Uberbe-
wertung der Gewinne die Nutzen von Lifecycle- und Mischfonds sich einander annéhern
und im Gegensatz zum vorherigen Fall der Lifecycle Fonds in den ersten Jahren besser

abschneidet als der Mischfonds und in den letzten Jahren der Mischfonds besser als der
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Abbildung 6.9: MCPT"-Nutzen Entwicklung fiir LC- und Mischfonds fiir verschiedene
Funktionskombinationen bei p = 1,a € [0.5,1] (Power), a € [0.1,1.5]
(Expo), o € [2,16] (Quad) sowie verschiedene -.

Lifecycle Fonds. Dadurch wird in diesem Fall die Risikobereitschaft belohnt. Der Vorteil
der hoheren Chancen des Mischfonds wirkt sich allerdings nicht so stark aus wie der
Vorteil des Lifecycle Fonds im vorherigen Fall, weshalb der Mischfonds maximal einen

kleinen Nutzenvorteil gegeniiber dem Lifecycle Fonds erzielen kann.

6.1.3 Vergleich zum Mischfonds+

In diesem Abschnitt wird exemplarisch an der Power Wertefunktion und Tversky-Kahneman
Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion fiir p = 1 die MCPT"-Nutzen Differenz des Life-
cycle Fonds zu dem in Kapitel 5 eingefithrten Mischfonds+ im Einmalbeitragsfall un-
tersucht. Dabei werden die Ergebnisse in Abbildung 6.10 wieder mit den in Abschnitt
6.1.1 bereits verwendeten Differenzen dargestellt. In der ersten Reihe werden die Diffe-

renzen von Lifecycle- und Mischfonds+ und in der zweiten Reihe die von Lifecycle- zu
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Mischfonds abgebildet.

McPTY
McPTY

MCPT"

(d) Mischfonds v = 0.6 (e) Mischfonds v = 0.8 (f) Mischfonds v =1

Abbildung 6.10: Power MCPT"-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds+ bzw.
Mischfonds bei p = 1, o € [0.5,1] und TK.

Es zeigt sich, dass trotz der besseren Endwertverteilungen des Mischfonds+ im Vergleich
zum Lifecycle Fonds (vgl. Kapitel 5.1) der MCPT®-Nutzen des Lifecycle Fonds fiir verlu-
staverse Anleger hoher ist. Zwar gilt, dass im Vergleich zum Mischfonds der Mischfonds+,
insbesondere wenn keine Wahrscheinlichkeitsgewichtung vorgenommen wird, besser ab-
schneidet und teilweise auch fiir einen Verlustaversionsparameter A > 1 (maximal jedoch
bis A = 1,5) noch besser als der Lifecycle Fonds ist. Dennoch ist der Lifecycle Fonds
fiir die meisten risikoaversen Anleger (A > 1) auch besser als der Mischfonds+. Dies
zeigt, dass die durch den Gebiihrenfaktor verursachte negative Verschiebung der End-
wertverteilung sich im Hinblick auf den MCPT"-Nutzen deutlich geringer auswirkt als
beispielsweise in der ENT. Dariiber hinaus zeigen diese Ergebnisse, dass Unsicherheiten
insbesondere in den letzten Jahren dazu fiithren kénnen, dass ein Fondsinvestment trotz
einer besseren Endwertverteilung einen Nutzennachteil gegeniiber einem Fondsinvest-

ment mit einer hoheren Planungssicherheit in den letzten Jahren besitzen kann.
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6.1.4 Uberblick im Einmalbeitragsfall

Zum Abschluss dieses Abschnittes wird in Tabelle 6.1 ein Uberblick gegeben in welchen
Féllen der Lifecycle- bzw. der Mischfonds im Einmalbeitragsfall besser abschneidet. Die
Ubersicht basiert auf den Ergebnissen dieses Abschnittes fiir den Fall ohne Zeitdiskon-
tierung und ermdoglicht es einen Eindruck zu gewinnen, fiir welche Anleger (Parameter-
kombinationen), welcher Fondstyp von Vorteil ist. Es wird zwischen verschiedenen Ver-
lustaversionsparametern A, Wahrscheinlichkeitsdiskontierungsfaktoren v und der Sensi-
tivitdten auf Wertdnderungen der Gewinne bzw. Verluste o unterschieden. Da « nicht
einheitlich fiir die einzelnen Wertefunktionen gewéhlt werden kann, werden drei mogli-
che Auspriagungen der Sensitivitdt betrachtet. n steht dabei fiir eine weitgehend neutrale
Auspriagung, d.h. die Sensitivitdt nimmt nur sehr langsam ab, was bedeutet, dass ein
vergleichbar kleiner Unterschied zwischen zwei Wertverlusten bzw. -gewinnen auch bei
zunehmender Grofle dieser Wertschwankungen einen spiirbaren Nutzenunterschied be-
wirkt. 7 bedeutet, dass die Sensitivitit etwas starker abnimmt, d.h. vergleichbar kleine
Unterschiede wirken sich mit zunehmender Grofle der Schwankung schwicher aus und
A steht fiir eine sehr stark abnehmende Sensitivitét.

A
v |« 0-05]05-1[1-15[15-2]>2

n M., |- LC LC, [LC,..

06| 7~ | M, - LC LC, |LC.4
SN M LC LC LC LC,

n M, M LC LC, |LC.,

08| 7 | M - LC LC LC,
A - LC LC LC LC,

n M. M - LC LC,

1 |~ M - - LC LC,
AN - LC LC LC LC,

Tabelle 6.1: Ubersicht der Ergebnisse im Einmalbeitragsfall.
M=Mischfonds leicht im Vorteil, M,=Mischfonds im Vorteil,
M, =Mischfonds deutlich im Vorteil,
- = vergleichbare Nutzen / kein Vorteil eindeutig zu bestimmen,
LC=Lifecycle leicht im Vorteil, LC;=Lifecycle im Vorteil, LC, ,=Lifecycle
deutlich im Vorteil

Die hier gegebene Ubersicht zeigt deutlich, dass die MCPT einen Ansatz liefert, der es

122



6 MCPT Analyse im Einmalbeitragstall

ermoglicht Unterschiede der Verldufe von verschiedenen Fondstypen im Einmalbeitrags-
fall im Nutzen zu erfassen und zusétzlich die Moglichkeit bietet verschiedene Anleger-
typen mit unterschiedlichen Risikoausprigungen zu betrachten. Die Ergebnisse zeigen,
dass der Sicherheitsvorteil, den der Lifecycle Fonds am Ende der Laufzeit dem Anleger
gewdhrt, sich in einem deutlich besseren Nutzen widerspiegelt. Lediglich Anleger die
nicht der Prospect Theorie entsprechen (A < 1) erhalten teilweise durch den Mischfonds
einen leicht hoheren Nutzen. Jedoch erzeugt selbst fiir A € [0,5, 1] der Mischfonds bei
abnehmender Sensitivitat (,* bzw. ") keinen eindeutig besseren Nutzen als der Li-
fecycle Fonds. Fiir alle typischen Prospect Theorie Groflen fiir A und + ist der Lifecycle
Fonds besser als der Mischfonds. Bei A > 2, zur Erinnerung Tversky und Kahneman
schlagen fiir A eine Grofie von 2,25 vor, ist der Lifecycle Fonds sogar deutlich besser als
der Mischfonds.

6.2 Analyse ausgewahlter MCPT" Investoren

In Abschnitt 6.1 wurde eine ausfiihrliche Untersuchung des MCPT"-Nutzen im Einmal-
beitragsfall durchgefiihrt, dessen Hauptergebnisse in Tabelle 6.1 zusammengefasst sind.
In diesem Abschnitt erfolgt nun darauf aufbauend eine genauere Betrachtung von drei
speziell ausgewédhlten Anlegertypen im Einmalbeitragsfall.

Die Anlegertypen sind im Einzelnen:
e risikoaffiner Anleger (A =0,4),
e risikoneutraler Anleger (A = 1),
e risikoaverser Anleger (A = 2,5).

Die Risikoaversion wird hier nur durch den Verlustaversionsparameter gesteuert, wo-
hingegen « fiir alle Anleger auf 0,8 gesetzt wird. Des Weiteren wird stets eine Power
Wertefunktion in Kombination mit einer Tversky Kahneman Wahrscheinlichkeitsgewich-

tung mit v = 0,8 und v = 1 betrachtet.

Nach den Auswertungen in Abschnitt 6.1 bevorzugt der risikoaffine Anleger stets den
Mischfonds, der risikoneutrale tendiert leicht zum Lifecycle Fonds und der risikoaverse
Anleger erhilt aus dem Lifecycle Fonds einen deutlichen Vorteil. Im Folgenden wird un-

tersucht, welcher Nutzen tatséchlich in den einzelnen Féllen erreicht wird, d.h. nachdem
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in den vorherigen Analysen stets nur der ,, Erwartungswert* (MCPT"-Nutzen) betrach-
tet wurde, wird in diesem Abschnitt die komplette Verteilung der eingetretenen Nutzen
(pfadweise) analysiert. Dabei werden neben dem Mittelwert (MCPT"-Nutzen) auch der
Median und die Verteilungsstruktur, auf Basis der 20000 simulierten Ergebnisse, durch

ein Histogramm dargestellt.
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Abbildung 6.11: Verteilung der MCPT®*-Nutzen Differenz zwischen Lifecycle- und
Mischfonds.

In Abbildung 6.11 werden die Verteilungen der MCPT"-Nutzen Differenzen fiir die ver-
schiedenen Fille abgebildet. Fiir den risikoaffinen Anleger lédsst sich erkennen, dass der
Mittelwert (-0,38 bzw. -0,28) und der Median (-0,43 bzw. 0,33) nahezu iibereinstim-
men und einen leicht negativen Wert, der fiir den Mischfonds spricht, annehmen. Dies
bedeutet, dass in ziemlich genau 50% der Félle der Vorteil fiir den Mischfonds hoher
bzw. niedriger ausfillt als der bestimmte MCPT®*-Nutzen Vorteil. Andererseits lésst
sich aber auch erkennen, dass trotz des MCPT®"-Nutzen Vorteils fiir den Mischfonds,
fiir eine Vielzahl der Fille (40,93% bzw. 42,11%) der Lifecycle Fonds den Mischfonds
im Nutzen tibertrifft. Aus diesem Ergebnis wird ersichtlich, dass fiir einen risikoaffinen
Anleger der Mischfonds nach dem MCPT*-Nutzen zwar bevorzugt wird, die Wahrschein-
lichkeit allerdings, dass der Mischfonds tatséchlich als besser wahrgenommen wird als
der Lifecycle Fonds, nur 59,07% bzw. 57,89% und damit nur leicht vorteilhaft ist.

Beim risikoneutralen Anleger verschiebt sich die Verteilung im Vergleich zum risiko-
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affinen Anleger leicht zu Vorteil des Lifecycle Fonds. Unter Ausblendung der Wahr-
scheinlichkeitsgewichtung sind Median (0,19) und Mittelwert (0,39) weiterhin nahe bei-
einander, allerdings leicht positiv. Des Weiteren ist die Verteilung in diesem Fall nahezu
symmetrisch. Bei Hinzunahme der Wahrscheinlichkeitsgewichtung verschiebt sich der
Mittelwert (0,72) starker zu Gunsten des Lifecycle Fonds als der Median (0,29) im Ver-
gleich zum Fall ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung. Die MCPT*-Nutzen Differenz wird
also in weniger als 50% der Félle iiberschritten (46,01% bzw. 41,67%) und durch eine
Zunahme der extremen positiven Zuwéchse grofier. Dies ist die direkte Folge der durch
die Wahrscheinlichkeitsgewichtung verursachten Ubergewichtung von seltenen Ereignis-
sen. Fiir den neutralen Anleger gilt das gleiche Fazit wie fiir den risikoaffinen Anleger,
lediglich mit Vorteil fiir den Lifecycle Fonds. So besteht auch fiir den risikoneutralen
Anleger eine hohe Wahrscheinlichkeit (46,32% bzw. 44,26%), dass der Mischfonds als
besser wahrgenommen wird als der Lifecycle Fonds, welche nur leicht geringer ist als die

im umgekehrten Fall.

Fiir den risikoaversen Anleger wird der Effekt der Wahrscheinlichkeitsgewichtung noch
deutlicher. Insgesamt lasst sich eine starke Verschiebung zu Gunsten des Lifecycle Fonds
feststellen. Allerdings ist der Median (1,65 bzw. 1,72), bedingt durch eine stiarkere Zu-
nahme der positiven Differenzen, deutlich kleiner als der Mittelwert (2,31 bzw. 3,28)
bzw. der bestimmte MCPT®*-Nutzen Unterschied. Es gilt, dass der Nutzen mit einer
Wahrscheinlichkeit von 57,45% bzw. 64,28% niedriger ausfallt als der Mittelwert. Dafiir
erzielt fiir diesen Anleger der Mischfonds nur in 28,75% bzw. 29,10% der Fille in der
Wahrnehmung ein besseres Ergebnis, d.h. in mehr als 7 von 10 Féllen erhélt der Anleger

durch den Lifecyle Fonds einen héheren tatsédchlichen Nutzen.

Abbildung 6.12 zeigt die Verteilung des MCPT*-Nutzen fiir den Lifecycle- (links) und
den Mischfonds (rechts) fiir die verschiedenen Anlegertypen unter Ausblendung der
Wahrscheinlichkeitsgewichtung. Es zeigt sich, dass der absolute Nutzen mit zunehmen-
der Risikoaversion abnimmt, die Verteilungsstruktur aber &hnlich bleibt. Auch hier zeigt
sich, wie bei der Betrachtung der Differenzen, dass der Median durchgéngig niedriger ist
als der Mittelwert.

In Abbildung 6.13 werden die Verteilung des MCPT"-Nutzen fiir den Lifecycle (links)
und den Mischfonds (rechts) fiir die verschiedenen Anlegertypen mit Wahrscheinlich-
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Abbildung 6.12: Verteilung der MCPT"-Nutzen des Lifecycle- und Mischfonds fiir v = 1.

keitsgewichtung (v = 0,8) abgebildet. Bei zunehmender Risikoaversion verschiebt sich
die Verteilung des Mischfonds deutlich stérker ins Negative als die des Lifecycle Fonds
und im Vergleich zum Fall ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung. Des Weiteren lésst sich
feststellen, dass fiir einen risikoaversen Anleger der Lifecycle Fonds zwar einen positiven
MCPT"-Nutzen besitzt, der Median allerdings leicht negativ ist, was bedeutet, dass in

mehr als 50% der Fille der Lifecycle Fonds einen negativen Nutzen aufweist.
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Abbildung 6.13: Verteilung der MCPT*-Nutzen des Lifecycle- und Mischfonds fiir v =
0.8.
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6 MCPT Analyse im Einmalbeitragstall

Insgesamt zeigt dieser Abschnitt, dass vor allem fiir einen risikoaversen Anleger der Life-
cycle Fonds nicht nur einen besseren MCPT"-Nutzen aufweist, sondern dass der Lifecycle
Fonds tatséchlich in beinahe drei von vier Fillen fiir diesen Anleger die bessere Wahl
darstellt. Dagegen sind die Nutzenvorteile fiir den neutralen und risikoaffinen Anleger

nicht nur geringer sondern mit Hinblick auf die Verteilung auch deutlich ungewisser.

6.3 Analyse im Gedachtnisfall

Zum Abschluss dieses Kapitels wird der in Kapitel 3.2.5 eingefiihrte Gedéachtnisfall un-
tersucht. Dabei gibt es vier Parameter, n, A, 7 und p, die den MCPT"-Nutzen in
diesem Fall beeinflussen kéonnen. Wie in Kapitel 3.2.5 beschrieben ist der Gedéachtnisfall
fiir eine lineare Wertefunktion formuliert, dagegen ist bei der Verwendung der Wahr-
scheinlichkeitsgewichtsfunktion sowohl die Tversky-Kahneman als auch die Prelec Ver-
sion moglich. In den hier beschriebenen Féllen werden die Ergebnisse fiir p = 1, d.h.
ohne Zeitdiskontierung beschrieben. Die Ergebnisse mit Zeitdiskontierung unterscheiden
sich in der Struktur nicht von dem hier beschriebenen Fall. Es ist lediglich bei posi-
tiver Diskontierung eine kleine Verschiebung zum Vorteil des Lifecycle Fonds und bei
negativer Verschiebung eine kleine Verschiebung zum Vorteil des Mischfonds auszuma-
chen, die allerdings den Gesamteindruck nicht beeinflussen. Abbildung 6.14 zeigt die
Differenzen zwischen dem MCPT"-Nutzen des Lifecycle- und des Mischfonds fiir un-
terschiedliche Verlustaversionslevel A € [0, 5] und Gedéchtnishalbwertszeiten in Jahren
(HWZ € (0,10]). Des Weiteren werden diese Differenzen fiir verschiedenen Wahrschein-
lichkeitsgewichtungen v = 0,6, 0,8, 1, fiir beide Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen
abgebildet.

Insgesamt lédsst sich beobachten, dass sich mit zunehmender Ged#chtnishalbwertszeit
die Nutzen des Lifecycle- und des Mischfonds einander anndhern und sich die Struktur

in zwei Bereiche einteilen lésst.

Im Teil mit einer Gedéchtnishalbwertszeit von mehr als 5 Jahren werden kaum noch
Unterschiede des Nutzens durch den Verlustaversionsparameter A\ verursacht, d.h. der
Nutzenunterschied zwischen Lifecycle- und Mischfonds ist fiir einen sehr verlustaversen

Anleger beinahe identisch wie fiir einen weniger verlustaversen Anleger. In diesen Féllen
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Abbildung 6.14: MCPT®*-Nutzen Differenz mit Gedéchtnis zwischen LC- und Misch-

fonds bei p = 1, Gedéchtnis mit Halbwertszeit zwischen 0 und 10 Jahren
und TK bzw. Prelec.

ist der Unterschied zwischen Lifecycle- und Mischfonds nur sehr gering und den Aus-
schlag, ob der Lifecycle- oder der Mischfonds besser ist, hingt in erster Linie von der
Wahrscheinlichkeitsgewichtung ab. Bei einer unverzerrten Wahrscheinlichkeit (v = 1)
ist der Mischfonds im Vorteil, wahrend bei einer subjektiven Wahrscheinlichkeitsgewich-

tung mit starker Ubergewichtung von seltenen Ereignissen (v = 0,6) der Lifecycle Fonds
tendenziell besser ist.

Bei einer Gedéachtnishalbwertszeit von unter 5 Jahren zeigt sich allerdings ein ande-
res Bild. Zwar ist der absolute Unterschied zwischen Lifecycle- und Mischfonds immer
noch von der Wahrscheinlichkeitsgewichtung abhéingig, allerdings ist in diesen Féllen der
Einfluss der Verlustaversion (\) deutlich stérker und fithrt dazu, dass in allen Féllen fiir
A > 1 der Lifecycle- besser als der Mischfonds ist und lediglich bei einer Gedéchtnis-

halbwertszeit von unter einem Jahr und A < 1 der Mischfonds einen Vorteil gegeniiber
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6 MCPT Analyse im Einmalbeitragstall

dem Lifecycle Fonds besitzt.

Wird die Gedéachtnishalbwertszeit ausgeblendet, d.h. im Fall HWZ = 0, ergibt sich
der bereits in Abschnitt 6.1 beschriebene Fall der Power Wertefunktion mit @ = 1 und
p = 1. In den hier durchgefithrten Auswertungen zeigt sich, dass durch die Hinzunahme
der Modellierung eines Gedéchtnisses, sich die Nutzen der beiden Fondstypen einan-
der annéhern. Dies lasst sich dadurch erklédren, dass die hohen Wertverluste bei der
Betrachtung des Mischfonds nicht mehr so stark beriicksichtigt werden, da sie mit vor-
herigen Gewinnen ausgeglichen werden, die bei einer hoheren Gedéchtnishalbwertszeit
sich ldnger auswirken konnen. Dadurch wiegt der Nachteil von hohen Verlusten nicht

mehr ganz so stark, wenn im Vorfeld hohe Gewinne erzielt wurden.

Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass die Beriicksichtigung eines Anlegergedécht-
nisses die Unterschiede im Nutzen von Lifecycle- und Mischfonds tendenziell verringert.
Trotzdem besteht noch, vor allem bei Gedéachtnishalbwertszeiten von unter 5 Jahren,
eine starke Tendenz dazu, dass insbesondere verlustaverse Anleger mit dem Lifecycle

Fonds einen hoheren Nutzen erzielen und dementsprechend diesen bevorzugen.
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7/ MCPT Analyse im laufenden
Beitragsfall

Analog zur Beschreibung der Ergebnisse des Einmalbeitragsfalles in Kapitel 6 findet in
Kapitel 7 die Untersuchung des MCPT*-Nutzen fiir den laufenden Beitragsfall statt. Es
werden hierzu die in Kapitel 5.1.2 beschriebenen Fonds fiir den laufenden Beitragsfall
verwendet. Erneut wird neben dem Vergleich zwischen Lifecycle- und Mischfonds auch
eine kurze Betrachtung des Mischfonds+ im laufenden Beitragsfall gegeben, um den

Einfluss des Gebiihrenfaktors zu beschreiben.

Das Vorgehen ist dabei identisch zu dem im Einmalbeitragsfall, d.h. zuerst werden in Ab-
schnitt 7.1 Sensitivitdtsanalysen durchgefiihrt, deren Hauptergebnisse in Unterabschnitt
7.1.4 in einer Ubersicht zusammengefasst und interpretiert werden. AnschlieBend werden
in Abschnitt 7.2 erneut Anleger mit unterschiedlichen Risikoaversionen betrachtet und
eine genaue Analyse der Verteilungen der MCPT"-Nutzen durchgefiihrt. Im abschlieflen-
den Abschnitt 7.3 wird der in Kapitel 3.2.5 eingefiihrte Fall der Gedéchtnismodellierung

untersucht.

7.1 Sensitivitatsanalysen im laufenden Beitragsfall

Zu Beginn und in Abschnitt 7.1.3 werden die Einfliisse der verschiedenen Parameter
auf die Differenzen zwischen Lifecycle- und Mischfonds bzw. Mischfonds+ analysiert. In
Abschnitt 7.1.2 wird die Entwicklung des MCPT"-Nutzen fiir den Lifecycle- und Misch-
fonds, wie in Kapitel 6.1 beschrieben, betrachtet.

Es werden dabei stets die in Kapitel 5.1 in Tabelle 5.5 beschriebenen Fonds verwendet.
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7 MCPT Analyse im laufenden Beitragsfall

7.1.1 o - )\ - Sensitivitat

Im ersten Teil wird eine Analyse beziiglich a und A der verschiedenen Funktionenkom-
binationen in Verbindung mit verschiedenen Wahrscheinlichkeitsgewichtfaktoren v ohne
Zeitdiskontierung durchgefiihrt. Der Einfluss der Zeitdiskontierung wird im Anschluss
naher betrachtet.

Untersuchung unterschiedlicher Wertefunktionen im Fall ohne Zeitdiskontierung,
dh.p=1

(a) Power Wertefunktion
Der erste Fall behandelt die Kombinationen aus einer Power Wertefunktion und
einer Tversky Kahneman bzw. Prelec Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion. Ab-
bildung 7.1 zeigt fiir diese Félle mit Hilfe der gleichen Darstellungsweise wie in

Kapitel 6.1 die Ergebnisse der o - A\ - Auswertungen fiir verschiedene -Werte
(0,6, 0,8, 1).

MCPTY
McCPTY
MCPTY

CSCSCSSSEX XN
"”lv” &
""“
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MCPT"

(d) Prelec v = 0.6 (e) Prelec v =10.8 (f) Prelec y =1

Abbildung 7.1: Power MCPT*"-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds bei p =
1, a € [0.5,1] und TK bzw. Prelec.
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7 MCPT Analyse im laufenden Beitragsfall

Abbildung 7.1 veranschaulicht, dass auch im laufenden Beitragsfall die Tvers-
ky Kahneman und die Prelec Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen vergleichbare
Auswirkungen auf den Nutzen besitzen, die sich lediglich im Hinblick auf risiko-
affine Anleger mit einer hohen Sensitivitdt auf die Wahl des Fonds leicht unter-
scheiden. Erneut wirkt sich der Verlustaversionsparameter A entscheidend auf die
Differenz aus. Insgesamt lésst sich feststellen, dass die Ergebnisse im Hinblick auf
die Fondswahl sehr dhnlich zum Einmalbeitragsfall sind. So gilt auch hier, dass
fiir einen Verlustaversionsparameter von A > 1 der Lifecycle Fonds in allen be-
trachteten Féllen einen hoheren Nutzen als der Mischfonds erzeugt. Neben den
Unterschieden in der absoluten Hohe der Differenzen, die ihre Ursache in den
hoheren Schwankungen haben, ist im Gegensatz zum Einmalbeitragsfall aber auch
zu erkennen, dass bei einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung der Lifecycle Fonds im
laufenden Beitragsfall, bis auf ganz wenige Ausnahmen, stets den Mischfonds do-
miniert. Im Fall v = 0, 6 sogar fiir alle betrachteten A\ und . Auch ist der Einfluss
von « auf die Differenz im Vergleich zum Einmalbeitragsfall sehr dhnlich. So folgt
insbesondere fiir Anleger mit A < 1, dass sie mit geringerer Abnahme der Sensiti-
vitét (o nahe eins) zunehmend zum Mischfonds tendieren. In den anderen Fillen
fiir A verdndert sich hauptsichlich die absolute Hohe der Differenz. Dabei ver-
groflert sich fiir Anleger mit A > 1 der Nutzenvorteil durch den Lifecycle Fonds
mit zunehmendem «. Ein Unterschied zum Einmalbeitragsfall zeigt sich in der
Kriimmung in « fiir feste A, die hier deutlich stérker ist, insbesondere fiir risiko-
averse Anleger (A > 1) mit einer hohen Sensitivitdt (o nahe eins). Die Ursache
liegt erneut in den deutlich héheren absoluten Schwankungen im Vergleich zum

Einmalbeitragsfall (Vergleiche hierzu Ausfithrungen und Tabellen in Kapitel 5.3).

(b) Exponential Wertefunktion

Bei den Kombinationen mit der Exponential Wertefunktion lassen sich vergleich-
bare Ergebnisse wie im vorherigen Fall erkennen!. Abbildung 7.2 zeigt die Kom-
bination mit der Tversky Kahneman Wahrscheinlichkeitsgewichtung. Erneut wird
der Lifecycle Fonds lediglich in kleinen Bereichen fiir A < 1 und o < 0,04, also

unter einer geringeren Abnahme der Sensitivitét, als schlechter als der Mischfonds

I'Eneut ist darauf hinzuweisen, dass fiir die Exponential Wertefunktion bei zunehmendem Sensiti-
vitdtsparameter «, umgekehrt zur Power und Quadratischen Wertefunktion, die Sensitivitit ab-
nimmt und nicht zunimmt (Vergleiche Tabelle 3.2.3).
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7 MCPT Analyse im laufenden Beitragsfall

McPTY

(a) TK v=10.6

Abbildung 7.2: Expo MCPT*-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds bei p = 1,
a € (0,0.1] und TK.

wahrgenommen. Des Weiteren ist bei einer Zunahme der Wahrscheinlichkeitsge-
wichtung der Lifecycle Fonds zunehmend im Vorteil. Die Kriimmung zeigt die
gleichen Charakteristika wie im Fall der Power Wertefunktion (konvex fiir grofie
A, konkav fiir kleine A und besonders stark fiir Anleger mit hoher Sensitivitat),

allerdings ist sie hier weniger stark ausgeprégt.

(c) Quadratische Wertefunktion

(a) TK v =0.6 (b) TK v =0.8 (¢c) TKy=1

Abbildung 7.3: Quadratischer MCPT*-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds
bei p =1, a € [20,120] und TK .

Bei der Betrachtung der Quadratischen Wertefunktion sind die Vorteile des Lifecy-
cle Fonds noch deutlicher. In Abbildung 7.3 l&sst sich fiir den Tversky Kahneman
Fall erkennen, dass der Lifecycle Fonds lediglich fiir A < 0,5 und vor allem unter

Ausblendung der Wahrscheinlichkeitsgewichtung schlechter als der Mischfonds ist.
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7 MCPT Analyse im laufenden Beitragsfall

In den anderen Féllen ist der Lifecycle Fonds deutlich besser als der Mischfonds.
Wie im Einmalbeitragsfall zeigt sich auch hier bei der Quadratischen Wertefunk-
tion ein im Vergleich zu den Auswertungen der beiden anderen Wertefunktionen
anderes Kriimmungsverhalten in «. Insbesondere ist es fiir A > 1 stets konkav und
erneut, im Gegensatz zu den vorherigen Fiéllen, im Bereich der Anleger mit einer

geringen Sensitivitét (kleine o) besonders stark.

Insgesamt zeigt dieser Teil des ersten Abschnittes, dass die Ergebnisse im laufenden
Beitragsfall, beziiglich der Differenzen fiir alle Kombinationen von Wertefunktionen und
Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen, vergleichbar sind und die Wahl der Funktionen-
kombination nur einen geringen Einfluss auf die Interpretation der Resultate besitzt.
Vor allem die Ergebnisse fiir Anleger, die der Grundannahmen der Prospect Theorie
entsprechen (A > 1), sind fiir alle Funktionenkombinationen in ihrer Struktur sehr dhn-
lich. Des Weiteren zeigt sich, dass der bereits im Einmalbeitragsfall eingetretene Vorteil
des Lifecycle Fonds im laufenden Beitragsfall noch verstiarkt wird und fiir einen Grofteil
der Anleger, insbesondere fiir alle Prospect Theorie Anleger (A > 1) der Lifecycle Fonds,
klar zu bevorzugen ist. Erneut ist der grofite Unterschied im Kriimmungsverhalten in «
fiir feste A festzustellen. So besitzen Power und Exponential Wertefunktion fiir A > 1
ein konvexe Struktur in «, die besonders fiir Anleger mit hohen Sensitivitéiten stark aus-
geprigt ist, wiahrend die Quadratische Wertefunktion, vor allem fiir Anleger mit einer

geringen Sensitivitét, eine konkave Struktur in diesem Bereich aufweist.

Einfluss der Zeitdiskontierung am Beispiel der Power Wertefunktion mit Tversky

Kahneman Wahrscheinlichkeiten

In Abbildung 7.4 wird der Einfluss der Zeitdiskontierung deutlich. Es zeigt sich, dass sich
zum einen die absoluten Werte der Differenzen bei positiver Zeitdiskontierung erhohen.
Zum anderen zeigt sich auch, dass eine positive Zeitdiskontierung eine Verschiebung zu
Gunsten des Mischfonds und eine negative Diskontierung eine Verschiebung zum Vorteil
des Lifecycle Fonds verursacht. Diese Ergebnisse entsprechen damit auch den Resultaten
im Einmalbeitragsfall. Dariiber hinaus fiihrt eine negative Diskontierung mit p = 0,98
bereits zu einer positiven Verschiebung der zuvor negativen Differenzen, die dazu fiihrt,
dass dann der Lifecycle Fonds fiir alle Anleger in allen Fillen besser abschneidet als der
Mischfonds.
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Abbildung 7.4: Power MCPT"-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds bei a €
[0.5,1] und TK.

7.1.2 Entwicklung des MCPT"“-Nutzen a-Sensitivitat

Im zweiten Teil des ersten Abschnittes wird die Entwicklung des MCPT"-Nutzen fiir den
Lifecycle- und Mischfonds, wie im Einmalbeitragsfall in Abschnitt 6.1.2, untersucht. Es
werden erneut die MCPT®-Nutzen Verldufe von Lifecycle- (blau) und Mischfonds (rot)
abgebildet. Zuerst findet eine Analyse der Auswirkung von A auf die Verldufe statt.
Anschlieilend werden die gleichen zwei exemplarischen Fille (A = 2,5 und A = 0,4) wie

im Einmalbeitragsfall im Detail betrachtet.
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Einfluss von )\ auf die a-Sensitivitat im Fall p =~ =1

Auch in dieser Analyse wird sehr deutlich, dass der Verlustaversionsparameter A einen
entscheidenden Einfluss auf den MCPT®*-Nutzen hat. In Abbildung 7.5 , in welcher fiir
verschiedene Werte von A die MCPT*-Nutzen Verldufe im Fall mit einer Power Wer-
tefunktion und ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung und Zeitdiskontierung abgebildet
sind, wird ersichtlich, dass die Verldaufe ein dhnliches Muster wie im Einmalbeitragsfall

aufweisen.
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Abbildung 7.5: Einfluss von A\ auf die o Sensitivitdt der Power MCPT"-Nutzen Ent-
wicklung von LC- und Mischfonds bei p =y =1, € [0.5,1] und TK.

Fiir den Fall A = 0,5 und A = 1 sind die Endwerte und auch die Verldaufe anndhernd
gleich. Selbst bei einer Verlustaversion mit A = 2 sind die Unterschiede noch vergleichs-
weise klein. Allerdings zeigt sich fiir A > 2 der Effekt der hoheren Aktienfondsanteile
zu Beginn der Laufzeit und der héheren Sicherheit am Ende der Laufzeit des Lifecycle
Fonds. So unterscheiden sich die Steigungen mit wachsendem \ zwischen Lifecycle- und

Mischfonds Nutzen zunehmend. Wihrend die Steigung des Mischfonds Nutzen immer
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mehr abflacht, entsteht beim Lifecycle Fonds erneut eine zunéchst fallende und zum
Ende der Laufzeit wachsende Struktur.

Im Vergleich zum Einmalbeitrag schneidet der Lifecycle Fonds fiir A > 2 erst deutlich
spater den Mischfonds Nutzen, z.B. fiir A = 2,5 erst in den letzten 5-10 Jahren. Dies ist
unter anderem auf die unterschiedliche Aktien- und Rentenfondsstrukur im laufenden
Beitragsfall im Vergleich zum Einmalbeitragsfall zu erklaren. Im laufenden Beitragsfall
ist der Mischfonds mit einem Aktienfondsanteil von 41,73% (Einmalbeitragsfall: 58,16%)
deutlich vorsichtiger bzw. sicherheitsorientierter und dementsprechend fiir einen risiko-
aversen Anleger attraktiver.

Der Lifecycle Fonds generiert dariiber hinaus in allen betrachteten Fallen einen positiven
Gesamtnutzen, wahrend der Mischfonds Nutzen fiir A = 4 und a < 0, 8 negative Werte
annimmt.

Bei der Sensibilitdt im Bezug auf «, d.h. auf die Gewinn- und Verlustsensitivitét, zeigen
sich die Unterschiede besonders in den letzten Jahren der Laufzeit. So ist der Gesamt-
nutzen bei hoherer Sensitivitét fiir beide Fonds etwas gréfer. Vor allem fiir grofie A ver-
groflert dieser Effekt die Differenz zwischen Lifecycle- und Mischfonds, da der Lifecycle

Fonds in den letzten Jahren deutliche Nutzenvorteile gegeniiber dem Mischfonds besitzt.

In den weiteren Betrachtungen werden auch in diesem Kapitel zwei Fille (A = 2,5

und A = 0,4) im Folgenden genauer untersucht.

a-Sensitivitdt im Fall A\ =25

A: Einfluss der Zeitdiskontierung p am Beispiel der Power Wertefunktion
mit Tversky Kahneman Wahrscheinlichkeiten
Der Einfluss der Zeitdiskontierung wird in Abbildung 7.6 gezeigt. Es zeigt sich,
dass sich die absoluten Werte und der Zeitpunkt, zu welchem der Lifecycle Fonds
den Mischfonds schneidet, dndern. Die Grundstruktur bleibt jedoch vergleichbar.
Genau wie im Einmalbeitragsfall gilt, dass bei einer negativen Diskontierung der
Lifecycle Fonds Nutzen erst zu einem spéteren Zeitpunkt besser als der Mischfonds
Nutzen ist. Umgekehrt bewirkt eine positive Diskontierung einen fritheren Vorteil

fiir den Lifecycle Fonds.
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Abbildung 7.6: Power MCPT*-Nutzen Entwicklung LC- und Mischfonds bei v =1, €
[0.5,1] und TK sowie verschiedene p.

B: Einfluss der Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion am Beispiel der Power
Wertefunktion (ohne Zeitdiskontierung)
Als néchstes wird die Wahrscheinlichkeitsgewichtung untersucht. Es werden dazu
in Abbildung 7.7 die beiden Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen fiir verschiede-
ne « betrachtet. Es ldsst sich beobachten, dass eine zunehmende Wahrscheinlich-
keitsgewichtung zu einem geringeren Nutzen der beiden Fondstypen fiihrt. Bei einer
Wahrscheinlichkeitsgewichtung von v = 0,6 ist der Gesamtnutzen fiir den Misch-
fonds sogar in allen Féllen negativ, wobei der negative Gesamtnutzen hauptséchlich
in den letzten Jahren entsteht. Der Lifecycle Fonds erzielt nur in der Tversky Kah-
neman Version fiir vy = 0,6 und o < 0,7, d.h. bei einer stark abnehmenden Gewinn-
und Verlustsensitivitét, einen leicht negativen Nutzen. Insgesamt fithrt eine erhohte
Wahrscheinlichkeitsgewichtung zu einem stérkeren Vorteil des Lifecycle Fonds im
Vergleich zum Mischfonds.
Die Prelec Version verstarkt, wie im Einmalbeitragsfall, die Effekte am Ende der

Laufzeit. Die Struktur der Ergebnisse ist dennoch in beiden Fillen vergleichbar.
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Abbildung 7.7: Einfluss der Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion auf die Power MCPT"-
Nutzen Entwicklung fiir LC- und Mischfonds bei p = 1, € [0.5, 1].

Auch im laufenden Beitragsfall hat die Wahrscheinlichkeitsgewichtung einen deutli-
chen Einfluss auf die Verlaufe. Wahrend der Lifecycle Fonds in den letzten Jahren
noch einen erhohten positiven Nutzen generieren kann, gilt fiir den Mischfonds,
dass mit zunehmender Wahrscheinlichkeitsgewichtung kein positiver Nutzen mehr
erzielt wird, da das Risiko (Aktienfondsanteil) tiber die gesamte Laufzeit zu hoch
ist und dementsprechend von einem Anleger, der seltene Ereignisse und damit auch

seltene hohe Verluste iibergewichtet, bestraft wird.

C: Betrachtung verschiedener Werte- und Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunk-
tionskombinationen (ohne Zeitdiskontierung)
AbschlieBend wird zum Fall A = 2,5 noch eine Ubersicht iiber eine Auswahl von
Funktionenkombinationen in Abbildung 7.8 gegeben. Es zeigt sich erneut, dass

in allen Funktionenkombinationen vergleichbare Resultate entstehen. In allen be-
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trachteten Féllen iibertrifft der Lifecycle Fonds, aufgrund der Nutzenvorteile in
den letzten Jahren, den Mischfonds gegen Ende der Laufzeit und erzielt zudem

einen hoheren Gesamtnutzen.
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Abbildung 7.8: MCPT"-Nutzen Entwicklung fiir LC- und Mischfonds fiir verschiedene
Funktionskombinationen bei p = 1,a € [0.5,1] (Power), a € (0,0.1]
(Expo), a € [20,120] (Quad) sowie verschiedene +.

a-Sensitivitat im Fall A = 0,4

Fiir den Fall A = 0,4 wird in Abbildung 7.9 ein Eindruck der Ergebnisse vermittelt. Es
zeigt sich, dass in beinahe allen Féllen der Lifecycle Fonds iiber die gesamte Laufzeit
einen kleinen Nutzenvorteil besitzt, der gegen Ende der Laufzeit nahezu verschwindet.
Der Nutzenvorteil fiir den Lifecycle Fonds entsteht hier hauptséichlich in den ersten Jah-
ren, d.h. in den Jahren, in welchen der Lifecycle Fonds einen héheren Aktienfondsanteil
besitzt als der Mischfonds. Gegen Ende der Laufzeit generiert der Mischfonds einen
hoheren Nutzen, wodurch die Gesamtnutzen am Ende der Laufzeit in allen Féllen bei-

nahe identisch sind.
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Abbildung 7.9: MCPT"-Nutzen Entwicklung fiir LC- und Mischfonds fiir verschiedene
Funktionskombinationen bei p = 1, € [0.5,1] (Power), a € (0,0.1]
(Expo), a € [20,120] (Quad) sowie verschiedene 7.

Auch im laufenden Beitragsfall zeigt sich also, dass bei einer Uberbewertung der Gewinne
sich die Nutzen von Lifecycle- und Mischfonds einander annidhern. Im Gegensatz zum
Einmalbeitragsfall reicht eine Uberbewertung der Gewinne mit dem Faktor 2,5 nicht

aus, um einen Vorteil fiir den Mischfonds ableiten zu kénnen.

7.1.3 Vergleich zum Mischfonds+

In diesem Teil des Abschnittes wird eine Analyse des in Kapitel 5.1.2 eingefiithrten Misch-
fonds+ im laufenden Beitragsfall durchgefiihrt.

Die Ergebnisse sind beinahe deckungsgleich zu denen im Einmalbeitragsfall. Aufgrund
der niedrigeren Gebiihren des Mischfonds im Vergleich zum Einmalbeitragsfall fallen die
Auswirkungen jedoch etwas schwécher aus. So erzielt der Mischfonds+ nur ein leicht

besseres Ergebnis als der Mischfonds bei der Betrachtung des MCPT*-Nutzen. Der Li-
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fecycle Fonds erzielt trotzt der leicht schlechteren Endwertverteilung fiir alle Prospect

Theorie Anleger (A > 1 und 7 < 1) einen teilweise deutlich hoheren Nutzen.

MCPTY
MCPT"
MCPTY

MCPT"

McPTY
McPTY

(d) Mischfonds v = 0.6 (e) Mischfonds v = 0.8 (f) Mischfonds v =1

Abbildung 7.10: Power MCPT"-Nutzen Differenz zwischen LC- und Mischfonds+ bzw.
Mischfonds bei p = 1, « € [0.5, 1] und TK.

Dies zeigt, dass auch im laufenden Beitragsfall die Unsicherheiten in den letzten Jah-
ren dazu fithren, dass der Mischfonds+ trotz einer besseren Endwertverteilung einen
Nutzennachteil gegeniiber dem Lifecycle Fonds, der gegen Ende sicherheitsorientierter

investiert, besitzt.

7.1.4 Uberblick im laufenden Beitragsfall

Abschliefend wird in diesem Abschnitt eine Zusammenfassung der Ergebnisse fiir den
laufenden Beitragsfall in einer Tabelle gegeben, die einen schnellen Uberblick iiber die
Nutzenvorteile verschiedener Anleger fiir den Fall ohne Zeitdiskontierung gibt. Tabelle
7.1 verwendet die Unterscheidungsmerkmale der Anleger, die bereits im Einmalbeitrags-

fall in Tabelle 6.1 genutzt wurden. Insbesondere steht n fiir eine weitgehend neutrale
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Gewinn- und Verlustsensitivitatsauspragung, 7 fiir eine Sensitivitit, die etwas stéirker

abnimmt und 7 fiir eine sehr stark abnehmende Sensitivitéitsauspragung.

A
v Ja [0-05[05-1[1-15]15-2]>2

n |- LC, |LC, |LC.. |LC.,
06|, |LC |LC, |LC. |LC, |LCi.
2 lLCc |Lc |Lo, | Lo, | LC.
n | M - LC, |LC, |LC.,
08| ~ |- LC |LC, |LC, |LCy,
AL |Lc |Lc | Lo, | Les
n | M, |M LC | LC, | LC.,
1 | | M . LC |LC, |LCy
e LC |LC |LC | LCy

Tabelle 7.1: Ubersicht der Ergebnisse im laufenden Beitragsfall.
M=Mischfonds leicht im Vorteil, M,=Mischfonds im Vorteil,
M, =Mischfonds deutlich im Vorteil,
- = vergleichbare Nutzen / kein Vorteil eindeutig zu bestimmen,
LC=Lifecycle leicht im Vorteil, LC;=Lifecycle im Vorteil, LC, ,=Lifecycle
deutlich im Vorteil

Der MCPT Ansatz gibt auch im laufenden Beitragsfall eine Moglichkeit, den Nutzen fiir
verschiedene Verldufe von unterschiedlichen Fondstypen quantitativ zu messen und zwi-
schen verschiedenen Anlegerklassen zu unterscheiden. Es zeigt sich insgesamt, dass der
Sicherheitsvorteil den der Lifecycle Fonds am Ende der Laufzeit dem Anleger bietet, ins-
besondere fiir Prospect Theorie Anleger, einen deutlich besseren Nutzen hervorbringt.
Bei Anlegern, die nicht der Prospect Theorie entsprechen (A < 1), ist meistens keine
klare Tendenz fiir oder gegen einen Fondstyp auszumachen, da die Nutzen nahezu iiber-
einstimmend sind. Fiir diese Anleger sind die Wahrscheinlichkeitsgewichtung und der
a-Wert entscheidend. Allerdings gilt, dass lediglich fiir Anleger, die absolut im Gegen-
satz zur Prospect Theorie stehen (A < 0,5, v = 1 und nur eine sehr langsam abnehmende
Gewinn- und Verlustsensitivitéit), der Mischfonds deutlich besser ist. Betrachtet man die

Ergebnisse fiir A > 1, so lasst sich ein deutlicher Vorteil fiir den Lifecycle Fonds erkennen.
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7.2 Analyse ausgewahlter MCPT" Investoren

Nachdem in Abschnitt 7.1 eine ausfiihrliche Untersuchung des MCPT*-Nutzen im lau-
fenden Beitragsfall gegeben wurde, folgt in diesem Abschnitt eine Betrachtung bestimm-
ter Anleger. Es werden erneut, wie im Einmalbeitragsfall, drei Anlegertypen genauer
betrachtet:

e risikoaffiner Anleger (A = 0,4),
e risikoneutraler Anleger (A = 1),
o risikoaverser Anleger (A = 2,5).

Der Parameter « ist fiir alle Anleger auf 0, 8 gesetzt, d.h. es wird eine mittlere Abnahme
der Gewinn- und Verlustsensitivitdt unterstellt (vergleichbar mit ) und es wird stets
eine Power Wertefunktion in Kombination mit einer Tversky Kahneman Wahrschein-

lichkeitsgewichtung mit v = 0,8 und v = 1 analysiert.

Auf Basis der Auswertungen in Abschnitt 7.1 lésst sich feststellen, dass sich fiir den
risikoaffinen Anleger keine klare Tendenz fiir oder gegen einen der beiden Fonds ergibt.
Beim risikoneutralen Anleger zeigt sich nur ein geringer Vorteil fiir den Lifecycle Fonds.
Der risikoaverse Anleger dagegen erhélt einen deutlichen Vorteil aus dem Lifecycle Fonds.
Es werden nun auch fiir den laufenden Beitragsfall die Verteilungen des MCPT"-Nutzen
(bzw. der Differenzen) untersucht, um einen besseren Eindruck iiber die Zusammenset-

zung des Nutzens zu erhalten.

In Abbildung 7.11 sind die Verteilungen der MCPT"-Nutzen Differenzen in den be-
trachteten Fillen mit Hilfe von Histogrammen dargestellt.

Bei der Betrachtung des risikoaffinen Anlegers zeigt sich, dass der Mittelwert (-0,03 bzw.
1,30) und der Median (-0,85 bzw. -0,54) fiir v = 1 sehr nahe beieinander sind, wihrend
bei einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung der Abstand zunimmt, was durch die Zunahme
der extremen Ereignisse (grofie Differenzen) verursacht wird, die sich in den Tails fiir
~v = 0,8 erkennen lassen. Fiir diese Anleger zeigt sich insgesamt eine beinahe symmetri-
sche Verteilung, die allerdings leicht mehr negative (52,83% bzw. 51,83%) als positive

Werte aufweist.
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Abbildung 7.11: Verteilung der MCPT®"-Nutzen Differenz zwischen Lifecycle- und
Mischfonds.

Bei der Analyse des risikoneutralen Anlegers fillt auf, dass sich wie im Einmalbeitragsfall
die Verteilung im Vergleich zum risikoaffinen Anleger leicht zum Vorteil des Lifecycle
Fonds verschiebt. Sowohl der Mittelwert (1,97 bzw. 3,91) als auch der Median (1,01
bzw. 1,52) sind in beiden Féllen leicht positiv. Erneut zeigt sich, dass bei einer stérke-
ren Wahrscheinlichkeitsgewichtung der Unterschied zwischen Median und Mittelwert
aufgrund der groferen Tails zunimmt. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Mischfonds als
besser wahrgenommen wird, betragt nur noch 47,14% bzw. 46,05%, im Gegensatz zum
risikoaffinen Anleger, dessen Wahrscheinlichkeit fiir diesen Fall bei 52,83% bzw. 51,83%
liegt. Dies bedeutet aber, dass auch fiir diese Anleger in beinahe jedem zweiten Fall der
Mischfonds als besser wahrgenommen wird als der Lifecycle Fonds, weshalb der Vorteil

fiir den Lifecycle Fonds nur sehr gering ist.

Der Effekt der Wahrscheinlichkeitsgewichtung ist auch im laufenden Beitragsfall fiir
den risikoaversen Anleger am stérksten. So steigen insbesondere die Félle, in denen der
Lifecycle Fonds einen Nutzenvorteil von mehr als 50 hat, {iberproportional. Dies hat zur
Folge, dass der Mittelwert (10,46) deutlich groer als der Median (5,52) ist. Der tatséchli-
che Nutzen fallt mit einer Wahrscheinlichkeit von 53,52% bzw. 57,72% niedriger aus als
der Mittelwert. Bereits ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung zeigt sich in diesem Fall der
Vorteil fiir den Lifecycle Fonds im Mittelwert (6,98) und im Median (5,14). Allerdings
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ist im Gegensatz zum Einmalbeitragsfall die Wahrscheinlichkeit, dass der Mischfonds
dennoch ein besseres Ergebnis erzielt, mit 40,28% bzw. 41,24% noch relativ hoch. Das
bedeutet, dass trotz eines deutlich besseren MCPT"-Nutzen der Lifecycle Fonds in 4 von
10 Féllen im tatsédchlichen Nutzen schlechter wahrgenommen wird als der Mischfonds.
Dies liegt insbesondere an der deutlich konservativeren Zusammenstellung des Misch-
fonds mit einem geringeren Aktienfondsanteil von 41,73% (Einmalbeitragsfall: 58,16%),

der auch bereits in Abschnitt 7.1.2 angesprochen wurde.

A=0.4 A=0.4
5000 | [l Lifecycle 5000/ [ Mischfonds
— Mittelwert — Mittelwert
—— Median —— Median
foo -50 0 50 100 150 200 _foo -50 0 50 100 150 200
A=1 A=t
5000} ‘ ‘ - ‘ ‘ p 5000 -
S0 -50 0 50 100 150 200 _foo -50 0 50 100 150 200
A=2.5 A=2.5
s000l ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 7 s000T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 7
900 _50 0 50 100 150 200 00 50 0 50 100 150 200
(a) Lifecycle (b) Mischfonds

Abbildung 7.12: Verteilung der MCPT"-Nutzen des Lifecycle- und Mischfonds fiir v = 1.

In Abbildung 7.12 wird die Verteilung des MCPT*-Nutzen fiir den Lifecycle- (links) und
den Mischfonds (rechts) fiir verschiedene Anlegertypen unter Ausblendung der Wahr-
scheinlichkeitsgewichtung dargestellt. Auch im laufenden Beitragsfall ldsst sich erken-
nen, dass der absolute Nutzen mit zunehmender Risikoaversion abnimmt und der Me-
dian stets kleiner als der Mittelwert ist, wobei der MCPT"-Nutzen (Mittelwert) fur
beide Fonds in allen Fallen stets positiv ist. Wahrend im Fall A = 0,4 und A = 1 die
Verteilungen von Lifecycle- und Mischfonds noch beinahe identsich sind, zeigt sich bei
A = 2,5, dass der Mischfonds Nutzen deutlich 6fter negative Werte annimmt als der Life-
cycle Fonds. So ist der Mischfonds Nutzen in 23,11% der Féille negativ und der Lifecycle
Fonds nur in 13,06% der Félle. Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit der hohen negati-
ven Nutzen, wird der Unterschied noch deutlicher, so tritt fiir den Mischfonds in 6,07%

der Félle ein Nutzen von weniger als -20 ein, fiir den Lifecycle Fonds dagegen nur in 0,98%
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der Fille. Insgesamt gilt in diesem Fall, dass die negativen Nutzen des Mischfonds im
Mittelwert -14,34 ergeben, dieser ist deutlich niedriger als der Mittelwert der negativen
Nutzen des Lifecycle Fonds (-8,77). Die Mittelwerte der positiven Nutzen sind dagegen
mit 40,29 (LC) bzw. 39,30 (Mischfonds) vergleichbar. Der MCPT*-Nutzenunterschied
zwischen Lifecyle- und Mischfonds im Fall A = 2,5 wird daher hauptséchlich durch diese
iiberproportionale Zunahme der hohen negativen Nutzen fiir den Mischfonds im Ver-

gleich zum Lifecycle Fonds verursacht.
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Abbildung 7.13: Verteilung der MCPT*-Nutzen des Lifecycle- und Mischfonds fiir v =
0.8.

Abbildung 7.13 zeigt die Verteilungen im Fall einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung von
v =0,8. Fiir A = 0,4 weisen auch hier die Verteilungen von Lifecycle- und Mischfonds
Nutzen groBe Ubereinstimmungen auf. Im Vergleich zum vorherigen Fall v = 1 ist fiir
A = 1 der Unterschied der beiden Verteilungen bereits deutlicher. Der Mischfonds Nut-
zen nimmt hier in 3,89% der Fille negative Werte an, die einen Mittelwert von -6,14
besitzen, wihrend der Lifecycle Fonds Nutzen nur in 1,23% der Fille negativ ist und der
Mittelwert auch nur -3,82 betrigt. Dementsprechend ist auch der Mittelwert des Life-
cycle Fonds Nutzen mit 54,49 grofler als der des Mischfonds mit 50,57. Im Fall A = 2,5
wirken die Prospect Theorie Modellierungen noch stéarker. Der Mittelwert des Lifecycle
Fonds Nutzen ist mit 23,76 deutlich grofler als der des Mischfonds (13,31). Die Wahr-
scheinlichkeit von negativen Nutzen ist im Lifecycle Fonds mit 36,66% erheblich geringer
als im Mischfonds (45,70%) und auch die Mittelwerte der negativen Nutzen sind fiir den
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Lifecycle mit -18,28 deutlich besser als die des Mischfonds mit -29,06.

Dieser Abschnitt zeigt, dass der Lifecycle Fonds im laufenden Beitragsfall im Hinblick
auf die Verteilung des MCPT"-Nutzen fiir den risikoaversen Prospect Theorie Anleger
(A = 2,5) die bessere Wahl ist. Allerdings zeigt sich auch, dass selbst in diesem Fall in
circa 4 von 10 Féllen der Mischfonds einen hoheren tatséchlichen Nutzen erzielt. Der
risikoneutrale Anleger erhélt auch hier durch den Lifecycle Fonds ein leicht besseres Fr-
gebnis. Fiir den risikoaffinen Anleger zeigt sich, dass sich auch bei der Betrachtung der
Verteilung des MCPT"-Nutzen kein eindeutiger Vorteil fiir einen Fonds ergibt, da die
Fille in denen der Lifecycle Fonds besser ist als der Mischfonds und umgekehrt, nahezu

gleich oft eintreten und auch in ihrer Hohe vergleichbar sind.

7.3 Analyse im Gedachtnisfall

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels findet eine Untersuchung des in Kapitel 3.2.5 ein-
gefithrten Gedéchtnisfalles im laufenden Beitragsfall statt. Aus den gleichen Griinden
wie im Einmalbeitragsfall (Abschnitt 6.3) wird nur der Fall ohne Zeitdiskontierung be-
trachtet. Es werden die Auswirkungen der Parameter 7, A\, v auf den MCPT"-Nutzen

untersucht. 7 spiegelt sich mit der Transformation HWZ = —}Sggg in der Gedéchtnis-
halbwertszeit wider.

In Abbildung 6.14 sind die Differenzen zwischen dem MCPT"-Nutzen des Lifecycle-
und des Mischfonds fiir unterschiedliche Verlustaversionslevel A € [0,5], Gedéchtnis-
halbwertszeiten in Jahren (HWZ € (0,10]) und verschiedenen Wahrscheinlichkeitsge-

wichtungen v = 0,6, 0,8, 1, fiir beide Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen zu sehen.

Es zeigt sich, dass mit zunehmender Gedéachtnishalbwertszeit der Nutzen des Misch-
fonds besser als der des Lifecycle Fonds wird, wiahrend der Lifecycle Fonds bei kurzen
Gedéchtnishalbwertszeiten (HWZ < 2 bis 5 Jahre, je nach Wahrscheinlichkeitsgewich-
tung) und insbesondere fiir Prospect Theorie Anleger (A > 1) einen klaren Vorteil hat.
Wie im Einmalbeitragsfall zeigt sich, dass bei zunehmender Gedéchtnishalbwertszeit die
Unterschiede, die durch den Verlustaversionsparameter A verursacht werden, sehr stark
abnehmen und der Nutzenunterschied zwischen Lifecycle- und Mischfonds fiir einen sehr

verlustaversen und einen weniger verlustaversen Anleger beinahe identisch ist. Ob der
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Abbildung 7.14: MCPT®*-Nutzen Differenz mit Gedéchtnis zwischen LC- und Misch-
fonds bei p = 1, Gedéchtnis mit Halbwertszeit zwischen 0 und 10 Jahren
und TK bzw. Prelec.

Lifecycle- oder der Mischfonds besser ist hédngt hier von der Wahrscheinlichkeitsgewich-
tung ab. Fiir v = 1 ist der Mischfonds in diesen Fillen stets besser, dagegen ist fiir

v = 0,6 der Lifecycle Fonds bis zu einer HWZ von 5 Jahren stets besser.

Bei geringer Gedéachtnishalbwertszeit (fiir v = 1, von unter 2 Jahren, fiir v = 0,8, von
unter 3 Jahren, fiir v = 0,6, von unter 5 Jahren) ist der Lifecycle Fonds, insbesondere
fiir verlustaverse Anleger, deutlich besser. Bei einer Wahrscheinlichkeitsgewichtung von
v = 0,6 in der Prelec Version sogar fiir alle Anleger mit einer HWZ von weniger als 5
Jahren. Fiir Anleger ohne Wahrscheinlichkeitsgewichtung ergibt sich allerdings, dass der
Lifecycle Fonds nur fiir Anleger mit einer Gedéchtnishalbwertszeit von unter 2 Jahren

und wenigstens A > 1 besser ist.

Die Ursache des Nachteils des Lifecycle Fonds fiir Anleger mit langem Gedéchtnis liegt
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in dem hoheren Aktienfondsanteil, welchen der Lifecycle Fonds in den ersten 19 Jahren
gegeniiber dem Mischfonds besitzt und tendenziell zu hoheren Risiken (Verlusten) in
diesen Jahren fiihrt (vgl. auch Tabelle 5.11 in Kapitel 5.3). Diese Verluste wirken bei
einem Anleger mit gutem Gedéchtnis lange nach. Da der Lifecycle Fonds allerdings den
Aktienfondsanteil weiter verringert, wird es schwieriger die Verluste, die im Gedécht-
nis noch vorhanden sind, mit hohen Gewinnen auszugleichen. Daher bestraft ein langes
Gedéchtnis das hohere Risiko des Lifecycle Fonds in den ersten Jahren in Verbindung
mit den geringeren Chancen in den letzten Jahren. Im Gegensatz dazu steigen die Verlus-
te des Mischfonds nur durch das zunehmende Fondsvermogen, was bedeutet, dass viele
hohe Wertverluste, die vor allem in den letzten Jahren eintreten, nur iiber einen kurzen
Zeitraum wirken, da die Laufzeit des Fonds zu Ende geht. Diese Tatsachen fithren zu

einem Vorteil des Mischfonds bei hohen Gedéchtnishalbwertszeiten.
Insgesamt zeigt sich damit, dass im laufenden Beitragsfall mit der hier verwendeten

Modellierung eines Anlegergedédchtnisses, der Lifecycle Fonds bei zunehmender Gedécht-

nishalbwertszeit seinen Vorteil gegeniiber dem Mischfonds verliert.

150



8 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen wissenschaftlich fundierten Ansatz zu beschrei-
ben, der es erméglicht die Auswirkungen von Wertentwicklungen von Fonds wéhrend der
Laufzeit auf den Nutzen von Anlegern zu beschreiben und dariiber hinaus auch psycholo-
gische Aspekte zu beriicksichtigen. Dadurch soll die Tatsache, dass insbesondere bei lang-
fristigen Altersvorsorgeprodukten die Planungssicherheit einen entscheidenden Einfluss
auf den subjektiven Nutzen hat, welche bei der Bestimmung des Nutzens mittels Me-
thoden der klassischen Erwartungsnutzentheorie weitestgehend ausgeblendet wird, ein-
bezogen werden. Aufbauend auf der Arbeit Life-cycle Funds: Much Ado about Nothing?
(2013, [Gral3]) von Graf wird anschlieffend mit Hilfe dieses Ansatzes der Einfluss von
Wertschwankungen wahrend der Laufzeit auf den subjektiven Nutzen von Lifecycle- und
Mischfonds mit vergleichbaren Verteilungen der Vertragsguthaben am Ende der Anspar-

phase untersucht und verglichen.

Zu Beginn der Arbeit werden in Kapitel 2 die verwendeten stochastischen und finanz-
mathematischen Grundlagen beschrieben. Dabei werden insbesondere die betrachteten
Kapitalmarktmodelle, mit deren Hilfe die Fortschreibungen der Fonds modelliert wur-
den, eingefithrt. Neben einem klassischen Black-Scholes-Merton Ansatz (CIR-BSM) er-
weitert um eine mit dem Cox-Ingersoll-Ross Modells (CIR) modellierten Short Rate,
wurde zudem ein ebenfalls um eine CIR Short Rate erweitertes Heston Modell (CIR-
SV) zur Simulation verwendet. Das CIR-SV unterscheidet sich vom CIR-BSM durch
die stochastische Modellierung der Volatilitdt des Aktienkurses, welche eine oftmals rea-
listischere Ausgestaltung der Volatilitdt ermoglicht. Die verwendeten numerischen Me-
thoden, insbesondere das Euler-Maruyama Verfahren zur Simulation der beschriebenen
Kapitalmarktmodelle und deren Kalibrierung, werden in Kapitel 4 ausfiihrlich behan-
delt. Dariiber hinaus werden in Kapitel 4 die von Graf in (2013, [Gral3]) formulierten
Methoden beschrieben, mit deren Hilfe zu einem beliebigen deterministischen Lifecycle
Fonds in einem Standard Black-Scholes-Merton Modell ein Mischfonds mit identischen
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Verteilungen (Einmalbeitragsfall) bzw. identischen ersten und zweiten Momenten (lau-
fender Beitragsfall) der Vertragsguthaben am Ende der Ansparphase modelliert werden

kann.

Den theoretischen Kern der Arbeit bildet das Kapitel 3, in welchem die entscheidungs-
theoretischen Ansétze beschrieben werden. Dabei handelt es sich zum einen um einen
klassischen erwartungsnutzentheoretischen Ansatz (ENT), welcher einen rationalen An-
leger unterstellt, der den Nutzen des Endvermogens maximieren mochte (Abschnitt 3.1).
Der Nutzen wird hierbei mit Hilfe von Nutzenfunktionen bestimmt. Dabei werden in die-
ser Arbeit drei beziiglich der Risikoaversion verschiedene Typen von Nutzenfunktionen
betrachtet. Exemplarisch wurde fiir jeden Typ ein Beispiel in den spéteren Analysen
verwendet. Dabei handelt es sich um eine Power Nutzenfunktion, die zur Klasse der
CARA (Constant Absolute Risk Aversion) Nutzenfunktionen gehort, eine Exponential
Nutzenfunktion aus der Klasse der CRRA (Constant Relative Risk Aversion) Nutzen-
funktionen und eine Quadratische Nutzenfunktion, die lediglich der HARA (Hyperbolic
Absolute Risk Aversion) Nutzenfunktionen angehort, die eine Oberklasse der CARA
und CRRA Nutzenfunktionen darstellen. Zum anderen wird in Anschnitt 3.2 ein pro-
specttheoretischer Ansatz eingefiihrt, der verschiedene psychologische Einfliisse, wie die
kognitive Verzerrung der Wahrscheinlichkeitsgewichtung, auf den subjektiven Nutzen
eines Anlegers beriicksichtigt. Ein wesentlicher Unterschied der Prospect Theorie (PT)
zur Erwartungsnutzentheorie ist, dass der Nutzen {iber Gewinne und Verluste und nicht
iiber den Endwert des Vermogens bestimmt wird. Zur Bestimmung des Nutzens iiber
Gewinne und Verluste wird eine Wertefunktion v, welche sich in der Sensitivitidt im Be-
zug auf Gewinne und Verluste unterscheidet, verwendet. Hierfiir werden in der Regel
leicht abgednderte Funktionen der Erwartungsnutzentheorie betrachtet. Es werden hier
drei hiufig verwendete Wertefunktionen mit leicht unterschiedlichen Eigenschaften nédher
beschrieben. Dabei handelt es sich um eine Power, eine Exponential und eine Quadrati-
sche Wertefunktion. Daneben wird zur Modellierung der Uber- bzw. Unterschitzung von
geringen bzw. hohen Wahrscheinlichkeiten (subjektive Wahrscheinlichkeitsgewichtung)
eine nicht-lineare Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktion w eingefiihrt, fiir welche mit der
Tversky Kahneman bzw. Prelec Version ebenfalls zwei oft verwendete Ausgestaltungen
niaher betrachtet werden. Allerdings verwendet sowohl die urspriingliche von Tversky
und Kahneman beschriebenen Prospect Theorie als auch die im Anschluss beschriebe-

ne weiterentwickelte Kumulative Prospect Theorie (CPT), welche die Betrachtung von
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stetigen Verteilungen ermoglicht, die Wertschwankung iiber die gesamte Laufzeit. Daher
wird aufbauend auf der Arbeit von Barberis, Huang und Santos, die in Prospect Theo-
rie and Asset pricing (2001, [BHS01]) eine Methode beschreiben, Wertschwankungen
zur Bestimmung des Nutzens zu verwenden, der in dieser Arbeit als Multi-Kumulativer
Prospect Theorie Nutzen (MCPT"-Nutzen) bezeichnete Ansatz eingefithrt (Definition
3.2.10). Der subjektive Nutzen, den ein Anleger aus einer Anlage erhilt, wird in diesem
Ansatz mit Hilfe prospecttheoretischer Werte- und Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktio-
nen iiber mehrere Schwankungen der Kapitalanlage wihrend der Laufzeit definiert und
bietet dementsprechend eine Moglichkeit den Wertverlauf in die Nutzenbestimmung ei-
ner Anlage einzubeziehen. Daneben erméglicht ein Diskontierungsfaktor p die Model-
lierung unterschiedlicher Einfliisse. So kann insbesondere neben der klassischen Diskon-
tierung auch der Effekt modelliert werden, dass Wertschwankungen gegen Ende des
Anlagehorizonts subjektiv schmerzhafter sein konnen als zu Beginn der Laufzeit, da sie
schwerer wieder ausgeglichen werden konnen. Der auf diese Weise definierte MCPT®-
Nutzen bildet die Grundlage der Analysen in dieser Arbeit. Um einen weiteren Effekt
zu betrachten, wird zudem eine ebenfalls auf der Arbeit (2001, [BHS01]) von Barberis,
Huang und Santos aufbauende Erweiterung dieses Ansatzes um ein Anlegergedéchtnis
beschrieben, die es in einem Spezialfall zudem erlaubt, die Risikoaversion des Anlegers
von den Verdnderungen in den vorherigen Zeitperioden abhéngig zu machen (Abschnitt
3.2.5). Dies ermoglicht die Modellierung des Effektes, dass Wertverluste nach vorherigen
Gewinnen als weniger schmerzhaft wahrgenommen werden, da sie durch die vorherigen
Gewinne ausgeglichen werden konnen und umgekehrt Verluste nach vorherigen Verlus-
ten schmerzhafter sind. Dadurch bietet der MCPT"-Nutzen eine Vielzahl an Modellie-
rungsmoglichkeiten und Ausgestaltungen, die es ermoglichen unterschiedliche Typen von

Anlegern zu betrachten und verschiedene Auswirkungen zu untersuchen.

In den Kapiteln 5, 6 und 7 werden die Ergebnisse der Analysen der verwendeten Fonds
dargestellt. Hierzu wurde sowohl im Einmal- als auch im laufenden Beitragsfall jeweils
ein Lifecycle Fonds mit einem jéhrlich linear abnehmenden Aktienfondsanteil sowie ei-
ner Laufzeit von 35 Jahren und ein mit den in Abschnitt 4.1 beschriebenen Methoden
modellierter Mischfonds mit vergleichbaren Vertragsguthaben am Ende der Ansparpha-
se simuliert. Da der Mischfonds durch die Modellierung héhere Gebiihren im Vergleich
zum Lifecycle Fonds besitzt, wird zusétzlich ein Mischfonds+ betrachtet, der den glei-

chen Aktienfondsanteil wie der Mischfonds aufweist, jedoch in der Hohe der Gebiihren
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dem Lifecycle Fonds entspricht. Dies ermoglicht eine zusétzliche Untersuchung des Ein-
flusses der Gebiithren auf die Ergebnisse. In Abschnitt 5.1 zeigt sich durch Vergleiche
der Verteilungen der mittleren jahrlichen Renditen, dass, obwohl die Simulationen in
den komplexeren Kapitalmarktmodellen (CIR-BSM und CIR-SV) durchgefiihrt wur-
den! und die analytischen Modellierungen der aneinander angepassten Fonds auf einem
Standard Black-Scholes-Merton Modell beruhen, die Endwertverteilungen des Lifecycle-
und des Mischfonds im Einmal- und im laufenden Beitragsfall jeweils vergleichbar sind
und nur geringe Unterschiede auftreten. Auch bei der Analyse des Nutzens der Fonds
mit Hilfe der klassischen ENT in Abschnitt 5.2 zeigt sich, dass sowohl der Lifecycle- als
auch der Mischfonds in allen betrachteten Féllen einen beinahe identischen Nutzen ge-
nerieren. Dies bedeutet, dass aus erwartungsnutzentheoretischer Sicht kein Unterschied
darin besteht, in welchen der beiden Fonds ein Anleger investiert. Dariiber hinaus zeigt
Abschnitt 5.3 jedoch, dass im Hinblick auf die jéhrlichen Wertschwankungen, wobei ab-
solute, relative und Wertschwankungen prozentual im Verhéltnis zur Beitragshéhe un-
tersucht wurden, erhebliche Unterschiede zwischen Lifecycle- und Mischfonds bestehen.
Insbesondere ldsst sich beobachten, dass der Lifecycle Fonds die Endwertverteilung mit
deutlich geringeren Schwankungen in den letzten Jahren der Laufzeit erzielt, wihrend bei
einer Anlage in den Mischfonds vor allem in den letzten Jahren sehr hohe Wertschwan-
kungen auftreten. Dadurch beinhaltet der Mischfonds eine hohe Verlustgefahr zum Ende
der Laufzeit und eine damit verbundene hohe Planungsunsicherheit. Abschnitt 5.2 zeigt,
dass diese Unterschiede von der klassischen ENT nicht beriicksichtigt werden, wodurch
die Notwendigkeit der Entwicklung und Verwendung von Methoden, die diese Differen-

zierungsmerkmale beriicksichtigen, verdeutlicht wird.

In den Kapiteln 6 (Einmalbeitragsfall) und 7 (laufender Beitragsfall) werden auf der
Basis der in Abschnitt 3.2.4 eingefithrten Multi-Kumulativen Prospect Theorie mit Hil-
fe der jahrlichen Schwankungen die Nutzen des Lifecycle- und des Mischfonds unter-
sucht und verglichen. Um einen moglichst vollsténdigen Eindruck iiber die Auswirkun-
gen der verschiedenen Gestaltungsmoglichkeiten, welche der MCPT*-Nutzen bietet, zu
geben, werden in den Abschnitten 6.1 bzw. 7.1 zuerst die Ergebnisse zahlreicher Sen-
sitivitdtsanalysen beziiglich der verschiedenen Modellierungsméglichkeiten beschrieben.

Neben den in Abschnitt 3.2 eingefiihrten sechs verschiedenen Funktionenkombinationen

!Beide betrachteten Kapitalmarktmodelle erzeugen im Hinblick auf die in dieser Arbeit untersuchten
Fragestellungen nahezu identische Ergebnisse.
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(3 Wertefunktionen und 2 Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen) wurden hierzu insbe-
sondere die Auswirkungen unterschiedlicher Ausprégungen der Risikoaversion und der
subjektiven Wahrscheinlichkeitsgewichtung ausgewertet. Es zeigt sich dabei sowohl im
Einmal- als auch im laufenden Beitragsfall, dass die Hauptergebnisse fiir alle betrachte-
ten Kombinationen von Werte- und Wahrscheinlichkeitsgewichtsfunktionen vergleichbar
sind. Bereits im Einmalbeitragsfall zeigt sich in allen betrachteten Féllen, dass risiko-
averse Anleger einen deutlich héheren MCPT®*-Nutzen durch die Wahl des Lifecycle-
im Vergleich zum Mischfonds erhalten. Ausschliefilich Anleger, die eine sehr hohen Ri-
sikoaffinitdt aufweisen, erhalten teilweise durch die Wahl des Mischfonds einen leicht
héheren MCPT*-Nutzen. Im laufenden Beitragsfall verstarkt sich der Vorteil des Life-
cycle Fonds zusétzlich. So generiert dieser im laufenden Beitragsfall fiir einen Grofteil
der Anleger einen deutlich hoheren MCPT®*-Nutzen als der Mischfonds. Lediglich fiir
Anleger, die absolut im Gegensatz zur Prospect Theorie stehen, d.h. sehr risikoaffin
sind, keine bzw. nur eine geringe Wahrscheinlichkeitsgewichtung und eine sehr langsam
abnehmende Gewinn- und Verlustsensitivitat aufweisen, erzeugt der Mischfonds einen
besseren MCPT¥-Nutzen. Einen detaillierten Uberblick in welchen Fillen der Lifecycle-
bzw. der Mischfonds im Einmal- bzw. laufenden Beitragsfall besser abschneidet, wird
in den Tabellen 6.1 bzw. 7.1 gegeben. Weitere Auswertungen (vgl. Abschnitt 6.1.2 bzw.
6.1.2) zeigen, dass der Nutzenvorteil des Lifecycle Fonds durch die hohere Sicherheit am
Ende der Laufzeit erzielt wird und dementsprechend die Planungssicherheit, die der Li-
fecycle Fond gegeniiber dem Mischfonds bietet, sich in einem hoheren MCPT"-Nutzen
widerspiegelt. Des Weiteren wird ersichtlich, dass der Einfluss der Zeitdiskontierung,
zumindest in der Frage, welcher der beiden betrachteten Fonds den héheren MCPT"-
Nutzen generiert, auf den Fall von risikoaffinen Anlegern beschréankt ist. Hier wirkt sich
eine negative Diskontierung zum Vorteil des Lifecycle Fonds aus, wdhrend umgekehrt
eine positive Diskontierung sich nachteilig auf diesen auswirkt (vgl. Abschnitt 6.1.1 bzw.
7.1.1).

Aufbauend auf den vorherigen Ergebnissen werden in den Abschnitten 6.2 und 7.2 die
MCPT®"-Nutzen stellvertretender risikoaffiner, risikoneutraler und risikoaverser Anleger
im Detail untersucht. Die Ergebnisse verdeutlichen die zuvor bereits beschriebenen Re-
sultate und zeigen, dass insbesondere fiir einen risikoaversen Anleger, aber auch fiir einen
risikoneutralen Anleger der Lifecycle Fonds die bessere Wahl ist. Ferner zeigt sich, dass
selbst in den Féllen, in welchen der Mischfonds einen hoheren MCPT"-Nutzen gene-

riert (risikoaffiner Anleger), der Vorteil gegeniiber dem Lifecycle Fonds deutlich geringer
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und unsicherer ist. Zusétzlich findet in den Abschnitten 6.1.3 bzw. 7.1.3 ein Vergleich
des Lifecycle- und des Mischfonds+ statt, welcher zeigt, dass trotz der leicht besseren
Endwertverteilung des Mischfond+, der Lifecycle Fonds aufgrund der hoheren Planungs-
sicherheit fiir eine Vielzahl der Anleger immer noch einen héheren MCPT"-Nutzen ge-
neriert.

Abschlieflend findet jeweils in den Abschnitten 6.3 und 7.3 eine Analyse der Auswirkun-
gen des in Abschnitt 3.2.5 beschriebenen Anlegergedéchtnisses auf den MCPT"-Nutzen
statt. Im Einmalbeitragsfall zeigt sich, dass sich unter der Beriicksichtigung des hier mo-
dellierten Anlegergeddchtnisses, die MCPT"-Nutzen des Lifecycle- und des Mischfonds
mit zunehmendem Gedéchtnis tendenziell anndhern. Im laufenden Beitragsfall fithrt ein
zunehmendes Gedéchtnis sogar zu einem Vorteil des Mischfonds gegeniiber dem Lifecy-
cle Fonds.

Insgesamt zeigen die Auswertungen und Analysen in den Kapiteln 6 und 7, dass der
MCPT"-Nutzen eine sinnvolle Methode beschreibt, die es neben einer Vielzahl an Gestal-
tungsmoglichkeiten insbesondere ermoglicht, die Planungssicherheit, welche einen ent-
scheidenden Einfluss auf die Auswahl eines Altersvorsorgeproduktes ausiibt, in Form von
Wertschwankungen zu beriicksichtigen. Die durch die Einbeziehung dieser Komponen-
te gewonnenen Resultate rechtfertigen zusétzlich die Existenz von Lifecycle Fonds und

deren Einsatz zur Altersvorsorge.
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