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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, fiir einen dynamischen Finanzmarkt eine Methode zur Bewertung

verschiedenartiger versicherbarer Risiken vorzustellen.

Ein klassisches Verfahren zur Bewertung von Finanzprodukten stellt die Black-Scholes-
Methode dar. Sie beruht darauf, dass der Auszahlungsstrom eines Finanzproduktes durch
ein geeignetes Portfolio repliziert und damit das zugehorige Risiko eliminiert wird. In-
folgedessen muss dann der Wert des Finanzproduktes den Bereitstellungskosten fiir das
Portfolio entsprechen. Auf unvollstdndigen Mérkten wie dem Markt fiir Versicherungsri-
siken kann diese Methode jedoch keine Anwendung finden, da sich die Unvollstandigkeit
dadurch auszeichnet, dass nicht fiir jedes Finanzprodukt ein solches replizierendes Portfo-
lio aufgesetzt werden kann. Die Unvollstandigkeit des Marktes ergibt sich hierbei daraus,
dass Versicherungsrisiken aus Unsicherheiten resultieren, die nicht Risiken eines oder meh-

rerer gehandelter Wertpapiere sind.

Das in der nachfolgenden Untersuchung vorgestellte Bewertungsverfahren wird daher
einen Erwartungsnutzenansatz verfolgen und dabei das Aquivalenznutzenprinzip erwei-
tern. Dieses Prinzip stellt einen Ansatz zur Pramienkalkulation aus Sicht eines Versiche-
rungsunternehmens zur Verfiigung. Dazu wird angenommen, dass das Versicherungsun-
ternehmen am Ende einer festgelegten Periode Versicherungsleistungen in einer zufélligen
Hohe Z zu erbringen hat. Ausgestattet mit einer Nutzenfunktion u und einem Startka-
pital in Hohe von w setzt demnach das Versicherungsunternehmen fiir die Summe aller

Pramien P folgende Gleichung an:

Elu(w+ P — 2)] = u(w).
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Die Idee des Ansatzes ist demnach, eine faire Pramie so zu kalkulieren, dass fiir das Ver-
sicherungsunternehmen die unsichere Erwartung iiber den Endnutzen bei Betreiben des
Versicherungsgeschéftes dem sicheren Endnutzen aus dem Startkapital entspricht. Da-
mit ist das Versicherungsunternehmen folglich indifferent oder auch ohne einen Vorbehalt
gegeniiber diesen beiden Alternativen. Dementsprechend werden die Pramien dieses Be-

wertungsverfahrens Vorbehaltspramien heiflen.

Der beschriebene Erwartungsnutzenansatz stellt von Hause aus ein statisches Verfahren
dar, da angenommen wird, dass sich das Startkapital wahrend der gesamten Periode nicht
dndert. Die vorliegende Untersuchung zur Bewertung von Versicherungsrisiken erweitert
diesen Ansatz dahingehend, dass Handel mit dem Startkapital wéhrend der gesamten
Periode zugelassen wird. Eine wesentliche Rolle bei dieser Erweiterung werden darin die
bereits erwiahnten Vorbehaltspramien spielen. Diese Pramien ergeben sich sowohl fiir den
Versicherungsnehmer als auch fiir das Versicherungsunternehmen dadurch, dass jeweils
der beziiglich der Anlagestrategien am Finanzmarkt maximal erwartete Endnutzen mit
und ohne Abschluss eines Versicherungsvertrages untersucht wird. Fiir das Versicherungs-
unternehmen stellen sie somit die Mindestsumme dar, fiir die es bereit ist, das Risiko zu
iibernehmen. Fiir den Versicherungnehmer ist es entsprechend die gréfite Summe, die er

fiir die Abtretung seines Risikos aufwenden mochte.

Das Vorhaben, den Erwartungsnutzen iiber alle Anlagestrategien am Finanzmarkt zu ma-
ximieren, fithrt zunéchst auf Probleme aus der Theorie der stochastischen Steuerung und
Optimierung. Die zur Losung notwendigen Grundlagen sind somit als erstes in Angriff
zu nehmen und werden im folgenden Kapitel gelegt. Im zweiten Kapitel konnen im An-
schluss daran das Bewertungsverfahren und die Vorbehaltspramien vorgestellt werden.
Fiir den Fall einer Exponentialnutzenfunktion zur Bewertung des Endnutzens heifit das
zugrunde liegende Prinzip auch Exponentialnutzenprinzip. Es wird die Grundlage der im
dritten Kapitel folgenden Anwendungsbeispiele sein, da diese Wahl der Nutzenfunktion

eine Losbarkeit der stochastischen Optimierungsprobleme erméoglicht.

Die Beispiele werden in drei Abschnitte gegliedert sein, die eine wachsende Komplexitét

der Modellierung widerspiegeln. So werden zunéchst nur Vertrdge betrachtet, bei denen
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der Entscheidungshorizont fiir den Versicherungsnehmer und das Versicherungsunterneh-
men durch einen im Vorhinein bestimmten Zeitpunkt dargestellt wird. Aulerdem sollen
zu diesem Zeitpunkt auch die Versicherungsleistungen féllig werden. Die Betrachtung ei-
nes festen Falligkeitszeitpunkts ermoglicht den gedanklichen Einstieg, entspricht aber im
Allgemeinen noch nicht der Realitdt. Daher werden in einem zweiten Schritt Vertriage
untersucht, bei denen die Leistungen mit Eintritt des Versicherungsfalles féllig werden.
Zur vollstdndigen Anndherung an die Bediirfnisse der Praxis wird das Modell schliefSlich
dahingehend erweitert, dass ein variabler Entscheidungshorizont zugelassen wird, der etwa

den Tod des Versicherungsnehmers darstellen kann.

Innerhalb der stufenweisen Anpassung der Modellumsténde gibt es eine zweite Gliede-
rungsebene, in der mit zunehmender Komplexitéit konkrete Vertrdge untersucht werden.
So werden zunéchst Standardlebensversichungsprodukte fiir einen einzelnen Versiche-
rungsnehmer betrachtet, bei denen es sich um einen statischen Schadensfall handelt. Bei
diesen Vertrédgen kann nédmlich der Schadensfall im Versicherungszeitraum nur einmal auf-
treten und die Versicherungssumme ist ein bei Vertragsbeginn vereinbarter Betrag. Nach
einer Erweiterung auf mehrere Versicherungsnehmer werden in einem néchsten Abstrak-
tionsschritt auch solche Vertrédge bearbeitet, bei denen die Schadenhohe ganz allgemein

durch geeignete stochastische Prozesse modelliert ist.

Grundlage der Arbeit ist ein Aufsatz von Virginia R. Young und Thaleia Zariphopoulou
(s. [Young & Zariphopoulou 2002]).



Kapitel 1

Stochastische Steuerung und

Optimierung

1.1 Das Finanzmarktmodell

Betrachtet wird ein Finanzmarkt mit zwei Wertpapieren. Das Erste davon sei risikobe-
haftet, und sein Preisprozess {S(s), s > t} sei modelliert als geometrische Brownsche

Bewegung:

L) dS(s) = S(s)[uds +adB(s)], s>t
1.1
S(t)=S5>0,
mit 0 < p,0 < oo und einer Brownschen Bewegung B = {B(s), s > t} auf einem

filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (92, F\F, P), wobei F = {F,, s > t} die Brownsche

Filtration sei.

Das zweite Wertpapier sei ein risikoloser Bond, fiir dessen Preisprozess {Sy(s), s > t}

gelte:

dSo(s) = Sp(s)rds, s=>t,
12) o(s) = So(s)
So(t) = So > 0,

mit 0 < r < pu.

Im Folgenden sei S(s) = (Sy(s), S(s)) der Vektor der Preise zum Zeitpunkt s > t.
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Ein Investor, ausgestattet zum Zeitpunkt ¢ > 0 mit einem Startkapital von w > 0, hat
nun zu jedem Zeitpunkt s > t die Moglichkeit, mit den beiden Wertpapieren zu handeln.
Dazu seien zwei vorhersagbare Prozesse pg = {po(s), s >t} und p; = {p1(s), s >t} die
Anzahl von Wertpapieren, die der Investor zum Zeitpunkt s jeweils von dem Bond und
der Aktie in seinem Portfolio halte. Die so definierte Handelsstrategie ¢ = (o, 1) sei

aullerdem selbstfinanzierend im Sinne von

Definition 1.1. Die Handelsstrategie ¢ heifit selbstfinanzierend, falls gilt:

©0(8)S(s) = (t)S(t) + /ts o(u)dS(u) Vs>t, P-fs.

Damit gilt fiir den Wertprozess W = {W(s), s > t} des Portfolios:

W(s) = p(e)S() = w+ [ plwdSta), s>t
t
oder in Form einer stochastischen Differentialgleichung:

a9 MV (5) = o) 5405 + 1) 4S9, 521,
W(t) =w.

Bezeichnet man mit m(s) = ¢o($)So(s) und m1(s) = ¢1(s)S(s) die Summen, die jeweils
in den beiden Wertpapieren zum Zeitpunkt s gehalten werden, so gilt mit (1.1) und (1.2)
in (1.3):

(1.4) dW (s) = @o(s) dSo(s) + ¢1(s) dS(s)
= o(5)So(s)rds + ¢1(s)S(s)[pnds + o dB(s)]
=rWi(s)ds+ (u—r)mi(s)ds + om(s)dB(s), s>t.

Bemerkung 1.2. Durch die Umformungen in (1.4) konnte mo(s) eliminiert werden. Fiir
den Wertprozess ist also nur noch die in das risikobehaftete Wertpapier investierte Summe

m1(s) relevant. Im Folgenden sei daher 7 (s) mit 7(s) bezeichnet.
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1.2 Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

Ziel des Investors soll es nun sein, so mit den beiden Wertpapieren zu handeln, dass der
erwartete Nutzen aus dem erzielten Wert des Portfolios zu einem festen Zeitpunkt 7" > ¢
maximal wird. Der Nutzen des Wertes wird dabei als Funktionswert einer Nutzenfunktion
u gemessen. Dazu sei u : R — R, u € C?(R), streng monoton wachsend und streng konkav.
Der Portfolioprozess 7(+), mit dem der Investor handelt, muss Zuldssigkeitsbedingungen

erfiillen, damit auftretende Integrale existieren.

Definition 1.3. (i) Ein Portfolioprozess ist ein F,—progressiv messbarer Prozess

{m(s), s € [t,T]} mit Werten in R, fir den gilt:

(1.5) /tT m(s)ds < oo P-fs.

(ii) Die Menge aller Portfolioprozesse, die zu t € [0,7] in w > 0 starten, das heifit,
W (t) = w, sei mit A(t, w) bezeichnet.

Bemerkung 1.4. Die Bedingung (1.5) gewahrleistet, dass die stochastische Differential-
gleichung (1.4) eine P—f.s. eindeutige Losung {W (s), s € [t,T]} hat. So gilt ndmlich:

W(s) = e w4 / e (1 — )7 (u) du + / "o (u) dB(u).
¢ ¢

Um schlielich das Ziel des Investors mathematisch zu formulieren, fehlt noch:

Definition 1.5. Die Funktion

Vtw)= sup  E[u(W(T)) | W(t) = u]
(1.6) () EA(t,w)

= sup J(t,win())
() eA(tw)

mit J(t,w;n(:)) := E [u(W(T)) | W(t) = w] heit Wertfunktion.



1.2. Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung 7

Damit ist also das Portfolioproblem des Investors, eine Strategie 7*(-) € A(t, w) zu finden,

fiir die gilt:
(1.7) V(t,w) = J(t,w;*(-)).

Die Strategie 7*(-) heifit dann optimal. Zur Losung von (1.7) gilt es also zunéchst, die
Wertfunktion zu bestimmen. Dies geschieht im weiteren Verlauf dieses Abschnittes in

Anlehnung an [Korn, Elke & Korn, Ralf 1999], S. 259-270.

Um ein notwendiges Kriterium fiir die Wertfunktion zu finden, benotigt man:

Lemma 1.6 (Bellman-Prinzip).

Fiir alle t € [0,T] und alle Stoppzeiten T € [t, T gilt:

V(t,w)= sup E[V(r,W(r))|W(t) =w]
m(-)EA(t,w)

> EVEWE) | WE) =w] V() € At w).

Damit lasst sich heuristisch die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (kurz: HJB) als not-
wendige Bedingung fiir eine Losung von (1.7) herleiten. Sei dazu V' € C%%([0,T) x R)

angenommen. Dann gilt mit der It6-Formel fiir A > 0:

t+h t+h
V(t+hW(Et+h)=V(tw)+ /t Vi(s, W (s))ds + /t Vi(s, W (s)) dW (s)

1 t+h
+ 5/ Viw (s, W(s))o?m*(s) ds
t

Do+ [ VW ds+ [ Vils Ws)or(s) dB(s)

t+h 1 L
+ /t {Vw(s, W(s)[rW(s) + (u —r)m(s)] + §wa(s, W(s))o*m (s)} ds.
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Setzt man dies in die Gleichung aus dem Bellman-Prinzip ein, folgt mit 7 =t + h:

V(t,w)= sup E[V({E+hW(Et+h))|W(t) =uw]
m(-)eA(t,w)

t+h
T g E[ [ W) + Vs DI ) + (0= (o)
w(-)EA(t,w) t

+ %wa(s, W (s))o?n?(s)}ds | W(t) = w}

+ sup EMHhvw(s,W(s))m(s)dB<s)yW@):w].

w(-)EA(t,w)

/

=0, da das Integral ein Martingal ist.

Subtrahiert man auf beiden Seiten V (¢, w) und teilt durch h, so erhélt man also:

o= s B[ [T WO U WEDW ) + - )

w(-)EA(tw)

D‘IH

b $Vonls W ()08 s [W(0) =]

und fir h — 04+

V- n(~)séli1% w) E[Vi(t, W(t)) + Vi (£, W(E)[rW (£) + (e — ) (t)]

+ %wa(t,W(t))azwz(t) | W(t) = w} .

Zum Zeitpunkt ¢ ist der Wert von W (t) aber bekannt, so dass der Erwartungswertoperator
wegfillt. AuBerdem ist das Supremum nur noch iiber die méglichen Anfangsinvestitionen
in das risikobehaftete Wertpapier, also iiber den Wertebereich des Portfolioprozesses zu

bilden. Zusammen mit einer Endbedingung bei T" erhélt man also die HJB-Gleichung;:

0 = Vi(t,w) + sup {Vw(t,w)(u — )T+ 1wa(t w)oiT } + rwVy, (t, w),
(1.8) meR

u(w) = V(T,w).

Unter weiteren Voraussetzungen lésst sich die Losung der HJB-Gleichung charakterisie-
ren, die der Wertfunktion entspricht. Auflerdem kann man dann eine optimale Strategie

angeben.
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Satz 1.7 ( Verifikationstheorem).
Sei Ve CY2([0,T) x R) N C([0,T] x R) mit |V(t,w)] < K(1+ |w|¥) fir K >0 und
k € N eine Losung der HJB-Gleichung:

1
0 = Vi(t, w) + sup {Vw(t,w)[rw + (u—r)m] + éwa(t,w)a27r2} , 0<t<T, weR,
mTeR

u(w) = V(T,w).

Dann gilt:

(i) V(t,w) > V(t,w) VY (t,w)e€[0,T)xR.
(i1) Ezistiert fir alle (t,w) € [0,T) x R ein 7*(-) € A(t,w), so dass fir alle s € [t,T]
qgilt:

7*(s) € argmax {\7,5(3, W*(s)) + Vi (s, W*(s)) [rW*(s) + (u — r)7]

TeR

1 3
+ 50272wa(s, W*(S))} ,

wobei W*(s) die stochastische Differentialgleichung (1.4) zusammen mit 7*(s) ldst,
so gilt:

Vit,w) = V(t,w) = J(t,w;n(-)) Y (tw) € [t,T) x R.

Beweis. (i) Sei (t,w) € [0,T) x R. Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir jede Stoppzeit
T e [t,T] gilt:
Vit w) = B [V, W(n) | W(t) = w],
wobei {W(s), s € [t,7]} der Wertprozess unter einer Politik 7(-) € A(t,w) ist.
Wegen V(T, W (T)) = u(W(T)) folgt dann die Behauptung mit 7 = 7.

Sei zunichst O C R offen und beschrinkt. Definiere 7° := inf{t > 0 : W (t) € O},
und es gelte 7 < 7°. Da V die HIB-Gleichung erfiillt, gilt fiir alle 7(-) € A(t, w):

0> Vi(s, W (s)) + Vs, W(s)rW (s) + (1 = 1)1(s)] + 5 Vi (5, W (s))o*n(s),

N | —

firt<s<r.
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Wendet man die Ité-Formel auf V (7, W (7)), so gilt wie schon in der heuristischen

Herleitung:
V(r,W(r)) = V(t,w) + /tT Vi(s, W(s))ds + /tT Vio(s, W (s))om(s) dB(s)

N /t ’ {ffw(s, W ()W () + (1 — r)(s)] +

Dabei ist der Erwartungswert des stochastischen Integrals = 0, denn da W (s) auf
O beschrinkt ist, ist auch V,, als stetige Funktion auf O (f.s.) beschrinkt, und (s)
ist in L? nach Definition einer Portfoliostrategie.

Damit gilt:

V(it,w)=FE [V(T, W(r)) — /tT Vi(s, W(s))ds

% ww(&W(s))a%Z(s)} ds | W(t) = w}

-/ {ws, W ()W (s) + (1 — r)(s)] +
t
> B V(W) | W) =w|,
also die Behauptung fiir den beschrinkten Fall.

Sei jetzt O = R. Approximiere O durch beschriankte Mengen der Form
O, :={z € R : |z| < p}, und setze @, = [O,T—%}) X Op p€eN, 0< 213 <T.
AuBerdem sei 0, die Austrittszeit von (s, W(s)) aus Q,. Fir 7, := 0, A 7 gilt dann

wegen des beschrankten Falles:
V(LW () 2 B |V (5, W () | W(t) = w].
Fiir p — oo gilt: 7, — 7 f.s. Wegen der Stetigkeit von V und W gilt daher auch:

lim V (7, W(7,)) = V(r,W(r)) fs.

p—0o0

Die Wachstumsbedingung an V liefert dariiber hinaus:

s€t,T)

V(7, W(p))| < K (L+[W(7,)[") < K (1 + sup IW(S)I'“> vp.

Wegen der f.s. Beschrénktheit von W (s) ist damit also F |:|‘~/<Tp, W(r,)? | W(t) = w]
beschrankt fiir alle p, und daher ist die Familie von Zufallsvariablen {V(Tp, W(Tp))}
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gleichméBig integrierbar. Somit folgt schliellich:

lim E [V(Tp, W(r,) | W(t) = w] —E [V(T, W) | W(t) = w] ,

p—00

und damit die Behauptung.

(i) Fir 7*(s) gilt ,=*“ in (i).

Bemerkung 1.8. (i) Das Verifikationstheorem legt folgende Vorgehensweise zur

Losung des Portfolioproblems nahe:
1. Losen des statischen Maximierungsproblems in der HJB-Gleichung.

2. Einsetzen der Losung aus dem Maximierungsproblem in die HJB-Gleichung

und Bestimmung der Wertfunktion.

3. Uberpriifen der Voraussetzungen des Verifikationstheorems.

(ii) Kann im Vorhinein gezeigt werden, dass die gesuchte Wertfunktion die Glattheits-
anforderungen des Verifikationstheorems erfiillt, kann sie mit dessen Hilfe bestimmt
werden. Davon und von der Wachstumsbedingung soll und kann wegen einer spezi-

ellen Wahl der Nutzenfunktion v im Folgenden ausgegangen werden.

Mit Satz 1.7 ist nun ein Werkzeug zur Bestimmung der Wertfunktion bereitgestellt. Zur
Beantwortung der Frage, ob der darin enthaltene Losungsweg auch tatséchlich erfolgreich

ist, seien weitere analytische Eigenschaften der Nutzenfunktion ausgenutzt. Denn so gilt:

Lemma 1.9. Die Wertfunktion V (t,w) ist streng konkav in w ¥Vt € [0,T].

Beweis. Es sei t > 0 fest. Fiir wy, we > 0 und m(s) € A(t, w;) sowie ma(s) € A(t, ws)
seien W™ (s) und W™ (s) die zugehorigen Losungen der Differentialgleichung (1.4). Dann
gilt fiir A € (0,1):

7(s) == Ami(s) + (1 — AN)ma(s) € A(t, w)
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mit @ := Aw; + (1 — Nwg, und W7(s) = AW™(s) + (1 — \)W™(s) ist der dazugehorige

Wertprozess. Daher folgt mit der Konkavitédt von u:
A (WP (T)) + (1~ N (W7(T)) =
(W’” / (W™ (5) + (s — r)mi (s)} ds + /tTam(s)dB(s))
+ (1= M (W” / (FIV™(8) + (i — F)ma(s)} ds + /tTmrg(s)dB(s))
o (0 0w + / P () + (1= NI (s)] ds
b [ =) )+ (= Nt ds+ [ Do) + (- Wl dB06) )

Nach Auswertung des Erwartungswertes und von supg, yea(tw,) folgt schliefllich die Be-
ma(-)EA(t,w2)
hauptung. ’ ’ O]

Wegen Lemma 1.9 ist also das Supremum in (1.8) ein wohldefiniertes Maximum, und es
wird angenommen fiir:

(1 —r)Vi(t, w)
02V (T, W)

(1.9) T (tw) = —

Der optimale Portfolioprozess ist dann mit dem Verifikationstheorem gegeben durch:

(1.10) (s, W*(s)) = _(MUQXZXZ(?VZ;(;))’ t<s<T,

und die HJB-Gleichung (1.8) wird zu:

(1 —r)?Vio(t, w)

0="Vi(t,w) — + rwVy,(t, w),
(111) ! 202wa(t, ’LU)
uw(w) = V(T,w).
Beispiel 1.10. Sei u(w) = —ée“)‘“’, a > 0, eine Exponentialnutzenfunktion. Die Wert-

funktion zu t ist der erwartete Endnutzen zu 7" unter der Bedingung, dass man mit einem

Startkapital von w beginnt. Ist nur Investition in den risikolosen Bond zuléssig, so ist
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der Wert von W(T) = we" =", Der Erwartungswert ist dann ohne Bedeutung und die

Wertfunktion lautet:
r(T—t) 1 r(T—t)
V(t,w) =u (we ) = ——exp {—awe }.
Q

Mit der Anlageméglichkeit in das risikobehaftete Wertpapier kommt aber Unsicherheit
in den Wertprozess hinein. Die Annahme, dass man diese Unsicherheit in einer Funktion
modellieren kann, die nicht mehr von w abhéngt, fiihrt auf den folgenden Trennungsansatz

fir die Wertfunktion:

V(t,w) = —é exp {—awe’"(T_t)} f(t).

Damit gilt fiir die partiellen Ableitungen von V:

Vi(t,w) = —é exp { —awe" T} [awre™ ™I f(£) + £(1)],

Vi(t,w) = e" TV exp {—aweT(T_t)} f(t),

Vipw(t, w) = —ae® T exp {—awe’"(T’t)} f(t).

Eingesetzt in (1.11) fiihrt auf:

( 0 _é exp {—awer(T_t)} [awTeT(T_t)f(t) + f’(t)} + (H - 7‘)2

s OXP {—aweT(T_t)} f(t)
ao

+ rwe" TV exp{—awe" TV} (1),

u(w) =~ exp{—0w} £(T)

) = r =T

= 20’2

Das ist eine gewdchnliche Differentialgleichung in getrennten Verédnderlichen mit der

Losung
2

o =exp { -V

202

(T—t)},

und damit lautet die Wertfunktion:

202

Vit w) = —é exp {—aweT(T_t) kil e t)} |
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Mit (1.10) lautet schlielich der optimale Portfolioprozess:

_ ,,ﬂ)efr(Tfs)

() = (1 e

Bemerkung 1.11. (i) Der optimale Portfolioprozess hiangt nicht mehr vom Wertpro-
zess ab und ist damit nicht mehr stochastisch. Das liegt in diesem Beispiel an der
Wahl der Nutzenfunktion. Denn die absolute Risikoaversion ARA(w) der Exponen-
tialnutzenfunktion ist

ARA(w) :== —

also ebenfalls wertunabhéngig.

(ii) Bei steigender Risikoaversion « und bei langerer Zeitdauer bis zum Handelsendpunkt

T sinkt die in das risikobehaftete Wertpapier investierte Summe.



Kapitel 2

Bewertungsverfahren

2.1 Die Definition der Vorbehaltsprimien

Um im Folgenden zur Bewertung von Versicherungsrisiken zu kommen, sollen von nun
an zwei Parteien unterschieden werden: zum einen der (potentielle) Versicherungsnehmer
(kurz: VN), und zum anderen das Versicherungsunternehmen (kurz: VU). Beide seien
ausgestattet mit der gleichen Nutzenfunktion u, wobei die jeweiligen Risikoaversionen
unterschiedlich sein kénnen. Wie in Kapitel 1 kénnen beide Parteien laufend in das risiko-
behaftete Wertpapier und den risikolosen Bond aus jenem Kapitel investieren. Daneben
besteht zu ¢ > 0 einmalig aber fiir den VN die Moglichkeit, einen Versicherungsvertrag
abzuschlieflen, beziehungsweise fiir das VU, einen solchen anzubieten. Dieser Vertrag sei
derart, dass zu einem festen Zeitpunkt 7" > t das VU dem VN den kumulierten Schaden
der Periode [0, 7] des versicherten Risikos erstatten muss. In dieser Zeit sei der Vertrag
nicht handelbar. Die Hohe des Schadens bis zum Zeitpunkt s € [t,T] fiir den VN sei
dabei mit {Y(s), s € [t,T]} bezeichnet. Die Auszahlung aus dem Versicherungsvertrag
zum Zeitpunkt 7" entspricht somit Y (7). Dabei sei angenommen, dass {Y(s), s € [t,T]}
unabhéngig sei von B, der Brownschen Bewegung, die den Aktienpreis bestimmt. Daher
kann, wie in der Einleitung bereits erwahnt, die klassische Black-Scholes-Methode keine

Anwendung finden, da der Markt damit nicht vollstdndig ist.

Das Ziel beider Parteien ist wiederum, den erwarteten Endnutzen zu T' zu maximieren.

15
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Der VN muss dabei zu t entscheiden, ob er das Risiko des Schadeneintrittes versichern
lassen will. Entscheidet er sich dagegen, muss er zu 7' fiir seinen kumulierten Schaden aus
der Periode [0, T selbst aufkommen und demnach lautet seine Wertfunktion:
1)  Ulbwy)= swp  EpW(T)—Y(T) | W) =wY () =y,

m()EA(tw)
Bei gleichem Startkapital ist dies auch die Wertfunktion des VU, falls es sich entscheidet,
das Risiko ohne einen finanziellen Ausgleich zu iibernehmen. In diesem Fall jedoch hat
der VN sein Risiko abgetreten, und seine Wertfunktion ist dann die aus Kapitel 1:
(2.2) V(t,w)= sup Eu(W(T))|W(t)=uw].

m()EA(tw)

Dem entspricht die Wertfunktion des VU, falls es eine Versicherung des Risikos ablehnt.

Die Frage fiir das VU, wie niedrig ein Einmalbeitrag PVY mindestens sein sollte, um das
Risiko zu iibernehmen, und fiir den VN, wie hoch sein maximaler Beitrag PV bemessen
sein sollte, um den Vertrag abzuschliefen, fiithrt auf die Definition der Vorbehaltsprami-
en. Sie legt diese Pramien derart fest, dass beide Parteien jeweils zwischen den beiden

Alternativen beziiglich des Risikos indifferent sind.

Definition 2.1. (i) Die Vorbehaltsprimie des VU ist der Einmalbeitrag PVY (¢, w,y),

fiir den gilt:

(2.3)  V(t,w)=U(t,w+ P Y(t,w,y),y) fiir ein gegebenes Trippel (¢, w,y).

(ii) Die Vorbehaltspriimie des VN ist der Einmalbeitrag PV (¢, w, y), fiir den gilt:

(2.4)  V(t,w— P"N(t,w,y)) = U(t,w,y) fiir ein gegebenes Trippel (¢, w,y).

Bemerkung 2.2. (i) Auch bei gleichem Startkapital w der beiden Parteien miissen
ihre Vorbehaltspramien wegen der Nicht-Linearitat der Wertfunktionen nicht iiber-

einstimmen.



2.1. Die Definition der Vorbehaltsprimien 17

(ii) Die Vorbehaltspramien hingen von der Risikoaversion und dem Startkapital w ab.
Ersteres ist dabei die Konsequenz aus der Wahl des Bewertungsansatzes als Er-
wartungsnutzenansatz und daher auch nicht zu vermeiden. Die Abhéngigkeit vom
Startkapital hingegen ist hinféllig bei Wahl der Nutzenfunktion als Exponentialnut-
zenfunktion. Wie schon in Beispiel 1.10 liegt das daran, dass bei dieser speziellen

Nutzenfunktion auch die Risikoaversion wertunabhingig ist.
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2.2 Die Vorbehaltspriamien und der Black-Scholes-

Preis

Der Veranschaulichung der eingefithrten Vorbehaltspramien soll nun ein Beispiel dienen.

Beispiel 2.3. Anders als im vorangegangenen Abschnitt sei jetzt das Risiko aus dem zu
bewertenden Vertrag vollstédndig mit dem risikobehafteten Wertpapier korreliert. Damit
wird der relevante Markt vollstdndig und fiir den Wert Y (7') der Auszahlung aus dem
Vertrag zu T kann Y (T') = g(S(T)) fiir eine messbare Funktion ¢ : R, — R, angenommen
werden. Das legt nahe, in (2.1) die Abhéngigkeit von y durch eine von S zu ersetzen. Unter

der Annahme einer wertunabhéngigen Vorbehaltspramie wird (2.3) damit zu:
(2.5) V(t,w) =U(t,w+ P"Y(t,S),S), fiir ein gegebenes Trippel (¢, w, S),
und (2.4) lautet:

(2.6) V(t,w— P"N(t,8)) =U(t,w,S), fiir ein gegebenes Trippel (¢, w, S).

Um daraus die Vorbehaltspriamie PV (¢, S) des VN herzuleiten, betrachtet man zunichst
die HJB-Gleichung fiir U. Diese kann analog zum Abschnitt 1.2 heuristisch hergeleitet
werden. So gilt auch hier mit der It6-Formel fiir U € C**2([0,T) x R x R,):

Ult+h,W(t+h),S{t+h)=Utw,S)+ /Hh Ui(s,W(s),S(s)) ds
—l—/t Uy(s, W (s),S(s)) dW (s) —i—/t Us(s, W (s),S(s)) dS(s)
t+h
+ %/t {wa(s, W (s),S(s))o?m*(s) + Uss(s, W (s), S(s))aQSQ(S)} ds

; / Uns (s, W (s), S(5))0>x(s)S(s) ds,

wobei wegen der stochastischen Differentialgleichungen (1.4) und (1.1):
t+h t+h
[ U W) SN W) = [ Ul W(s), SN (s) + (1 = r)r(s)) s
t t

[ U W) S(9)on(s) aB(s)
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und
t+h t+h
/t Us(s, W (s),S(s)) dS(s) = /t Us(s, W(s),5(s))S(s)uds
+ /t T U, W(s), S(5))S(s)o dB(s) gelten.

Da die Integrale beziiglich dB(s) Martingale sind und somit ihr Erwartungswert = 0 ist,

lautet dann das Bellman-Prinzip (Lemma 1.6):

Ut,w,S) = (.)selip()t )E[U(t+ h,W(t+h),S{t+h)|W(t)=w, St)=15|

t+h
~ E[U(t,w,s>+ [ s ), s56)
w(-)EA(t,w) t

+ Uw(s, W (s),S(s))[rW(s) + (u — r)m(s)] + Us(s,W(s),S(s))S(s)u
+ % (U (5, W(s), S(s))om*(s) + Uss(s, W(s), S(s))o*S%(s)]
+ Uys(s, W(s), S(s))o?m(s)S(s)} ds | W(t) = w, S(t) = 5]

Nachdem man U(t,w,S) auf beiden Seiten subtrahiert und durch h geteilt hat, ergibt

sich:

0 = 1 s B[ wens6)

1

h m(-)€A(tw)

+ Uy(s,W(s),S(s)[rW(s) + (1 —r)m(s)] + Us(s, W (s), S(s))S(s)u
+ % (U (5, W(s),5(s))o”m*(s) + Uss(s, W(s), S(s))o*S%(s)]

+ Uws(s, W(s),S(s))o?m(s)S(s)} ds | W(t) = w, S(t) = 5],

und fiir h — 0+ die HJB-Gleichung fiir U:

(

1
0= U(t,w,S) + sup {(u —r)wUy(t,w,S) + 50'27T2wa(t, w, S) + o*1TSUpys(t, w, S)}

TER
NS

/

~~

=(%)
1
+ 50252U55(t, w, S) + pSUs(t,w, S) + rwl,(t, w, S),

w(w—g(S)) =U(T,w,S).

\

Analog zu Lemma 1.9 kann man zeigen, dass sich die Konkavitidt der Nutzenfunktion u
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auf die Wertfunktion U iibertragt. Damit ist das Supremum in () ein wohldefiniertes

Maximum, und es wird analog zu (1.9) angenommen fiir:
(u— 1)Uy (t,w,S) + 02SU,s(t, w, S)
02U (t, w, S) ‘

T (t,w) = —

Damit gilt:
B (w—=1)Uy(t,w,S) + 02SUys(t,w, S)
(*) B (,u T)UW(t’w’S) |: O'Zwa(t,’LU,S)
L= n)Uu(tw,5) + 028U, s(t, w, S))?
202U (t, w, S)
(u— 1)Uy (t,w,S) + 02SU,s(t, w, S)
02U (L, w, S)
(= 1) Uu(t,w,8) + 02SU,s(t,w, 9)]
02Uy (t, w, S)
(1 — ) Uy (t,w, S) + 02SU,s(t, w, S)]°
202U 4 (T, w, S)
[(:u - T)Uw(ta w, S) + UzSUwS(ty w, S)]z
202U 4 (t, w, S) .

+ 02SUus(t, w, S) [—

+

Also lautet die HJB-Gleichung fiir U:

) 2
= 1)Uy (t,w, S) + 0*SUys(t,w, S)]” 1 5,
202wa(t,w’S) + 20 S USS(tawas)

+ puSUs(t, w, S) + rwU,(t,w, S),

0="U(t,w,S) — [<

(2.7)

u(w —g(9)) =U(T,w,>S).

\

Wegen (2.6) gilt aber:

= Vi(t,w — PYN(t,9)) = Voo(t,w — P (t,8)) PN (¢, 9),

= Vu(t,w = P"Y(t,9)),

= Viu(t,w — P"N(t,9)),

= —Vy(t,w— PYN(t, S))P¥N(t,9),

= Vaw(t,w = P"N(t,9))(Ps™(t,9))* = Vi(t,w — PYY(t,9)) Pgg' (t, 9),
= —Vwl(t,w—P"N(t,8)PYN(t,S).
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Ersetzt man diese Terme in (2.7), so ergibt sich:

Vi(t,w — PYN(t,8)) — PYN(t,S)V,(t,w — PVN(t,9))

[—02SPYN (£, )V (t, w0 — PYN(E,9)) + (1 — r)Vau(t,w — PYN (8, 5))]
202V, (t,w — PVV (¢, 5))

+ 30252 [(PEY(t,9))* Vipw(t,w — PYN(,9)) — Pid (t, S)Vi(t,w — PVN(¢, S))]

— uSVy,(t,w — PVN(t, S))PgN(t, S) + rwVy,(t,w — PVN(t, S) =0

& Vy(t,w—PYY(t,5)) [—PtVN(t, S)+rPYN(t,8) — %U2SZ‘PSVSN(t, S) —rSPYN(t,S)

(1= )"Vt w — PYN(2, S))
202V, (t,w — PVN(1, S))

+r(w— PYN(t,9))V,(t,w — P"N(t,5))] = 0.

+ {Vt(t,w — PYN(t,9)) —

Dabei ist der Term in der zweiten Klammer der letzten Gleichung = 0, da V' die HJB-

Gleichung (1.11) 16st. Somit muss die Vorbehaltsprimie PV die Differentialgleichung:

rPYN(t,S) = PYN(t,9) + %GQSQPgsN (t,S) +rSPYN(t,S),

PYM(T,S) = g(9),

also die Black-Scholes-Differentialgleichung, 16sen.

Analog erhiilt man PYY, und beide Primien sind gleich.

Bemerkung 2.4. (i) Die Prdmien héngen nicht mehr von der Nutzenfunktion u ab.
Dies und die Tatsache, dass beide Pramien gleich sind, liegt an der Vollstandigkeit
des Marktes.

(ii) Da die Nutzenfunktion u in diesem Beispiel nicht weiter spezifiziert worden ist,
wurde zunéchst einfach angenommen, dass die Prédmien nicht mehr vom Wert
w abhéngen (vgl. Bemerkung 2.2, (ii)). Wegen der Vollstdndigkeit des Marktes

miissen aber die Black-Scholes-Preise auch die Vorbehaltspramien sein, da es sonst
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Arbitrage-Moglichkeiten geben wiirde. Und da die Black-Scholes-Preise auch wert-

unabhéngig sind, liegt es nahe, auch die Vorbehaltspramien von vornherein wertun-

abhéngig anzusetzen.



Kapitel 3

Bewertung von

Versicherungsvertrigen

In diesem Kapitel soll das nun erweiterte Aquivalenznutzenprinzip auf verschiedene Versi-
cherungsvertrage angewendet werden. Die Untersuchung wird in drei Abschnitte gegliedert
sein, die sich in der Modellierung unterscheiden. Zunéchst wird ein fester Entscheidungs-
horizont unterstellt, der zugleich den Falligkeitszeitpunkt der Leistungen darstellt. Da
dieses Szenario bei Lebensversicherungsvertrigen auf den Erlebensfall ausreicht, bei Ver-
sicherungen auf den Todesfall aber nicht der Realitéit entspricht, werden in einem zweiten
Abschnitt die Leistungen sofort bei Eintritt des Schadensfalles féllig. Schliefllich wird in
einem dritten Abschnitt das Modell dahingehend erweitert, dass zusétzlich der Entschei-
dungshorizont randomisiert wird. Ein solcher Horizont, der etwa durch den Tod des VN
bestimmt sein kann, ist fiir die Entscheidungstriger giinstiger und erfiillt eher die An-
forderungen der Praxis. Bevor jedoch damit begonnen werden kann, sollen zunéchst die
versicherungsmathematischen Grundlagen festgehalten werden, die spéater bendtigt wer-

den. Die Ausfithrungen dazu sind [Zwiesler 2002] und [Bowers et al. 1997] entnommen.

23
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3.1 Die versicherungsmathematischen Grundlagen

Das Alter X einer Person sei eine stetige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum (Q, G, Q) mit Verteilungsfunktion F und Dichte f.
Definition 3.1. Seien z,t > 0.

(i) Die GroBe p, = Q(X > x +t| X > x) heiBt t-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit

eines z-Jahrigen.

(ii) Die GroBe 1q, = Q(z < X <z +t| X > x) heiit t-jihrige Sterbewahrscheinlichkeit

eines x-Jahrigen.

f(z)

heifit Sterblichkeitsintensitdt eines x-Jéhrigen.

Bezeichnung. 1p, =p., 1¢: = ¢.

Lemma 3.2. Seien x,t > 0. Dann gilt:

(1) tqx =1—ps,

(ii) tple—F(:r%—t) F(z+t)— F(x)

1-Fz) T T 1 "F@)

(i)  Az)= lim 2=

(iv)  pw = exp {_ /Ot)\(:v +5) ds}.

Definition 3.3. Die Lebenserwartung eines x-Jahrigen ist definiert als die Zufallsvariable

T(x) = X — x unter der Bedingung X > x.

Bemerkung 3.4. Die Dichte fr()(s) von T'(x) ist gegeben durch fr)(s) = A+ 5) spa.
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Definition 3.5. Die Grofle A = / e Nz 4 8) pe ds heift der stetige Leistungs-
0
barwert einer Todesfallversicherung fiir einen x-Jahrigen mit Versicherungssumme 1 und

Diskontierungszinsrate ¢.

Bemerkung 3.6. Mit der Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion gilt néhe-
rungsweise: A% ~ 1 — §ET(z), beziehungsweise A° ~1— dET(z) + %ETQ(m).
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3.2 Die Vertrige mit fester Filligkeit der Leistungen

bei festem Entscheidungshorizont

Zunichst werden solche Versicherungsvertrige untersucht, bei denen die Versicherungslei-
stungen zu einem fest vereinbarten Zeitpunkt féillig sind. Der Entscheidungshorizont fiir
VN und VU sei ebenfalls fest. Der Einfachheit halber wird in einer weiteren Gliederungs-
ebene mit Lebensversicherungsvertragen fiir einzelne Versicherungsnehmer begonnen. Bei
dieser Art von Vertrdgen handelt es sich um ein statisches Risiko, da der Schadensfall
im Versicherungszeitraum nur einmal auftreten kann und in diesem Fall die Versiche-
rungssumme von Beginn an feststeht. Daher ist also eine Modellierung einer kumulierten
Schadenhche durch einen Prozess nicht notig. Danach werden entsprechende Vertrége fiir
mehrere Versicherungsnehmer betrachtet, und schliellich fiihrt die Untersuchung auf sol-
che Beispiele, bei denen die Schadenhohe ganz allgemein durch geeignete stochastische

Prozesse modelliert wird.

3.2.1 Risiko-Lebensversicherung fiir einen Versicherungsneh-

mer

Zuerst soll eine Risiko-Lebensversicherung fiir eine einzelne Person betrachtet werden.
Dieser Versicherungsnehmer sei dazu zum Zeitpunkt 0 x Jahre alt, und der Versiche-
rungsbeginn liege bei ¢ > 0. Die Versicherungsdauer betrage 7" — ¢t und 7' sei der Fillig-
keitszeitpunkt fiir die Versicherungsleistungen. Stirbt der Versicherungsnehmer innerhalb
von [t, T, wird die vereinbarte Versicherungssumme von 1 zu 7T féllig. Erlebt er hingegen

den Zeitpunkt T, kommt es zu keiner Auszahlung.

Der versicherte Schadensfall kann in [t, 7] nur einmal auftreten. Damit &dndert sich aber
auch die Hohe der Versicherungssumme in dieser Zeit nicht. Ein Prozess fiir die kumulierte
Schadenhohe wie in Unterabschnitt 2.1 ist damit hier und in den folgenden Beispielen fiir
Lebensversicherungsvertrége fiir einzelne Personen nicht notig. Relevant ist lediglich zum

Zeitpunkt T, ob der Schadensfall eingetreten ist oder nicht. Mit Hilfe der Grundlagen
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aus Abschnitt 3.1 sei dieses Ereignis daher modelliert als eine Zufallsvariable Y auf dem

Wahrscheinlichkeitsraum (€, G, Q) mit

1, mit Wahrscheinlichkeit 7_;q,14,
Yr =

0 , mit Wahrscheinlichkeit 7_¢p,.¢.

Damit lautet also die Wertfunktion U in diesem Fall:
U(t,w)= sup Epxgu(W(T)—Yr) | W(t) =w].
w(-)EA(t,w)
Dabei soll der Index P x ) verdeutlichen, dass der Erwartungswert beziiglich dieses

Produktmafles auszuwerten ist.

Auf eine Abhéngigkeit der Wertfunktion U von einem Anfangswert y kann hier verzichtet
werden, denn wie oben bereits erwdhnt, &ndert sich die Hohe der Versicherungssumme bis
zu T nicht und ein Prozess fiir die kumulierte Schadenhohe ist nicht notwendig. Allerdings
dndert sich die Verteilung von Y7 im Laufe der Zeit. Diese Verdnderung wird jedoch durch

den Erwartungswert beziiglich ) beriicksichtigt.

Fiir die Wertfunktion U gilt mit dem Bellman-Prinzip (Lemma 1.6):
(3.1) U(t,w) > Epxq Ut +h,W(t+h))|W({t)=w] Vheld,T—-t], () e Alt,w).

In dieser Zeitperiode [t,t + h] stirbt der Versicherungsnehmer mit Wahrscheinlichkeit
nGzst. Fiir diesen Fall ist es fiir das Versicherungsunternehmen aber sicher, dass es zu
T die Versicherungssumme in Hohe von 1 auszahlen muss. Zu ¢t + h muss es dafiir also
e "(T=t=h) zuriickhalten, hat dafiir aber Gewissheit {iber den Wert von Y. Damit ist also

die rechte Seite in (3.1) mit Wahrscheinlichkeit g,
(3.2) Ep [Vt+hW(t+h)—e ™ T WE) =w] V()€ Alt,w).

Mit Wahrscheinlichkeit ,p,., erlebt der Versicherungsnehmer aber den Zeitpunkt ¢ + h.
Dann besteht fiir das Versicherungsunternehmen nach wie vor Ungewissheit iiber den
Wert von Y7, es muss dafiir aber auch noch nicht die Versicherungsleistung fiir den Versi-

cherungsfall bei seinem Portfolioproblem beriicksichtigen. Die rechte Seite in (3.1) lautet



3.2. Feste Filligkeit bei festem Entscheidungshorizont 28

dann mit Wahrscheinlichkeit ,p,.:
(3.3) EplUt+hW(t+h) | W(t)=w Va()eAlt,w).
Zusammen mit (3.2) gilt also in (3.1):

(3.4)
Ut,w) > 1ozt Ep Ut +h,W(t+h)) | W(t) = w]
+ nGort Ep [V(E+h,W(t+ h) — e "Iy W () = w] V()€ Al w).
Unter der Annahme U,V € C*?([0,T) x R) kénnen die Summanden auf der rechten Seite

von (3.4) mit Hilfe der It6-Formel umgeformt werden. Fiir den ersten Summanden gilt

dann:

Ep|Ut+h,W(t+h)|W(t)=w]=U(tw)
t+h t+h
+ Ep {/t Ui(s,W(s))ds + U(s,W(s))dW (s) | W(t) = w]

+ Ep [ /t o %wa(s, W(s))r(s)o ds | W(t) = w}
— Ut w)

+EPMﬁﬂw@ww»+ww¢+w—mﬂ%mwwwgn@uww:4
+ Ep { /t o %wa(s, W (s))2(s)o” ds | W(t) = w} |

Analoges kann man fiir den zweiten Summanden zeigen. Mit diesen Umformungen ergibt

sich in (3.4) fiir alle 7(-) € A(t, w):
U(t,w) = npaeU (8 w) + eV (8w — e TY)
s B [ AW + D) + 0= )r(o) (s, 16)
3Vl W) (5)0% s | W(0) = ]
vdon Er [/tHh{‘/%(s,W(S) )
() + (= (o) Vals, W(s) — e T9) s

+ %wa(s, W(s) — e " T-Na(s)0?} ds | W(t) = w} |
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Subtrahiert man auf beiden Seiten ,p,.;U (¢, w) und teilt durch h, so ergibt sich:

hq;+t U(t, w) > hQ}ELth V(t, w— e—T(T—t))

FapessBe [ [ G W) + W) + (0= r(e]0 (s, W)

+ %wa(s, W(s))n?(s)o?} ds | W (t) = w}
Fatee B [ [ Vs W) )
+ [FW(s) + (= )7 (8)] Vi (s, W(s) — e "I~ ds

+ %wa(s, W(s) — e’T(T’S))Wz(s)ﬁ} ds | W(t) = w] ,

und fiir h — 0+ ist der Wert von W (t) bekannt und es gilt:

Mz + U (t,w) > Mz + )V (t,w — e ") + Uy(t, w)
+ [rw + (= r)a]Us (¢, w) + %wa(t, w).

Dabei gilt ebenfalls mit dem Bellman-Prinzip (Lemma 1.6) Gleichheit, wenn das Supre-
mum iiber alle zulédssigen Portfolioprozesse genommen wird. Im Startzeitpunkt ¢ ist es
also das Supremum iiber alle zuléssigen Anfangsinvestitionen in das risikobehaftete Wert-

papier, und zusammen mit der Endbedingung gilt die HJB-Gleichung:

(0= U(tw) + sup {(u Uy (tw) + 2wa(t,w)} +rwUy (1, w)
(3.5) A+ OV w— e T DY Z Ut w),
u(w) = U(T,w).

\

Wegen der Konkavitiat von U ist das Supremum ein wohldefiniertes Maximum. Es wird

analog zu (1.9) erreicht bei

) _ (p=r)Uy(tw)
Tt w) = - 02U (t,w)
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und der optimale Portfolioprozess hat mit dem Verifikationstheorem (Satz 1.7) folgende

Gestalt:
(1= r)Uu(s, W*(s))

(s, W*(s)) = — 02U (5, W(s))

t<s<T,

wobei W*(s) zusammen mit 7*(s) die Losung von (1.4) ist. Damit lautet (3.5):

( (1= r)*Us(t, w)

0= U(t,w) — 20T (£, 1) + rwl, (t, w),
(3.6) F A+ OV w— e TD) Z Ut w)),
w(w) = U(T,w).

Beispiel 3.7. Unter den Voraussetzungen dieses Unterabschnittes sollen nun die Vorbe-

haltspramien berechnet werden. Sei wieder u(w) = —Xe™*

, a > 0, eine Exponentialnut-
zenfunktion. Zur Losung der HJB-Gleichung sei angenommen, dass die Wertfunktion U

von der Gestalt

U(t,w) = V(t,w)p(t)

ist, wobei V' (t,w) die Wertfunktion aus Beispiel 1.10 sei. Dann lautet die HJB-Gleichung
(3.6):

(0= V,(t,w)o(t) + V£, w)d'(£) + Mz + D[V (E,w — e T0) = Vit w)o(t)]

(1= r)* Vi (t, w)
(3.7) < T e () o(t) + rwV,(t, w)o(t)

| w(w) = V(T,w)o(T).

Da V(t,w) ihrerseits die HJB-Gleichung (1.11) erfiillt, fallen aus der ersten Gleichung in

(3.7) der erste, vierte und letzte Summand heraus. Auerdem gilt:

1 _ 2
V(t, W — e—r(T—t)) _ _a exp {_a(w _ e—T(T—t))er(T—t) _ %(T — t)}

= V(t,w)e*.
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Damit lautet (3.7):
0=V(tw)e )+ Mz +)[V(t, w)e = V(t,w)p(t)],
u(w) = V(T,w)p(T).
Wegen V (T, w) = u(w) gilt also fiir ¢(t) die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung:
0=¢'(t) + Mz + 1) [ — o(1)],
1=¢(T)

mit der Losung:

/T)\eru du} ds) exp{—/tT)\(:l:—i-S)ds}
+e‘*/ A(a:+s)exp{ /ts/\(x—l—u)du}ds
+ e (—exp{—/tT/\(x+s)ds}+1)

= T tPatt T € Tttt wegen Lemma 3.2, (iv)

= Eg [eM7] = My, (),

+
P =
S

>~
—~
8
+
Cn
Cb
(‘D
e
i)
H,_/H,_//—/HH,_/

wobei My, die Momenterzeugende-Funktion von Yp ist. Die Vorbehaltspramien ergeben

sich jetzt aus Definition 2.1. So gilt fiir die Vorbehaltspramie PY" des VN:

V(t,w— P"N(t,w)) = V(t, w) My, («)

& exp { —a(w — PV (t, w))er(T’t)} = exp {—&wer(T’t)} My («)
& exp {aP"N(t,w)e" T} = My, (a)

VN e—r(T t)
& PYY(t,w) = = In My,.(a),

und analog fiir die des VU:
V(tw) = V(tw+ PV (1, w0) My, (a)

& exp {—awer(T’t)} = exp{ a(w + PYY(t,w) r(T=t) }MYT

& 1 =exp{—aP""(t, w)er(T’t } My («)
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—r(T—t) 1
e
& — In =PVY(t,w
a My, (o) (t,w)
e—r(T—t)

In My, (a) = PVY(t,w).
a

Bemerkung 3.8. (i) Die Pramien steigen bei steigender absoluter Risikoaversion ge-

1 «
messen in «, denn fiir die Ableitung von f(a) := M mit p := 7_¢pr4s und
o

q = 17—tz gilt:

’ 1 “ o Jile) — f
fla) = = (ap j-eqea —In(p+qe )) =: 1<a)a2 2()
Wegen f1(0) = f2(0) = 0 und
, oo (L4+a)pge® +¢°e*  qe*  apge”
file) = fa(e) = bre P rrae —piger " Ya>0

ist also f'(a) >0 Va >0 und daher f monoton wachsend.

Auflerdem gilt:

efr(Tft) efr(Tft)
alir& - In My, (o) = all%l+ In (7—¢Pate + € 1—tQutt)
— lim e_T(T_t) eaT—tQm+t
a—0+ T—tPett + €T tQuit
= e_T(T_t)T—th—i—t;

also der Leistungsbarwert und damit die Netto-Pramie.

(ii) Bei gleicher absoluter Risikoaversion von VN und VU sind die Préamien gleich.
Nimmt man eine hohere Risikoaversion des Versicherungsnehmers an, so gilt we-

gen (i): PYY(t,w) < PVN(t,w).

(iii) Die Pramien sind unabhéngig vom risikobehafteten Wertpapier.
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3.2.2 Risiko-Lebensversicherung fiir mehrere Versicherungsneh-

mer

In diesem Unterabschnitt wird eine Gruppe von n x-jahrigen Versicherungsnehmern be-
trachtet. Diese Gruppe wird dabei als Kollektiv behandelt, das heifit, das VU entscheidet,
ob es entweder alle oder keinen der VN versichert, und die Versicherungsnehmer treffen
ihre Entscheidung ebenfalls gemeinsam. Der Versicherungsbeginn sei wieder ¢ > 0, und

der Filligkeitszeitpunkt der Versicherungsleistungen liege bei T'.

Fiir jeden Versicherungsnehmer, der bis zum Zeitpunkt 7' verstirbt, muss das VU
wiederum die Versicherungssumme der Héhe 1 zum Zeitpunkt 7' zahlen. Bezeichnet
{Y(s), s € [t,T]} die Anzahl der VN, die bis s verstorben sind, so entspricht Y (7') der
Summe der Versicherungsleistungen, die das VU zu T' auszuzahlen hat. Y (T) ist dabei
eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,Q,Q), fiir die jetzt unter der

Annahme identischer und unabhéngiger Sterbewahrscheinlichkeiten gilt:
Y(T) ~ Bln(n — Y(t), T,th+t),

wobei Bin(+, ) die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung sei.

Fiir die Wertfunktion U(t,w,y) des VU, das alle n VN versichert hat, gilt jetzt:

U(t,w,y) = S )EPXQ [u(W(T) = Y(T)) | W(t) = w, Y(t) = y].

Zur Herleitung einer HJB-Gleichung fiir U seien die moglichen Werte fiir y unterschieden.

Gilt y = n, so muss das VU mit Sicherheit zu T n-mal die Versicherungssumme auszahlen.

T—t)

Dafiir stellt es zu t den abdiskontierten Wert, also ne " zuriick. Fiir den Rest der

Periode bis T besteht aber damit keine Ungewissheit mehr iiber den Wert von Y (7"), und

die Wertfunktion lautet in diesem Fall:
(3.8) Ult,w,n) = V(t,w—ne"@Y),

Fir y € {0,...,n — 1} sei zunédchst wieder das Bellman-Prinzip (Lemma 1.6) auf U
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angewandt:

(39) Ult,w,y) > Epug[U(t + hW(t+ ), Y(t + ) | W(0) = w, V(1) = o]
Vhelo, T —t], n(-) € A(t,w).

Wegen der stetigen Verteilung der Zufallsvariable, die das Alter einer Person angibt, ist
die Wahrscheinlichkeit, dass mehrere Versicherungsnehmer zur selben Zeit versterben,
= 0. Daher sei im Bellman-Prinzip das h so klein gewéhlt, dass in [¢,¢ + h] hochstens ein
Versicherungsnehmer verstirbt. Damit nimmt Y (¢ + h) zu t + h mit Wahrscheinlichkeit
(hPzst)" Y den Wert y und mit Wahrscheinlichkeit ("Iy) hGott (hPere)” Y71 den Wert y + 1

an. Analog zu (3.4) gilt somit in (3.9):

U(tv w, y) Z (hpac—l—t)n_y EP [U(t + h7 W(t + h)? y) | W(t) = w, Y(t) = y]
+(n — y)hQ:ert(hprrt)nfyfl Ep[U(t+h,W(t+h),y+1)|W(t) =w,Y(t) =y

V() e At,w).

Mit den gleichen Rechenschritten wie im Unterabschnitt 3.2.1 und der Uberlegung fiir

den Fall y = n gelangt man schliellich zu einer rekursiven HJB-Gleichung;:

4

V(t,w—ne " T = U(t,w,n);

Firy=0,1,....,.n—1:

(u—7r)2Us(tw,y)
202U (t, 0, )

+(n—y Az +)[U({t,w,y+ 1) —U(t,w,y)],

(3.10) 0="U(t,w,y) +rwl,(t,w,y) —

| w(w —y) = U(T, w,y).

Bemerkung 3.9. Fiir y = 0 und n = 1 entspricht das Szenario aus diesem Unterabschnitt
dem des Vorangegangenen. In diesem Fall stimmen auch die HJB-Gleichungen (3.10) und
(3.6) tiberein.
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Beispiel 3.10. Sei auch hier u(w) = —ée*aw, a > 0, die Exponentialnutzenfunktion.
Wegen Bemerkung 3.9 liegt ein analoger Ansatz zu dem aus Beispiel 3.7 nahe. Fiir y = 0,

n = 1 muss demnach gelten:
U(t,w,0) =V (t,w)ep(t),

mit ¢(t) = 7 4Pert + €*r_1qere und V (¢, w) aus Beispiel 1.10. Einsetzen und Nachrechnen
zeigt, dass

Ult,w,y) =V (t,w)e®o(t)"
die rekursive HJB-Gleichung (3.10) 16st.

Damit konnen die Vorbehaltspramien bestimmt werden. Wegen der Betrachtung der n
Versicherungsnehmer als Kollektiv stehen sie fiir die kumulierten Pramien, nicht fiir die

eines einzelnen VN. Fiir PV¥ gilt:

V(t,w— PN (tw,y)) = V(t,w)eo(t)
& exp {aPVN(t, w, y)eT(T’t)} =e™o(t)" Y

& PN (t,w,y) = ye T 4 Ty ye_T(T_t) In (1),
Q
und analog fiir PVY:

V(t,w) = V(t,w+ P (t,w,y))eo(t)"

1 =exp {—aP""(t,w, y)e”(T_t)} eYo(t)" Y

7

& PYY(t,w,y) = ye "D 4 B emrr-0 1y o(t).
«

Bemerkung 3.11. Die Priamien setzen sich zusammen aus den abdiskontierten Versi-
cherungsleistungen der y VN, die zu ¢ bereits verstorben sind, und einer Risikopramie
fiir die verbliebenen n —y VN. Dieser Risikoanteil entspricht dabei der Pramie fiir einen

einzelnen VN aus Unterabschnitt 3.2.1.
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3.2.3 Reine-Erlebensfallversicherung fiir einen Versicherungs-

nehmer

Die Reine-Erlebensfallversicherung fiir die Periode [t,T] ist das Gegenstiick zur Risiko-
Lebensversicherung aus Unterabschnitt 3.2.1. Bei ihr muss das VU die Versicherungssum-
me in Hohe von 1 zu T" auszahlen, falls der VN den Zeitpunkt 7" erlebt. Verstirbt der VN
hingegen bis dahin, wird keine Auszahlung féllig. Die Hohe der Versicherungsleistung zu

T sei auch hier als Zufallsvariable auf (Q, g, Q) mit:

1 , mit Wahrscheinlichkeit 7_;p, 1+
Yr =
0 , mit Wahrscheinlichkeit 7_;q;1¢.

modelliert. Die Wertfunktion

U(t,w)= sup Epxgu(W(T)—Yr) | W(t) =w]
m(-)€A(t,w)

kann dann auch hier mit dem Bellman-Prinzip (Lemma 1.6) abgeschétzt werden:
(3.11)
Ut,w) 2 Epxq [U(t +h, W(t+h) |[W(t) =w] ¥hel[0,T—1], n(-) € Alt,w).

Stirbt der VN in dieser Periode [¢,t+ h], ist Y7 = 0 und die Wertfunktion zu ¢ + h damit:
Ut+h,W(t+h)) = V(t+h W(t+h)).

Erlebt der VN aber den Zeitpunkt ¢ + h, so bleibt die Unsicherheit iiber den Wert von Y7
erhalten. Damit wird (3.11) zu:

+ 0Gert Ep [Vt +h,W(t+0h)) | W(E) =w] V()€ Alt,w).
Analoges Vorgehen zum Unterabschnitt 3.2.1 fithrt schliefilich auf die HJB-Gleichung;:

( 0 =U(t,w) — (M2;273w1€](1;(i;;u) + rwly(t, w)
(3.12) + XMz + [V (t,w) — U(t,w)],
w(w —1) = U(T, w),

\

wobei die Endbedingung entsprechend angepasst ist.
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Beispiel 3.12. Gegeben sei die Exponentialnutzenfunktion u(w) = —-e™*", a > 0. Fiir

die Wertfunktion U sei angenommen:
U(t,w) = V(t,w)n(t),

mit V (¢, w) aus Beispiel 1.10. Ersetzt man diesen Ansatz in der HJB-Gleichung (3.12), so
folgt:
0 = Vi(t, wn(t) + V(& w)nf (t) + Mz + [V (8, w) = V (¢, w)n(t)]
(/'L _ T’)2V£(t, w)
~ t - (t,w)n(t),
A nlt) + TVt ()

\ u(w—1) =V (T, w)n(T).

Da V' die HJB-Gleichung (1.11) lost, gilt:

(1 —r)?Via(t, w)
202V (t, w)

n(t) (Vt(t,w) - + TwVw(t,w)> = 0.

Daher muss 7(t) folgende lineare Differentialgleichung 1. Ordnung l6sen:
0=n'(t) + Az +1) (1 —n(t)),
e =n(T).

Deren Losung ist gegeben durch:

n(t) = <6a~|—/tT)\(a:+8)exp{/fA(aH—u)du} ds) exp{—/tT)\(x+8)ds}
:eo‘TtthJr/tT)\(ers) exp{—/ts Az + u) du} ds

« «
= €7 tPatt — T—tPatt + 1 = €1 tDapt + Tttt

= EQ [anT] = MYT(Oé),

wobei My, die Momenterzeugende-Funktion von Yp ist. Fiir die Vorbehaltspréamien gilt
damit analog zu Beispiel 3.7:

efr(Tft)

PYN(t,w) = PYY(t,w) =

In My, ().

(%
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Bemerkung 3.13. (i) Es gilt entsprechend der Bemerkung 3.8: Die Prémien steigen

(i)

bei steigender Risikoaversion «, sind unabhéngig vom risikobehafteten Wertpapier

—r(T—t) .
& g In My, (o) = e "8 _peys, also der Leistungsbarwert

und es gilt: lim
a—0+

oder die Nettopramie.

Der Abschluss einer Risiko-Lebensversicherung aus Beispiel 3.7 zusammen mit einer

Reinen-Erlebensfallversicherung aus diesem Beispiel garantiert dem VN eine sichere

Auszahlung von 1 zum Zeitpunkt T'. Fiir die Summe der beiden Pridmien, die der

VN dafiir zu entrichten hat, gilt aber:

e—r(T—t)

I (7—iPrst + €% 1—tGure) + (e r_iDatt + 7-1qw+1)]

efr(Tft)
= o I (r—iPote + €% r—tQoie) (€ r—tDott + T—1qz+t)]

e (=t [l N (Tftprrt T—tqz+t
= ne

o ev

—r(T— 1 « -«
=TT [1 + o In ((6 + ) 7Pt Ttart + 1 — 27 1Poys T—tQJc+t):|

+ T—tpi-u + T—tqg+t + T—tDatt T—thc-‘rtea)]

o o

(T 1 a  _a
=T [1 + o In (1 +(e2 —e 2) 1 Pars th$+t)]

> efr(Tft) )

Die Summe der Pramien ist also grofler als der abdiskontierte Wert der sicheren

Auszahlung. Darin driickt sich die Unvollstandigkeit des Marktes aus.
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3.2.4 Schadenho6he als Diffusionsprozess

In diesem Unterabschnitt sei die kumulierte Schadenhthe bis zum Zeitpunkt s € [¢, T

Y (s) modelliert als Diffusionsprozess:

(3.13) dY (s) = 0(s,Y(s)) ds + ((s,Y(s)) dB(s), t<s<T,
Y(t)=y>0.

Dabei sei { B(s), s € [t, T]} eine Brownsche Bewegung unabhiingig von B aus (1.1). Damit
(3.13) eine eindeutige Losung besitzt, sollen (¢, y) und ((¢,y) die folgenden Bedingungen

erfiillen fiir ein K > 0:

10(t,y) — 0L, 2)| + |¢(E,y) — C(t,2)] < Ky — =,
0t y)I* + ¢ty < K(1+y)*

Mit dem Bellman-Prinzip (Lemma 1.6) gilt dann zunéchst fiir die Wertfunktion U:
Ult,w,y) > E[Ut+hW(E+h),Y(Et+h)|W(t)=w,Y(t) =y
Vhelo, T —t], n(-) € A(t,w).
Und fiir U € C12([0,T) x R?) ergibt sich fiir die rechte Seite mit der Ito-Formel:
EUt+hW(t+h),Y(t+h)| W) =w, Y(t) =yl =Ut,w,y)
t+h

+F [/t Ui(s,W(s),Y(s))ds + Uw(s,W(s),Y(s))dW(s)

t

+ /tHh Uy(s,W(s),Y(s))dY(s)
t[  Uuals W), V )0
U5, W(6), Y ()5, Y (1)} ds | W (D) = w, V(1) =]
—Ult,w,y) + E MW Uy(s, W(s), Y (s)) ds

t+h
+ / Un(s, W (5), Y ()P W (s) + (1 — 1) (s)] ds

+/t Uy(s,W(s),Y(s))0(s,Y (s))ds



3.2. Feste Filligkeit bei festem Entscheidungshorizont 40

—l—/t % {wa(s,W(s),Y(s))W2(s)02
Uy (5, W), Y ()G, Y (5)) ) ds | (1) = w, Y(t) =]

Analoges Vorgehen zu den vorherigen Unterabschnitten fithrt dann auf die HJB-

Gleichung:

( "V
(1 — r)2U2(t, w, y)
0=U(t,w,y) — 202U o (£, 0, )

1
+ e(ta y)Uy(tv wa y) _I— 5(2(ta y)Uyy(tv w7 y)

(3.14) < + rwlUy(t, w, ),

| u(w —y) = U(T,w,y).

Beispiel 3.14. Sei u(w) = —+e™*, a > 0, die Exponentialnutzenfunktion. Sei auBerdem
angenommen, dass die Koeffizienten # und { des Diffusionsprozesses unabhéngig von y

sind, und die Wertfunktion von der Form:

U(t,w,y) =V (t,w)exp{ay + (t)}

mit V (¢, w) aus Beispiel 1.10 ist. Einsetzen dieses Ansatzes in die HJB-Gleichung (3.14)

fithrt auf die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir 4:

0= /(1) + ab(r) + 5a*C(0),

0= (7).

Diese Gleichung hat die Losung:

und damit lautet die Wertfunktion U:

Ut,w,y) = V(t,w)exp {ay + /tT (ae(s) + %OzQCZ(s)) ds} :
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Somit ergibt sich die Vorbehaltspramie des VN aus:

2
r 1
& exp{aP"V(t, w, y)eT(T’t)} = exp {ay + / (a@(s) + 5042(2(3)) ds}

—r(T—t) T
& PYN(t,w,y) = ‘ aT (ay +/t (a@(s) + %a2c2(3)> ds)

T 1
&= PYN(t,w,y) = ye "I 4 e_T(T_t)/ (0(5) + iaCQ(s)) ds,
t

(3.15) V(t,w— P"N(t,w,y)) = V(t,w)exp {ay + /tT <a9(s) + 1@2@(5)) ds}

und das ist auch die Vorbehaltspramie des VU.

Bemerkung 3.15. Die Pramien aus dem vorangegangenen Beispiel setzen sich zusam-
men aus dem abdiskontierten Wert der Versicherungsleistungen, die mit Sicherheit zu T
zu leisten sind, und einem Wert, der sich im Wesentlichen aus der erwarteten abdiskon-
tierten Schadenhohe in [t, 7] und dem abdiskontierten Produkt aus Risikoaversion und
Varianz der Schadenhohe in dieser Periode ergibt. Diese Pramie also, die nach einer Art

Exponentialnutzenprinzip bestimmt ist, folgt dem so genannten Varianzprinzip.

Beispiel 3.16. u(w) = —ée*““’, a > 0, sei die Exponentialnutzenfunktion. Fiir die

Koeffizienten der Diffusion gelte:

0(t,y) = (n—yAz+1),  ((ty) =V —yA(z+1)

mit A(z) aus Definition 3.1 und n € N fest. Sei jetzt A\(x) = A > 0 angenommen. Fiir die
Wertfunktion U sei:

U(t,w,y) = V(t, w)e* exp{(n —y)n(t)}
angesetzt. Eingesetzt in (3.14) fiithrt auf die Bernoulli-Differentialgleichung fiir 7:

0= /(1) — Mn(t) + 5 (1),

—a =n(T).
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Zur Losung dieser Differentialgleichung sei zunéchst die lineare Differentialgleichung 1.

Ordnung:
2'(t) = —Az(t) + %,

2(T) = —é

gelost. Diese Differentialgleichung hat aber die Losung:

(2 [ ol ) 4) o 2]

= —é exp{\(T —t)} + % (1 —exp{MT —1)}).

Daher ist n(t) gegeben durch:

1 2x

M= 5 = et a)epNT =D} —a

Fiir die Wertfunktion U gilt dann:

U(t,w,y) = V(t,w)exp {a {” T 2+ta) ejg;(ﬁ)— )} — 061 } ’

und somit bestimmt sich die Vorbehaltspriamie des VN aus:

2(n —y)
VN -
V(t,w—P""(t,w,y)) = V(t,w)exp {a {n e - a] }
7o) | 2(n — y)
VN _ —r(T—¢) N
& PV (t,w,y) =ce¢ _n (2 + a)eXT—0 — a]
& PYN (11, y) = er@-o | L) = ae 0] — 2(n — y)e T
o (24 a) — ae=MT-1)
& PVN(t w,y) = o T(T—1) n(2+a) (1 - 67}‘(T7t)) + 2ye=MT=1)
o (2 + a) — ae MT-1)
= ]DVN(t7 w, y) _ (n . y)e—r(T—t) ( ) ( ) i ye"”(T_t)'

2+ a) — ae M=)

Desweiteren gilt: PYY (t,w,y) = PVY(t,w,y).
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Beispiel 3.17. Die Nutzenfunktion u(w) sei die Exponentialnutzenfunktion u(w) =
—Lemov o > 0. Weiterhin gelte 0(t,y) = 0y und ((t,y) = Cy, ¢ > 0, und es sei an-

genommen, dass die Wertfunktion U die Gestalt:

Ult,w,y) =V (t,w)o(t,y)

mit V (¢, w) aus Beispiel 1.10 hat. Zusammen mit der HJB-Gleichung (3.14) ergibt dieser

Ansatz, dass ¢(t,y) das folgende Cauchy-Problem lsen muss:
¢y’
0= ¢t(t7 y) + 0y¢y(t7 y) + T¢yy(tv y)7

e™ = ¢(T,y).
Die Feyman-Kac-Formel fiir Diffusionsprozesse gewéhrleistet, dass die Losung dieses

Cauchy-Problems die stochastische Darstellung:

o(t,y) = E [exp{aX(T)}]
besitzt, wobei {X(s), s € [t,T]} Losung der stochastischen Differentialgleichung:
dX(s) = 0X(s)ds + (X (s)dB(s),
X(t) =y

ist. Mit der Variation-der-Konstanten-Formel hat X (7") die Darstellung:

X(T) :yexp{/tT (9—%@) ds+/tTCdB(s)}

—yesp{ (¢~ 5¢) (0~ 0 fexo {<(B) - B}

N - B(T) — B(t
Dabei gilt: (B(T') — B(t)) ~ N(0,7 —t) und daher: B(T) - B(t) ~ N(0,1). Damit hat

]

die Funktion ¢(t,y) die Darstellung:

o(t,y) = F [exp {kle’”Z}] ,

2
wobei k; = ayexp{(@— %) (T—t)}, ke = (VT —t und Z ~ N(0,1). Somit gilt

schlieBlich fiir die Vorbehaltspramie des VN:

Vt,w— PVN(t, w,y)) =V(t,w)E [GXP {k’1€kzz}}

e—r(T—t)

& PYN(t,w,y) = In Mx (k)
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mit der Momenterzeugenden-Funktion My der log-normalverteilten Zufallsvariable

X = ek2Z Und es gilt auch hier: PYY(t,w,y) = PVN(t,w,y).
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3.2.5 Schadenzahl als Poisson-Prozess

Im Modell dieses Unterabschnittes folgt die Schadenzahl bis zum Zeitpunkt s € [¢, T
einem inhomogenen Poisson-Prozess {N(s), s € [¢t,T]}, N(0) = 0 f.s., mit Intensitét
p(s) > 0 und unabhéngig von der Brownschen Bewegung B aus (1.1). Damit lautet der

Prozess, der den kumulierten Schaden bis s € [t, T| angibt, folgendermafen:
dY (s) = L(s,W(s),Y(s))dN(s), t<s<T,
Y(t) =y >0.

Dabei gebe die Zufallsvariable L(s,w,y) die Schadenhohe zum Zeitpunkt s an und sei

ihrerseits unabhéngig von N(s).

Die Wertfunktion U kann dann &hnlich zu der Herleitung aus Unterabschnitt 3.2.1 be-

stimmt werden. So gilt auch hier mit dem Bellman-Prinzip (Lemma 1.6):
(3.16) U(t,w,y) > E[U({t+h,W({t+h),Y(t+h))|W(t)=wY(t) =y
Vhelo,T—t], n(-) € A(t,w).
Dabei gilt fiir den Poisson-Prozess N mit ¢ € N:
P(N(t+h)=1i+ 1| N(t) / s)ds + o(h),
P(N(t+h)=1i| N(t) = / s)ds + o(h),

P(N(t+h)>i+1|N(t)=1) = o

Somit gilt in (3.16) mit der zufélligen Dauer o bis zum Eintritt des néachsten Schadensfalles

nach ¢, falls in [t,t + h] nur ein weiterer Schadensfall eintritt, und dem Wert L aller

Schadensfille in [t,t + h] bei Eintreten mehrerer Schadensfille in dieser Periode:
U(t,w,y) >
t+h

(/ p(s)ds + 0(h)> EUt+hW({t+h),y+Lt+o,W(t+o),y)|W(t) =wY(t) =y

¢

t+h
+ (1 - / p(s)ds + 0(h)> EU{t+h,W(t+h),y) | W(t)=wY(t) =y
t

+o(h)E [U(t FRW(ER),y+ L) | W) =w,Y(t) =yl .
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Anwendung der It6-Formel auf die ersten beiden Komponenten von U, Subtraktion von
U(t,w,y) auf beiden Seiten sowie Dividieren durch A > 0 und der Grenziibergang fiir

h — 0+ fithren schlielich auch in diesem Fall auf eine HJB-Gleichung:

( (n—r)°Us(t,w,y)
= t - w(l, w,
0 Ut( 7w7y> 202wa(t,w,y) +er ( w y)
(3.17) - . -
+p() [EU(t,w,y + L(t,w,y)) — U(t,w,y)],
| u(w —y) = U(Twy)

Beispiel 3.18. Die Nutzenfunktion w(w) sei als Exponentialnutzenfunktion
u(w) =—2e ™, a > 0, angenommen. Weiterhin sei L(¢t,w,y) = L(t) unabhingig

von w und y, und fiir die Wertfunktion U sei folgender Ansatz angenommen:
Ut,w,y) = V(t,w)e®E(t)

mit V (¢, w) aus Beispiel 1.10. Dieser Ansatz fiithrt mit der HJB-Gleichung (3.17) auf eine

lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Funktion £(¢):

0=¢(t) +p(t) (B [e*"0] —1) (),

mit der Losung:

£(t) = exp { /t " pls) (B [ — 1) ds} .

Somit gilt fiir die Vorbehaltspriamie des VN, PV¥:
T

(3.18) V(t,w— P"N(t,w,y)) = V(t,w)e™ exp {/ p(s) (E [eO‘L(S)] —1) ds}
t

—r(T—t) T
< / p(s) (E [eaL(s)} —1) ds,
t

und die Bestimmung von PVV fiihrt auf die gleiche Préamie.

& PYN(t,w,y) = ye " TY 4

(0%

Bemerkung 3.19. Unterstellt man dem Diffusionsprozess Y (s) aus Beispiel 3.14 den
gleichen Erwartungswert und die gleiche Varianz wie dem Prozess der kumulierten Scha-

denhohe aus Beispiel 3.18, so gilt also:

/tTG(S)ds:/tTp(s)E[L(s)] ds, /tTCQ(S)dSI/tTp(s)E[LQ(s)] n



3.2. Feste Filligkeit bei festem Entscheidungshorizont 47

Fiir die Préamie (3.15) bedeutet das:
T a
ye T 4 r@0 / (605) + 5¢3(5)) ds
¢

= ye T | or(T1) /t ' p(s) (E[L(s)] + %E[LZ(S)D ds

—r(T—t
< ye "M 4 ‘ )

/t o(s) (Elexp {aL(s)}] — 1) ds.

!
Letzteres ist aber die Préamie (3.18) aus Beispiel 3.18. Diese Ungleichung hat ihre Ursa-

che in der Modellierung der Schadenhohe durch einen Poisson-Prozess. Denn bei diesem
Sprungprozess tritt ein Schaden in seiner vollen Hohe mit einem mal auf, wiahrend der
stetige Diffusionsprozess einen léngeren Schadenverlauf erlaubt, wodurch sich ein Scha-

densfall langsam ankiindigen kann.
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3.3 Die Vertriage mit randomisierter Filligkeit der

Leistungen bei festem Entscheidungshorizont

Anders als in Abschnitt 3.2 sollen jetzt Versicherungsvertrige betrachtet werden, bei
denen die Versicherungsleistungen nicht am Ende der Versicherungsdauer, sondern gleich
bei Eintritt des Versicherungsfalles zu zahlen sind. Trotzdem bleibt aber das Portfolio-
Problem von VN und VU das gleiche. Es ist also nach wie vor das Ziel, den erwarteten

Endnutzen zum Zeitpunkt 7' zu maximieren.

3.3.1 Risiko-Lebensversicherung fiir einen Versicherungsneh-

mer

Wie in Abschnitt 3.2 wird zunéchst die Risiko-Lebensversicherung fiir einen einzelnen
VN betrachtet. Dazu sei wieder = das Alter des VN zum Zeitpunkt 0 und die Periode
[t, T] der Versicherungszeitraum. Erlebt der VN den Zeitpunkt 7', wird keine Auszahlung
fillig. Sobald jedoch der VN innerhalb von [t,T] verstirbt, muss das VU die vereinbarte
Versicherungssumme in Hohe von 1 auszahlen. In 3.2.1 lautet die HJB-Gleichung fiir die
Wertfunktion U:

(. (1 —7r)?Us(t, w)
0=t w) = s w)

+ Mz +t)[V(t,w — e’T(T’t)) - U(t,w)],

+ rwU,, (t, w)

u(w) = U(T,w).

\

Da jetzt die Versicherungssumme sofort bei Tod des VN féllig wird, muss in der Herleitung
der HJB-Gleichung fiir diesen Unterabschnitt lediglich der Term e~""~% durch 1 ersetzt

werden. Damit lautet die HJB-Gleichung also:

(0= U(tw) — Wg;&%%;” ol (t w)
(3.19) Az + DOV (Ew—1) = Ut w)],
u(w) = U(T,w).

\
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Beispiel 3.20. Wie in Beipiel 3.7 sei im Fall der Exponentialnutzenfunktion

u(w) = —Le " « > 0, die Wertfunktion U von der Form:

U(t,w) = V(t,w)o(t)

mit V (¢, w) aus Beispiel 1.10 angenommen. Da V' die HJB-Gleichung (1.11) erfiillt, lautet
(3.19):
0= Vit,w)d/(t) + Az + DV (£, w — 1) — V(£ w)o (1),

u(w) = V(T,w)p(T).

Esgilt:  V(t,w—1) = V(t,w)exp{ae"™ D}, und daher muss ¢(t) die lineare Differen-

tialgleichung 1. Ordnung:

0=¢'(t) + Mz +1) [exp {ae" T} — ()],
1=o(T)

16sen. Diese hat die Losung:

T
o(t) = exp {—/ Az + s) ds}
t
T s
+ / Az + s)exp {aer(T_s)} exp {— / Mz +u) du} ds
t t
T
= 7 tPe+t + / Az + s)exp {ae" ™} _ip,ids.
t
Somit gilt fiir die Vorbehaltspramie des VN, PV¥ | die auch die Pramie des VU ist:
V(t,w— PYN(t,w)) = V(t,w)é(t)

—r(T—t)
& PYN(t,w) =

In ¢(t).

Bemerkung 3.21. (i) Die Priamien steigen bei steigender absoluter Risikoaversion ge-

messen in « und sind unabhéngig vom risikobehafteten Wertpapier.
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(ii) Es gilt:

e—r(T—t)

T
In (Ttszrt + / Az + s) exp {aer(T*S)} s—tPz+t dS)
t

—r(T—t) T
In <T—tp:p+t + e / M@ + 8)s—tPutt dS)
t

e

>
o

e—r(T—t)
= o I (7—tPate + €*1—tGute) -

Also ist die Pramie hier grofler als die aus Unterabschnitt 3.2.1. Das liegt daran,

dass die Versicherungsleistung sofort bei Tod und nicht erst am Ende der Versiche-

rungslaufzeit fallig wird.
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3.3.2 Risiko-Lebensversicherung fiir mehrere Versicherungsneh-

mer

Das Szenario in diesem Unterabschnitt ist dem aus Unterabschnitt 3.2.2 angepasst. So
muss das VU den Hinterbliebenen aller n x-jéhrigen VN bei Tod bis zum Zeitpunkt 7' die
vereinbarte Versicherungssumme in Hohe von 1 ausbezahlen. Die Arbeit zur Herleitung
der HJB-Gleichung fiir die Wertfunktion U (¢, w,y) in diesem Unterabschnitt ist ebenfalls
im Wesentlichen bereits im Unterabschnitt 3.2.2 geleistet worden. So gilt zunéchst fiir den

Fall y = n, dass also zu t bereits alle VN verstorben sind:
U(t,w,n) =V(t,w).

Anders als in (3.8) ist also das Startkapital nicht um den abdiskontierten Wert der Versi-
cherungsleistungen zu verringern, da diese unmittelbar bei Eintritt des Versicherungsfalles

zu leisten sind, die VN aber bereits vor ¢ verstorben sind.

Fir y € {0,...n — 1} ist in (3.10) wiederum nur zu beriicksichtigen, dass die Versiche-
rungsleistungen bei Eintritt des Versicherungsfalles zur Auszahlung kommen, und somit

lautet die HJB-Gleichung (3.10) aus Unterabschnitt 3.2.2 jetzt:

(

V(t,w) =U(t,w,n);
Firy=0,1,...,n—1:

(1 — 72Ut w,y)
202U o (t, w0, y)

+(n—y) Nz +)[Ut,w—1,y+1)—U(t,w,y)],

(3.20) 0=U(t,w,y) +rwl,(t,w,y) —

Beispiel 3.22. Wie in Beispiel 3.10 kann gezeigt werden, dass

U(t,w,y) = V(t,w)(o(t)""

mit V' (¢, w) aus Beispiel 1.10 und ¢(t) aus Beispiel 3.20 die HJB-Gleichung (3.20) 16st.
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Damit ergeben sich auch die Vorbehaltspramien analog zu:

PYN(tw,y) = PVV(t,w,y) = — LT Ing(t).
«

Bemerkung 3.23. Aufgrund der gegeniiber 3.2.2 geénderten Auszahlungsmodalitét
entfallt in den kumulierten Pramien auch der Bestandteil der abdiskontierten Versiche-

rungsleistungen fiir die y zum Zeitpunkt ¢ bereits verstorbenen VN (vgl. Bemerkung 3.11).
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3.3.3 Diskrete temporire Leibrente

Die temporére Leibrente zahlt dem zu Versicherungsbeginn x-jahrigen VN wéhrend der
gesamten Versicherungszeit von 7" € N Zeitperioden nach jeder erlebten Periode eine
Rentenzahlung der Hohe 1 aus. Fiir t € [T'—n,T — n + 1] sei dann die Wertfunktion U
mit U(t, w;n) bezeichnet. Fiir diese n Wertfunktionen gelten somit die Uberlegungen aus
Unterabschnitt 3.2.3. Mit entsprechenden Endbedingungen gilt also:

(n—1)°Us(t, w)

202Uy (t, W)

+ Az +)[V(t,w) —U(t,w)],

0= Ut(t,UJ) —

+ rwl, (t, w)

(3.21)
UT —-n,w—1;n)=UT—-n,w;n+1), fir n=1,2,...,7T—1,
| u(w —1) =U(T,w;1).
Beispiel 3.24. u(w) = —%e‘o‘w, o > 0, sei die Exponentialnutzenfunktion. Die Uberle-

gungen aus Beispiel 3.12 legen fiir die Wertfunktionen U(¢, w;n) folgenden Ansatz nahe,

der mithilfe von (3.21) verifiziert werden kann:
U(t,wyn) = V(t,w)n(t;n),

mit V' (¢, w) aus Beispiel 1.10 und

n(t;n) = r—ni1-tGat + €XP {CY Z e(n_m} T—tDx+t
=1

n—1 k
+ Z T—n—t+kPz+t Qe+T—n+k €XP {a e("‘l)’“} .
k=1 P
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 erhdlt man damit folgende Vorbehaltspramien:

1 —1)r —1)r —2)r
PVN((), UJ) = PVU(O, w) = EC_TT In [qx + eae(T ! Pz qz+1 + ea(e<T e )2px qz+2

NS ea(e(T71>T+-"+1) sz:| )
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3.3.4 Stetige temporéire Leibrente

Jetzt sei angenommen, dass die Leibrente kontinuierlich mit einer Rate von 1 Leistungen
ausbezahlt, solange der VN lebt und das Ende der Versicherungsdauer 7' nicht erreicht
ist. Wegen der unmittelbaren Filligkeit der Versicherungsleistungen ist es sinnvoll, diese

in den Wertprozess (1.4) einzubauen. Dieser lautet damit:

ﬂ@@y:rﬁq@+«u—mw@y—qu+aﬂgd3@% t<s<T,
W(t) = w.
Diese Anderung sei jetzt bei der Definition der Wertfunktionen U beriicksichtigt. Mit dem

{iblichen Vorgehen fiihrt diese Anderung schlieBlich auf die folgende HIJB-Gleichung fiir
U:

(n —r)*Ug(t, w)
- - 1
0 =U(t,w) 20U (£, ) + (rw — 1)Uy (t, w)
(3.22) + A+ B[Vt w) — Ut w)),
\ uw(w) = U(T,w).
Beispiel 3.25. Fiir u(w) = —ée*a“’, a > 0, sei angenommen, dass U die Form

U(t,w) =V (t,w)n(t)

mit V (¢, w) aus Beispiel 1.10 hat. Damit muss wegen der HJB-Gleichung (3.22) 7(t) die

lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

0 = V(t, w)y'(t) = Viu(t, w)n(t) + Az + ) [V (£, w) = V(£ w)n(t)],

1 =n(T),
0=7'(t)+ [ae" ™ — X+ )] n(t) + Mz + 1),

-~
1=n(T)
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16sen. Sie hat die Losung:

n(t) = exp { /1t (0T Z Az + ) ds}

+ /tT)\(x + 5) exp {/t (ae™ ™™ — Xz + u)) du} ds

T
= exp {/ ae" =) ds} T—tDa+t
t

T s
+ / exp {/ A du} AT + S) s—tPatt ds.
t t

Fiir die Vorbehaltspramien PVY und PVV gilt somit:
1
PYN(t,w) = PYY(t,w) = —e " T 1nn(t)
a

mit 7(t) wie oben.
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3.3.5 Schadenho6he als Diffusionsprozess

In diesem Unterabschnitt soll die kumulierte Schadenhdhe bis zum Zeitpunkt s € [¢, T

Y (s) als Diffusionsprozess modelliert und in den Wertprozess eingebaut werden. Der

verdnderte Wertprozess W (s) lautet also jetzt:

(3.23) dVT/(s) =rW(s)ds+ (u —r)m(s)ds + on(s)dB(s) —dY(s), t<s<T,
W(t) = w,

und fiir Y'(s) soll dabei gelten:

(3.24) dY (s) = 0(s, W (s),Y (s))ds + ((s,W(s),Y(s))dB(s), t<s<T,
| vt =y=0,

mit einer Brownschen Bewegung {B(s), s € [t,T]} unabhingig von B aus (1.1). Fiir

dieses abgednderte Szenario soll von neuem eine HJB-Gleichung fiir die Wertfunktion U

hergeleitet werden, die jetzt wie folgt definiert ist:
Ult,w.y) = sup B [u(W(T) | W(t) =w,Y (1) = y|.
w(-)EA(t,w)

So gilt zunéchst mit dem Bellman-Prinzip (Lemma 1.6):

U(t,w,y) > E|U(t+h,W(t+h),Y(t+h) [ W(t) = w,Y(t) = y}
Vhelo,T—t], n(-) € A(t,w).
Die It6-Formel fiir die Wertfunktion innerhalb des Erwartungswertes lautet dann:

) t+h B
Ut +hW(t+h),Y(t+h)=Ultwy)+ / Uils, W(s), Y(s)) ds
+/t Un(s, W (s),Y (s)) dW (s)

+/ U, (s, W(s),Y(s))dY (s)
1t t+h ) )
+ 5/15 Uww(s,W(s),Y(s)) [0'271'2(8) + (s, W(s),Y(s))| ds

1 t+h B
+5 /t UyyG?(s, W (s),Y (s)) ds
t+h

— Uwy(Q(s,W(s),Y(s))ds.
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Mit (3.23),(3.24) und dem bereits bekannten Vorgehen gelangt man schlielich zu der
HJB-Gleichung fiir U:

/ 2,2

0 =U(t,w,y) + sup {(,u — )0, (t,w,y) + gr

TeR

Ut w.y>} Ot w, )y (10, )
+ [rw — 0(t, w, y)|Uu(t, w, y) + %Cz(t, W, Y) U (£, 0, y) — C(t, w, y) Uy (t, w, y)

1
+ §§2(t7 w, ?/)Uyy(ta w, y)7

w(w) = U(T, w,y),

\

die sich wegen der Konkavitdt von U reduziert auf:

. (1 =) Ut w, y)
0=U(t,w,y) — 202U (t, w, 1)

1
+0(t,w,y)Uy(t, w,y) + 5(’2(75, W, Y) U (t, w,y) — C (w0, y) Uy (0, y)

+ [rw — 0(t, w, y)|Uy(t, w, y)

(3.25) X
+ §C2(t7 w7 y)Uyy(ta U}, y)7

u(w) = U(T,w,y).

(
Beispiel 3.26. Neben der Wahl der Exponentialnutzenfunktion u(w) = —ée*m", a >0,
seien # und ¢ unabhéngig von w und y angenommen. Dann héngt auch U nicht mehr von
y ab, und der Ansatz

Ult,w) = V(t,w)e?®

mit V" aus Beispiel 1.10 eingesetzt in die HIB-Gleichung (3.25) ergibt fiir ¢(¢) die folgende
Differentialgleichung:

(

0=V (t,w) (t)e?® — 0(t)Vy(t, w)e?® + %CQ(t)wa(t, w)e?®,

[ 0=u(1),
0=V (t,w' () +0t)ae" TV (t,w) + %@(t)ocze%(T_t)V(t, w),
=
0— (),
( a262r(Tft)

0=1'(t) + ae"T90(t) +
P 2

0= (7).

(1),
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Diese Gleichung hat die Losung:
r(T—s)

sy =a [ (o000 + 70 ds

Fiir die Vorbehaltspramien von VN und VU, PV¥ und P"Y, gilt daher:

627“(Tfs)

T
PYN(t,w) = PYY(t,w) = 6_T(T_t)/ (eT(T_S)G(S) e
¢

5 g2<s)) ds.

Bemerkung 3.27. Der Aufbau der Pramien sei mit den Ergebnissen aus Beispiel 3.14
verglichen. Auch hier entfillt wegen der unverziiglichen Félligkeit der Leistungen der Teil
der abdiskontierten Versicherungsleistungen, die mit Sicherheit zur Auszahlung kommen
(vgl. Bemerkung 3.23). Der zweite Teil der Pramien aus Beispiel 3.14 ist dafiir kleiner
als die Pramie in diesem Beispiel, da die Versicherungsleistungen fiir die VN, die nach ¢

versterben, spéter fillig werden.
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3.3.6 Schadenzahl als Poisson-Prozess

Auch in diesem Abschnitt soll der Prozess, der die kumulierte Schadenhche modelliert, in

den Wertprozess integriert werden. Dieser lautet daher jetzt:

AW (s) = rW(s)ds + (u — r)m(s) ds + on(s) dB(s) — L(s,W(s))dN(s), t<s<T,
W(t) = w,
Darin ist die Schadenzahl {N(s), s € [t,T]} ein inhomogener Poisson-Prozess unabhéngig

von B aus (1.1) mit Intensitét p(s). Die Zufallsvariable L(s, W (s)) gebe die Schadenhshe

zum Zeitpunkt s an.

Die Wertfunktion U lautet jetzt:

Ult,w) = sup E |u(W(T))|W(t) =w|,
w(-)EA(t,w)

und eine nahezu analoge Herleitung der HJB-Gleichung fiir U zu der aus Abschnitt 3.2.5

ergibt:
0=Uy(t,w) — ng&ﬁ%") + p(t) [EU(t, w — L(t,w)) — U(t, w)]
(3.26) + rwU, (t, w)
\ w(w) =U(T,w).

Beispiel 3.28. Fiir u(w) = —1e ", o > 0, und L(t,w) = L(t) sei
Ult,w) = V{t,0)()
mit V (¢, w) aus Beispiel 1.10 angenommen. Dann 16st ¢(t) die Differentialgleichung:

0=V (&, w)'(t) + p(t) (E[V(t,w = L)Y ()] = V(¢ w)i(t)),
1= (T),

0=1'(t) + p(t) (E [exp {ozL(t)eT(T_t)H - 1) W(t),
1=y(T)
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mit der Losung:

B(t) = exp { /t " () (B [exp {aL ()T} — 1) ds} .

PVN

Die Vorbehaltspriamien und PV lauten somit:

PYN(t,w) = PVY(t,w) = ée‘T(T_t)/t p(s) (E [exp {aL(s)e’”(T_s)H —1) ds.

Bemerkung 3.29. (i) Wie in Abschnitt 3.2 kann gezeigt werden, dass bei gleicher
Erwartung und Varianz in der Hoéhe des kumulierten Schadens die Préamien bei
Modellierung mittels Poisson-Prozess hoher ausfallen als bei Modellierung als Dif-

fusionsprozess (vgl. Bemerkung 3.19).

(ii) Wegen der sofortigen Falligkeit der Leistungen entfillt gegeniiber Beispiel 3.18 der
Teil der Priamie, der die zu t bereits eingetretenen Schiden deckt. Der andere Teil
der Prédmie aus Beispiel 3.18 ist aber aus demselben Grund kleiner als die Pramie

aus diesem Beispiel.
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3.4 Die Vertriage mit randomisierter Filligkeit der

Leistungen bei zufilligem Entscheidungshorizont

In diesem Kapitel soll der Zeitpunkt, zu dem der erwartete Nutzen maximiert wird, nicht
mehr deterministisch sein, sondern einer Zufallsvariablen 7 mit Werten in [0, co) folgen. 7
beschreibt dabei den Todeszeitpunkt des VN und sei daher als Zufallsvariable auf (€, G, Q)
aus Abschnitt 3.1 angenommen. Die definierende Gleichung (1.6) fiir die Wertfunktion V'
lautet damit:

V(t,w)= sup Epxgu(W(r)) |W(t) =w].
m(-)EA(t,w)

Dabei soll der Index am Erwartungswertoperator signalisieren, dass der Erwartungswert

beziiglich des Produktmafles P x @) auszuwerten ist. Fiir 7 < ¢ sei V (¢, w) = u(w) gesetzt.

Fiir die Wertfunktion gilt dann mit dem Bellman-Prinzip (Lemma 1.6):
V(t,w) > Epxq [V({t+h,W(t+h)) | W(t) =w].

Mit Wahrscheinlichkeit ,q,.; liegt 7 im Intervall [t,¢ + h], mit Wahrscheinlichkeit ;p,,
gilt aber 7 > ¢ + h. Daher folgt:

V(t,w) > ppepeEp [V(E+h,W(E+h)) | W(t) =w]

+ et Ep [u(W(t + 1)) | W(t) = w].

Die Ito-Formel angewandt auf V(¢ + h, W (t + h)) und Dividieren durch A fithren auf:

LV (tw) 2 ps Br H /t {Vils, W(5)) + Vau(s, W()) P W (5) + (= 7)m(s)]

+ %wa(s, W(s))o?m?(s)}ds | W(t) = w

+ ’”‘q;;;“ Ep[u(W(t + h)) | W(t) =w].

Fiir h — 0+ sowie sup ergibt sich schliellich:
w(-)EA(t,w)

(n—r)* Vi(t,w)

Az + )V (t w) = Vilt,w) + rwVy(t, w) — 202 Viyu(t,w)

+ Az + t)u(w).
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Wegen der Zufilligkeit in 7 kann man fiir diese Differentialgleichung nicht wie bislang eine
Endbedingung angeben. Das Portfolio-Problem ist prinzipiell in eines von unendlichem
Horizont eingebettet. Somit tritt an die Stelle einer Endbedingung die Frage, was mit der
Wertfunktion fiir den Ubergang ¢t — oo geschieht. Dabei ist es sinnvoll zu fordern, dass
die geringe Erlebenswahrscheinlichkeit ;p, fiir grofles t den erwarteten Nutzen bei spétem
Start des Portfolioproblems dominiert, auch wenn das Startkapital aus einem bis dahin

optimal gefithrten Portolio resultiert:
t
tlim Ep {exp {—/ Az + s) ds} V(t, W*(t))] =0.
— 00 0
Somit lautet also die HJB-Gleichung fiir V' in diesem Modell:

(/”L - T)z VuQ;(ta ’LU)
202 Vi(t,w)

0 = Vi(t, w) + rwViy(t,w) — + Az + 1) [u(w) — V(Ew)],

(3.27) ;
0= tlim Ep {exp {—/ Mz + s) ds} V(t, W*(t))] .
Beispiel 3.30. Es sei u(w) = —ée*aw, a > 0, die Exponentialnutzenfunktion und » = 0.

Die Wertfunktion V sei mit
V(t,w) = u(w)y(t)

angesetzt. Wegen tlim Elu(W*(t))] = 0 lautet die Transversalititsbedingung:

tlirgloexp {—/Ot Az + s) ds} Y(t) < 0.

Der Ansatz fiir V' ausgewertet in (3.27) ergibt dann eine lineare Differentialgleichung 1.

Ordnung fiir :

2

W (t) — [)\(x )+ %} W(t) + Mz +t) = 0.

Fiir eine eindeutige Losung dieser Gleichung sei dann tlim ¥(t) = 0 gesetzt, was eine
—00
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wiinschenswerte Eigenschaft der Wertfunktion darstellt. Damit lautet :

bt = </too>\(x+s)exp{/:o (A<x+u)+2"722) du} ds)
-exp{—/tOO <)\(x+s)+%) ds}
:/too)\(x+s)exp{—/ts (A(x+u)+2“722> du} ds

:/ Mz +5)e D, _p. i ds
t

T+t

also der stetige Leistungsbarwert einer Todesfallversicherung fiir einen (x + ¢)-Jédhrigen

12

mit Versicherungssumme 1 und Diskontierungszinsrate § = 297"
o
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3.4.1 Todesfall-Versicherung

Wie in Unterabschnitt 3.3.1 wird zum Zeitpunkt des Todes des VN die Versicherungs-
summe der Hohe 1 fillig. Die an das Modell aus diesem Kapitel angepasste Wertfunktion
U lautet dann:

Ult,w)= sup FEuW(r)—1)|W(t)=w]
m(-)€A(tw)

und die HJB-Gleichung fiir U:

(1= r)°Ua(t,w)
202U 4 (T, W)

0= lim By [exp {_ /Ot Az +5) ds} Uit W*(t))] |

0=Ut,w) — + Mz +t)[u(w —1) = U(t,w)] + rwl,(t,w),

(3.28)

Beispiel 3.31. Fiir u(w) = —ée*a“’, a >0, und r = 0 16st
U(t,w) =V(t,w)e”

mit V' aus Beispiel 3.30 die HJB-Gleichung (3.28). Damit gilt fiir die Vorbehaltspramie
PVN des VN:

und es gilt: PYN(t,w) = PVY(t,w).

Bemerkung 3.32. Wegen der Annahme r = 0 ist der Todeszeitpunkt des VN irrelevant.

Daher ist auch erwartungsgeméfl die Pramie unabhéngig von der absoluten Risikoaversion.
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3.4.2 Stetige lebenslange Leibrente

Bis zum Zeitpunkt 7 des Todes des VN erhélt dieser kontinuierlich mit einer Rate von 1
Rentenzahlungen. Diese Auszahlung fiir das VU sei wie schon im Unterabschnitt 3.3.4 in

den Wertprozess (1.4) des Portfolios eingebaut. Dieser lautet dann:

AW (s) = [TW(S) + (u—r)m(s) — 1| ds+om(s)dB(s), s>t,
W(t) = w.

Die Wertfunktion U lautet damit:

Ut,w)= sup E|u(W(r))|W(t) = w] :
m(-)€A(tw)

und die Uberlegungen aus Unterabschnitt 3.3.4, angepasst an das Modell in diesem Ka-

pitel, ergeben die folgende HJB-Gleichung fiir U:

( (:u B T)2U51<t7 U))
0= Ut(t’ w) B 2U2wa(t,’w)

+ (rw — 1)Uy, (t, w)

(3.29) Nz + Du(w) — Ut w)],

0= lim Ep [exp {— /Ot Az + 5) ds} Ult, W*(t))} :

\

Beispiel 3.33. Es sci u(w) = —2e %, a >0, r = 0 und U(t,w) = u(w)n(t) angenom-
men. Wegen (3.29) 16st n(t) dann die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung;:

0=7'(t)— [Mz+1t)+0—aln(t) + Mz +1)

2

mit 6 = % Das ist im Wesentlichen die Differentialgleichung aus Beispiel 3.30 und
o

daher gilt:

n(t) = / e’(‘s’o‘)(s’t))\(:c + 8)s—tPrit ds
t

— Aé—a

T+t
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Somit gilt fiir die Vorbehaltspriamie PY" des VN:

V(t7 w — PVN(t7 w)) - u(w)"zlgl?

< u(w — PYN(tw) ALy, = u(w) AZS
1 A(S—O&
& PYN(t,w) = —In f;“ :
o Ax—i—t

und das ist auch die Vorbehaltsprimie PVY des VU.

Bemerkung 3.34. (i) Uber den Parameter ¢ hiingen in diesem Beispiel die Vorbe-
haltspramien anders als in den Abschnitten zuvor von dem risikobehafteten Wert-
papier ab. Das liegt in diesem Abschnitt an der Randomisierung des Falligkeits-
zeitpunktes der Versicherungsleistungen. Denn fiir die Prdmien gilt jetzt mit den

versicherungsmathematischen Grundlagen des Abschnittes 3.1:

1
~ [In A25% — lnAm-&-t}

1 @ «@ 2 1 1 1 2
S G RDEE IR CNEI P IE
)2

é { (0 —a)ET x+t)+wE [T?%(z + t)]

— 56— P (BT(x + 1))
— (—5ET(x +1) + %QE [T%(z + t)})

1 2 2
+ 5OUET(w +1)) }

-2
=FET(z+1t)+ = VarT(x +t).

Sobald daher der Falligkeitszeitpunkt der Versicherungsleistungen weniger zufillig
ist, das heifit, sobald die Varianz von T'(x 4 t) sinkt, verschwindet die Abhéngigkeit

der Pramien von 4, den Parametern des risikobehafteten Wertpapieres.

(ii) Fiir den Fall = 0 und r = 0 sei nochmals die Prémie aus Beispiel 3.25 betrachtet,
die Pramie also fiir eine temporére Leibrente. Sie hat in diesem Fall die Gestalt:

1 T
—In [/ eo‘(s_t))\@ +5) s_tDoye ds + eI T—tPz+t | >
Q t
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und es gilt die Abschétzung:

n |

T
/ e TIN@ + ) s—ipore ds + T Ttpm]
t

Q|+

o

r T
/ ea(s—t)/\(x + 8) s tPrrt AS + T iPrrt /
LJ ¢ !

=

6oz(s—t) d8:|

IN

=

Ll 2l 2|+

- AT 00
/ Ga(s_t)A(ﬂf + 3) s—tPx+t dS + / Ga(s_t)A(x + S) s—tPx+t d8:|
LJt

T

5

/ e CTON(T + ) o tDost ds] .
LSt

Diese obere Schranke ist aber bei der obigen Wahl der Parameter ¢ und r gerade die
Pramie aus dem vorangegangenen Beispiel 3.33. Diese Beziehung zwischen den bei-
den Pramien fiir Leibrenten ldsst sich mit der gréf8eren Unsicherheit begriinden, die

bei der lebenslangen Leibrente beziiglich des Endes der Versicherungsdauer herrscht.
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3.4.3 Schadenho6he als Diffusionsprozess

Die kumulierte Schadenhohe bis zum Zeitpunkt s > ¢ Y (s) sei mithilfe eines Diffusions-

prozesses modelliert:

dY (s) = 0(s,W(s),Y(s))ds + C(s,W(s),Y(s))dB(s), s>t,

Y(t)=y>0.

{B, s >t} sei dabei eine Brownsche Bewegung unabhiingig von B aus (1.1) und W der

um die Schadenhohe reduzierte Wertprozess (1.4) des Portfolios:

dW (s) = |rW(s) + (u —r)m(s)| ds + on(s)dB(s) —dY(s), s>t,
W(t) = w.
Die Wertfunktion U sei dann folgendermaflen definiert:

Ult,w,y) = sup E[u(W(T)) Wt)=w, Y(t) =y .

w(-)EA(t,w)

Die Herleitung der HJB-Gleichung (3.25), angepasst an das Modell in diesem Kapitel,

ergibt die HJB-Gleichung fiir U:

f (= 1)Ut w0, y)
0=Uy(t,w,y) — 202U o (£, 0, )

+ e(ta wa y)Uy(t’ U}, y)

1 1
+ §§2(t7wvy)wa(ta w, y) + §§2(t7w>y)Uyy(t= w, y) - CQ(t,w,y)Uwy(t,w,y)

(3.30)
+ Mz + t)[u(w) = U(t,w,y)] + [rw — 0(t,w, y)|U,(t,w,y),
t
0= tlim E |:eXp {—/ Az + s) ds} Ult, W*(t))] .
\ — 0
Beispiel 3.35. Neben u(w) = —ée_o‘w, a > 0, gelte r = 0, O(t,w,y) = 6(t) und

¢(t,w,y) = ¢(t). Damit ist auch U unabhéngig von y und der Ansatz:

U(t, w) = u(w)o(t)
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eingesetzt in (3.30) fiihrt auf eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir ¢:

o' (t) — [)\(x +1)+ . ab(t) — %2@(15)1 o)+ ANz +1t)=0

202

mit der Losung:

o) = [ o= [ (500~ S0 duf e + )

2
s=1)
202
Damit lauten die Vorbehaltspramien PV und PVY:

PYN(t,w) = PVY(t,w)

e [ (500 - S ) aufa e opieias

= —_— ]_n —
0
(6% A:c—l—t

Bemerkung 3.36. (i) Die Pramien héngen von den Parametern des risikobehafteten

Wertpapieres ab. Ahnlich wie in Beispiel 3.33 gilt jetzt:

/tr(x+t) <€(8) n %C2(5)) s /tr(x+t) (9(3) n %C2(3)> ds]

Tt [ (6s)+ 2c2(s) ds|
t 2

wobei 7(z+t) die Zufallsvariable sei, die den Todeszeitpunkt des (x+t)-jahrigen VN

P(t,w)~ FE

o
-V
+2 ar

—0Cov

angibt, und die Zeit dabei vom Alter x an gemessen sei. Also ist auch hier der Einfluss

dieser Parameter die Folge der Randomisierung des Entscheidungshorizontes.

(ii) Diese Pramie fiir § = 0, P,, sei mit der Pramie Pr aus dem entsprechenden Beispiel
fiir einen deterministischen Entscheidungshorizont (Beispiel 3.26) und r = 0 sowie
T = E[r(x + t)] verglichen. Dann gilt mit der Jensen-Ungleichung angewandt auf

die konvexe Funktion g(z) = e

ol (E exp { /t o (ae(u> + %242(@) du}D

> /tE[T(Ht)] (9(5) + %§2(5)> ds =: Pr.

e
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Diese Ungleichung ist mit der grofleren Unsicherheit im Falle des zufélligen Ent-

scheidungshorizontes zu erklaren.
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3.4.4 Schadenzahl als Poisson-Prozess

Mithilfe eines inhomogenen Poisson-Prozesses { N(s),s > t} unabhéngig von B aus (1.1)
und mit Intensitit p(s) sei die kumulierte Schadenhthe bis zu s > t Y (s) beschrieben
durch:
dY (s) = L(s,W(s))dN(s), s>t
Y(t)=y>0.
Dabei ist W der Wertprozess (1.4), in den die Schadenhohe eingebaut ist:

dW(s) = [T’W(S) + (= 7)m(s)| ds + on(s) dB(s) — L(s,W(s))dN(s), s>t,

W(t) = w.
Durch die Anderungen im Modell in diesem Kapitel lautet die HIJB-Gleichung fiir U in
Anlehnung an (3.26):

( (:u B T>2U'3)(t7 U})
0= Ut(t, 'lU) — 202wa(t’ w)

+ p(O)[EU(t,w — L(t,w)) — U(t,w)]

(3.31) A + t)[u(w) = U(t,w)] + rwl,(t, w),

t
0= tlim E [exp {—/ Az + s) ds} Ul(t, W*(t))} :

\ e 0

Beispiel 3.37. Es gelte u(w) = —2¢™*, o > 0, r = 0 und L(¢,w) = L(¢). Ein analoger

Ansatz zu dem aus den vorangegangenen Beispielen ergibt:

ttw) = utw) [~ exp{ = [0~ ol [Blexp{aLu)] - 1) duf Ao+ 5)pis s

2

mit 0 = % als Losung der HJB-Gleichung (3.31). Somit lauten die Vorbehaltspréamien
o

PYN und PVU jetzt:
PYN(t,w) = PYY(t,w)

/t " exp {— /t S (0 = p(u) [Elexp{aL(u)}] — 1)) du} A&+ 8)siPose ds

Ao
Am—l—t

1
=—1In
o
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Bemerkung 3.38. (i) Analog zu Beispiel 3.35 gilt:

P(t,w) = E

T(x+t)
/t o(s) (Elexp{aL(s)}] - 1) ds]

1
—V
—+ 0 ar

T(z+t)
[ (Elexp{aL(s)}] - 1) ds]

T(x+1)
T(z+1), /t (Elexp{aL(s)}] — 1) ds] ,

— —Cov
«

und daher auch entsprechend Bemerkung 3.36 iiber die Abhéngigkeit der Pramien

vom risikobehafteten Wertpapier.

(ii) Zwischen der Pramie aus diesem Beispiel mit 6 = 0, P,, und der aus dem entspre-
chenden Beispiel (Beispiel 3.28) im Abschnitt mit festem Entscheidungshorizont
und r = 0, sowie T' = E[r(z + t)], Pr, gilt mit der Jensen-Ungleichung die folgende
Beziehung;:

7(z+t)
P=lm <E exp{ | e Elespfarn -1 d}])

E[r(z+1)]
> /t p(s) (Elexp{aL(s)}] — 1) ds =: Pr,

die mit der gréfleren Unsicherheit im Falle eines zufélligen Entscheidungshorizontes

zu erklaren ist.



Zusammenfassung

Auf den im ersten Kapitel eingefithrten Grundlagen der stochastischen Steuerung und Op-
timierung ist im zweiten Kapitel das Aquivalenznutzenprinzip zu einem Bewertungsver-
fahren fiir Versicherungsrisiken unter Beriicksichtigung eines dynamischen Finanzmarktes
erweitert worden. Die Erweiterung zeichnet sich dadurch aus, dass bei dem vorgestellten
Verfahren den Entscheidungstragern aufler einer Entscheidung iiber das Versicherungs-
risiko auch die Moglichkeit eingerdumt wird, ihr Startkapital an einem Finanzmarkt zu
investieren. Die Modellierung des Finanzmarktes ist dabei sehr schlicht gehalten, indem
nur Handel mit einem risikolosen Bond und einem risikobehafteten Wertpapier zugelassen
wird. Letzteres ist zudem standardgeméf3 als geometrische Brownsche Bewegung model-
liert. Dennoch ist das untersuchte Verfahren offen fiir ein verallgemeinertes Finanzmarkt-
modell sowie fiir eine Erweiterung dahingehend, dass auf der Seite des Versicherungsneh-
mers Konsum und auf der Seite des Versicherungsunternehmens Dividendenzahlungen

beriicksichtigt werden kénnen.

Das dritte Kapitel hat anhand von Beispielen das erweiterte Bewertungsverfahren an-
gewandt. Dabei liegt allen Beispielen die Exponentialnutzenfunktion zur Bewertung des
Endnutzens aus den jeweiligen Investitionsentscheidungen der Entscheidungstriger zu-
grunde. Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, dass fiir die auftretenden stocha-
stischen Optimierungsprobleme noch relativ einfach Losungen gefunden werden kénnen.
Aus den Grundlagen des ersten Kapitels folgt, dass das Verfahren iiber diese vereinfachte
Wahl hinaus auch fiir andere Nutzenfunktionen, die nur wachsend und konkav sind, seine
Giiltigkeit behélt. Sodann besteht eine weitere Besonderheit der Wahl der Nutzenfunktion

darin, dass die resultierenden Préamien durchweg unabhéngig vom Startkapital sind. Die-
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ses Ergebnis kann im Allgemeinen nicht erwartet werden und hat seine Ursache darin, dass
die absolute Risikoaversion der Exponentialnutzenfunktion ebenfalls wertunabhingig ist.
In der Praxis stellt dies eine wiinschenswerte Eigenschaft dar, denn ein Versicherungsun-
ternehmen mochte seine Produkte nicht in Abhéngigkeit der Vermdogensverhéltnisse seiner
Kunden differenzieren. Ebenso wenig ist es dem Kunden vermittelbar, dass die Pramie
eines Vertrages von der Liquiditdt des Unternehmens abhéngen soll. Auflerdem hat sich
bei sémtlichen Beispielen gezeigt, dass bei gleicher absoluter Risikoaversion von Versiche-
rungsnehmer und Versicherungsunternehmen ihre jeweiligen Préamien gleich sind. Das ist
ebenfalls eine Folge davon, dass bei allen Beispielen als Nutzenfunktion die Exponential-
nutzenfunktion gewdhlt worden ist. In der Praxis kann man dem Versicherungsunterneh-
men eine niedrigere Risikoaversion unterstellen, weil es das einzelvertragliche Risiko im
Kollektiv all seiner Versicherungsnehmer ausgleichen kann. Da aber sdmtliche Pramien,
wie es auch zu erwarten ist, bei steigender absoluter Risikoaversion wachsen, ergibt sich
eine Spanne zwischen der Pramie, die ein Versicherungsnehmer héchstens zu zahlen be-
reit ist, und der, die das Versicherungsunternehmen mindestens fiir die Ubernahme des
Risikos verlangt. Diese Spanne macht es dann fiir ein Versicherungsunternehmen lukrativ,

derartige Vertrdage anzubieten.

Neben diesen allgemein giiltigen Ergebnissen haben sich abweichende Resultate durch un-
terschiedliche Modellierung der Beispiele ergeben. Diese sind nédmlich in drei Abschnitte
unterteilt. Zunéchst sind solche Vertrage untersucht worden, bei denen der Entscheidungs-
horizont fiir beide Parteien von vornherein feststeht und das Ende dieses Horizontes auch
gleichzeitig der Filligkeitszeitpunkt der vereinbarten Leistungen aus dem Vertrag dar-
stellt. Ein Ergebnis dabei ist, dass die Pramien in diesem Szenario nicht von den Parame-
tern des risikobehafteten Wertpapieres abhéngen. Tatséachlich hdtte man also die gleichen

Pramien erhalten, wenn man lediglich Investition in den Bond zugelassen hitte.

Den Anfang in der zweiten Gliederungsebene der Anwendungsbeispiele haben Standard-
lebensversicherungsprodukte fiir einen und dann auch fiir mehrere Versicherungsnehmer
gemacht. Die Untersuchung dieser Vertréige ermoglicht einen Vergleich zur herkommlichen

Bewertung von Lebensversicherungsvertrigen mittels des Aquivalenzprinzips. Dabei hat
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sich gezeigt, dass die Pramien des vorgestellten Verfahrens mit sinkender Risikoaversion
gegen die Netto-Leistungsbarwerte der betrachteten Produkte konvergieren. Dieser Lei-
stungsbarwert entspricht gerade der Pramie, die sich aus der herkommlichen Bewertung

ohne Berticksichtigung von Kosten als Einmalbeitrag ergibt.

In einem weiteren Schritt ist die Komplexitit der Modellierung der Versicherungsleistun-
gen erhoht und damit die Art des versicherten Risikos verallgemeinert worden. Dies ist
dadurch erreicht worden, dass die Schadenhohe durch stochastische Prozesse repréasen-
tiert worden ist, zunéchst durch einen Diffusionsprozess, schliefSlich durch einen Prozess,
bei dem die Schadenzahl einem Poisson-Prozess folgt. Dabei ist dargetan worden, dass
bei Modellierung der Versicherungsleistungen mittels eines Poisson-Prozesses die Prémien
hoher ausfallen, als wenn man diese Leistungen durch einen Diffusionsprozess mit glei-
chem Erwartungswert und gleicher Varianz in der Hohe der Leistungen modelliert. Das
liegt daran, dass beim Poisson-Prozess ein Schadensfall auf einmal und mit seiner vollen
Schadenhohe eintritt, wohingegen der stetige Diffusionsprozess ein langsames Ankiindigen

eines Schadensfalles erlaubt.

Da nun zwar ein fester Falligkeitszeitpunkt der Versicherungsleistungen bei Lebensver-
sicherungen auf den Erlebensfall noch die Anforderungen der Praxis erfiillt, bei Todes-
fallversicherungen und Leibrenten aber nicht der Realitdt entspricht, werden in einem
zweiten Abschnitt bei nach wie vor festem Entscheidungshorizont die Leistungen sofort
bei Eintritt des versicherten Schadensfalles fillig. Die Anwendungsbeispiele dazu, die sich
an denen des ersten Abschnittes orientieren, weisen ebenfalls nach, dass die Pramien der
Vertréige unabhéngig vom risikobehafteten Wertpapier sind. Allerdings sind sie im Ver-
gleich hoher als die aus den entsprechenden Beispielen des Abschnittes davor. Das ist mit
der sofortigen und damit tendenziell fritheren Félligkeit der Leistungen zu erkléaren und

stellt somit eine wiinschenwerte Eigenschaft der Pramien dar.

Im letzten Abschnitt schliellich ist die sofortige Fiélligkeit der Leistungen beibehalten
worden. Zudem ist aber auch der Entscheidungshorizont randomisiert. Diese Modelldnde-
rung bringt zwar mit der grofleren Unsicherheit fiir die Entscheidungstréager auch erhdhte

Komplexitdt mit sich, ist aber ebenfalls ein notwendiger Schritt hin zu realitdtsnaher
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Modellierung von Lebensversicherungsvertrigen. Als Beispiel fiir das Ende des Entschei-
dungshorizontes stelle man sich etwa den Todeszeitpunkt des Versicherungsnehmers vor.
Ein solches Ende des Entscheidungshorizontes ist also fiir den Versicherungsnehmer in
Hinblick auf seine Investitionsentscheidungen giinstiger als ein Zeitpunkt, der weit nach
seinem Tod liegt. Durch diese Anderungen gegeniiber dem zweiten Abschnitt fallen die
Pramien fiir vergleichbare Leibrenten hoéher aus. Die Erklarung fiir dieses erwartungs-
geméafle Ergebnis ist die, dass bei Vertragsdauer bis zum Lebensende des Versicherungs-
nehmers auch lianger Leistungen féllig werden. Vor allem aber ist in diesem letzten Ab-
schnitt nachgewiesen worden, dass die Pramien von den Parametern des risikobehafteten
Wertpapieres abhéngen. Dabei ist gezeigt worden, dass dies eine direkte Konsequenz der
Randomisierung des Endes des Entscheidungshorizontes ist. Tatséchlich gilt hier, dass
diese Parameter qualitativ nur iiber die Varianz und Kovarianz dieses Endes Einfluss auf
die Hohe der Pramien haben. Sinkt diese also, und damit die Zufélligkeit iiber das Ende,

so sinkt auch der Einfluss der Parameter des Wertpapieres.

Insgesamt ermoglicht damit das vorgestellte Verfahren nicht nur die Beriicksichtigung
eines dynamischen Finanzmarktes bei der Bewertung von Versicherungsrisiken, sondern
liefert dariiber hinaus auch durchweg konsistente Ergebnisse mit den Anforderungen der

Realitdt und den herkémmlichen Methoden der Versicherungsmathematik.
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