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Der Verlauf der (Versicherten-) Sterblichkeit bildet eine der wichtigsten Kalkulations-
grundlagen fiir Lebensversicherungsunternehmen. Traditionsgeméfl gehen die Versiche-
rungen von deterministischen Sterblichkeitsraten aus, was soviel heifit, dass die (zukiinfti-
gen) Sterblichkeitsraten zu jedem Zeitpunkt als bekannt angenommen werden. Die Hohe
der Versicherungspriamien und -leistungen werden dann zu Beginn eines Vertrages ba-
sierend auf dem so genannten Aquivalenzprinzip festgelegt. Insofern sind zuverlissige
Annahmen {iiber den zukiinftigen Verlauf der Sterblichkeit und somit {iber die Lénge
und Hohe des mit einem Lebensversicherungsvertrages verbundenen Zahlungsstroms un-
erlélich. Falls sich nun aber im Laufe der Zeit die Sterblichkeit anders entwickelt als
erwartet, stellt dies aufgrund des bindenden und langfristigen Charakters dieser Vertréige
ein Risiko fiir die Unternehmen dar. Die Griinde fiir eine unerwartete Anderung des Sterb-
lichkeitsverlaufs sind zahlreich. Beispielhaft erwidhnen wir die in den letzten Jahrzehnten
verbesserte medizinische Versorgung im Alter, die Entwicklung neuer Medikamente ge-
gen Krankheiten und Seuchen oder die verbesserte Ernéhrungssituation. Wahrend diese
Faktoren eine langsame und allmihliche Verédnderung der Sterblichkeit hervorrufen, ist
es ebenso moglich, dass sich die Sterblichkeit plotzlich und abrupt verdndert. Letzteres
tritt, zum Beispiel, aufgrund von Naturkatastrophen oder dem plotzlichen Ausbruch von

Epidemien auf.

Tatséchlich kommen viele Autoren (wie zum Beispiel Cairns et al. (2004) und Currie et
al. (2004)) iiberein, dass man die zukiinftige Entwicklung der Sterblichkeit nicht prézi-

se prognostizieren kann. Im Gegenteil, man geht davon aus, dass sich die Sterblichkeit



eher stochastisch als deterministisch verhilt. Um dieser Tatsache Rechnung zu tragen,
wurden verschiedene stochastische Modelle eingefiihrt, wovon viele die Sterblichkeitsin-
tensitédt als stochastischen Prozess modellieren. Hierbei verwenden die meisten Autoren
die Brownsche Bewegung als stochastischen Storprozess. In diesem Zusammenhang un-
tersuchen wir zunédchst so genannte ”short-rate Modelle” (vergleiche Dahl (2003)), die
auf bekannten Techniken aus der Interest Rate Theory basieren.

Aufgrund der strukturellen Eigenschaften der Brownschen Bewegung sind diese Modelle
jedoch nicht geeignet, um plétzliche Anderungen der Sterblichkeitsintensitét zu modellie-
ren. Aus diesem Grund fithren wir eine neue Klasse stochastischer Modelle fiir die Sterb-
lichkeitsintensitét ein, die auf allgemeinen Lévy Prozessen als Storprozesse beruhen und
die Modellierung von Spriingen der Sterblichkeitsintensitdt ermoéglichen. Da geméf3 der
Lévy Decomposition Formel jeder Lévy Prozess als Summe einer Brownschen Bewegung
mit Drift und einer moglicherweise unendlichen Summe von unabhéngigen Compound
Poisson Prozessen dargestellt werden kann, kann mit diesem Prozess ein sehr unter-
schiedliches Sprungverhalten der Sterblichkeitsintensitéit modelliert werden. Weiterhin
kann man in diesem Modellrahmen andere Verteilungsannahmen als die der Normalver-
teilung fiir die Sterblichkeitsintensitéit treffen. Dadurch ist es insbesondere moglich, ex-
tremen Ereignissen eine hohere Wahrscheinlichkeit zuzuordnen. Des Weiteren zeigt sich,
dass die strukturellen Eigenschaften von Lévy Pozessen, wie die Unabhéngigkeit und
Stationaritit der Inkremente, eine Herleitung geschlossener Formeln fiir die Uberlebens-
wahrscheinlichkeiten ermdglichen. Ferner sind wir in der Lage, wichtige Eigenschaften
wie die strikte Positivitéat der Sterblichkeitsintensitdt zu bewahren, indem wir geeignete
Lévy Prozesse wahlen.

Wir erweitern das deterministische Gompertz-Makeham Modell, indem wir die darin
auftretenden Parameter als Ornstein-Uhlenbeck (OU) Prozesse mit allgemeinen Lévy
Storprozessen modellieren. Das heift, die Sterblichkeitsintensitit u:(z) eines z-Jahrigen

zum Zeitpunkt ¢ hat die folgende Form
ue(z) = oy + Bre’, v € R, (1)

wobel a = (a¢)¢>0 und 8 = (B;)¢>0 OU Prozesse mit unabhéngigen Lévy Storprozessen

sind.



Ausgehend von diesen Uberlegungen untersuchen wir im Anschluss Moglichkeiten fiir Le-
bensversicherungsunternehmen, mit dem Risiko einer sich unerwartet &ndernden Sterb-
lichkeit umzugehen. Eine solche Moglichkeit ist, zum Beispiel, durch Securitization gege-
ben, die im Allgemeinen die Verbriefung und Absicherung von Forderungen am Finanz-
markt darstellt. Lebensversicherungsunternehmen sind somit in der Lage, einen Teil des
Risikos an die Finanzmérkte beziehungsweise die Investoren abzugeben. Besonders die
Securitization von so genanntem Longevity Risk ist von Bedeutung. Sie basiert auf der
Einfiihrung von Mortality Bonds (vergleiche Lin und Cox (2004)), deren Zahlungen von
der Entwicklung der Sterblichkeit in einem Pool von Versicherungsvertréigen abhéngen.
Longevity Risk umfasst hier das Risiko, dass kiinftige Sterblichkeitsraten niedriger sind
als erwartet. Da eine sich unerwartet d&ndernde Sterblichkeit den Preis des Mortality
Bonds beeinflusst, ist eine Bewertung des Bonds basierend auf einem deterministischen
Modell fiir die Sterblichkeitsintensitit unangemessen. Deswegen bewerten wir den Bond
auf Basis des stochastischen Modells in (1). Eine abschlieflende Simulationsstudie ergibt,
dass der Mortality Bondpreis sehr sensitiv beziiglich Anderungen einzelner Parameter
des OU Prozess § in (1) ist. Des Weiteren zeigt sich, dass der Bondpreis in unserem
stochastischen Modell stets niedriger ist als der entsprechende Bondpreis, wenn man ein
deterministisches Modell fiir die Sterblichkeitsintensitéit zugrunde legt. Dies ist zu erwar-

ten, da eine stochastische Mortalitéit einen zusétzlichen Risikofaktor darstellt.

Der Aufbau der Arbeit ist folgendermaflen: Das zweite Kapitel vermittelt die notwendigen
Grundlagen fiir die Modellierung der Sterblichkeit. Nach der Definition der deterministi-
schen Sterblichkeitsintensitdt und anderen verwandten Begriffen, diskutieren wir einige
deterministische Modelle zur Modellierung der Sterblichkeitsintensitit wie, zum Beispiel,
das Gompertz-Makeham und das Lee-Carter Modell, die hiufig in der Praxis ihre An-
wendung finden.

Im dritten Kapitel beschéftigen wir uns mit der stochastischen Modellierung der Sterb-
lichkeitsintensitét. Hier unterscheiden wir im wesentlichen die zwei erwdhnten Modelle.
Zum einen die sogenannten ”short-rate” Modelle, die auf der Brownschen Bewegung als
Storprozess beruhen und die Sterblichkeitsintensitéit dhnlich der short-rate in der Finanz-
mathematik modellieren. Zum anderen diskutieren wir einen neuen Ansatz von stochasti-

schen Modellen fiir die Sterblichkeitsintensitéit, der auf allgemeinen Lévy Prozessen be-



ruht. Hierzu geben wir eine Einfithrung in die Theorie der Lévy und Ornstein-Uhlenbeck
(OU) Prozesse und leiten bestimmte Verteilungscharakteristiken verschiedener Funktio-
nale von integrierten OU Prozessen her. Besonders die Laplace Transformierte von OU
Prozessen spielt eine wichtige Rolle und ist fundamental fiir die weiteren Kapitel. Im Spe-
ziellen diskutieren wir das erweiterte Gompertz-Makeham Modell in (1). Da in diesem
allgemeinen Fall die Sterblichkeitsintensitét jedoch mit einer gewissen Wahrscheinlich-
keit negativ werden kann, schrinken wir die Klasse der zulissigen Lévy Prozesse auf
sogenannte Subordinators ein. Diese garantieren dann unter gewissen Bedingungen eine
strikte Positivitdt der Sterblichkeitsintensitéit. Ein Beispiel fiir solch einen Subordinator
stellt der Compound Poisson Prozess mit Drift dar, der hier ausfiihrlich behandelt wird.
Sobald die Sterblichkeitsintensitéit als stochastischer Prozess modelliert wird, ist es not-
wendig, die Bewertung von Lebensversicherungsvertrigen dementsprechend anzupassen.
Dies wird in Kapitel 4 behandelt. Hierzu untersuchen wir zunéchst die Struktur des Zah-
lungsstroms von einfachen und auch komplexeren Lebensversicherungsvertrégen, deren
Zahlungen, zum Beispiel, an die Entwicklung eines Aktienindizes gekoppelt sind. Nach
einer Einfiihrung in die traditionelle Bewertung von Lebensversicherungsvertriagen, die
auf der Annahme einer deterministischen Sterblichkeitsintensitéit und dem Aquivalenz-
prinzip beruht, modifizieren wir dieses Prinzip fiir den Fall einer stochastischen Sterb-
lichkeitsintensitét. Um sowohl einfache als auch an den Finanzmarkt gekoppelte Vertréige
zu bewerten, binden wir anschliefend das stochastische Modell fiir die Sterblichkeitsin-
tensitdt in ein Finanzmarktmodell ein. Das Kapitel endet mit einigen Beispielen von
Finanzprodukten und deren Bewertung.

Kapitel 5 befasst sich mit Securitization. Nach der Diskussion allgemeiner Aspekte zu
diesem Thema, befassen wir uns mit der Securitization des Longevity Risk. Wir stellen
die Bewertung des Mortality Bonds unter der Annahme einer deterministischen sowie
stochastischen Sterblichkeitsintensitat vor. Besonders gehen wir auf die Unterschiede
zwischen diesen beiden Bewertungsanséitzen ein und versuchen, diese genauer zu quan-
tifizieren.

Ausgehend von letzterer Bewertungsformel fiir den Mortality Bond, wird in Kapitel 6
eine Simulationsstudie durchgefiihrt, um das Verhalten des Bondpreises nédher zu unter-
suchen. Diese Simulationsstudie dient vor allem dazu, die Sensitivitdt des Bondpreises

beziiglich der Parameter der Sterblichkeitsintensitéit zu untersuchen. Ferner wird der



Preis mit dem entsprechenden Preis im deterministischen Modell verglichen.
Kapitel 8 schliellich zieht Schlussfolgerungen aus den vorherigen Kapiteln.
Der Anhang beinhaltet einige Resultate und Theoreme, die wir im vorangehenden Teil

der Arbeit benottigen.
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